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1. GRUNDLAGEN AUS LOGIK UND MATHEMATIK
1.1. Aussagen und deren Verkniipfung ; einige Gesetze der Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dem man genau einen Wahrheitswert ( W: wabhr ;
F: falsch ) zuordnen kann.

Mit den Aussagenvariablen p, q,r, .... bezeichnen wir beliebige Aussagen.

Betrachtet man nur den Wahrheitswert (nicht den Inhalt) von Aussagen, dann gibt es genau 2
verschiedene Arten von Aussagen, genau 4 verschiedene Paare (p,q) von Aussagen, genau
8 verschiedene Tripel (p,q,r) von Aussagen, .... , genau 2" verschiedene n-Tupel von Aus-
sagen.

Zu jeder Aussage p gehért deren Negation "nicht p " (geschrieben: ~p).

~p ist genau dann falsch (bzw. wahr), wenn p wahr (bzw. falsch) ist. P |~P
Die Negation lasst sich daher durch die nebenstehende Wahrheitswerttabelle W | F
definieren. F 1 W

Zwei Aussagen lassen sich verkniipfen. Die wichtigsten Verkniipfungen sind:

Konjunktion: p und q , geschrieben pAq ;
Alternative: p oder q , geschriecben pvq ;
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Implikation: wenn p, so q , geschrieben:p = q ;
Aquivalenz: p genau dann, wenn q , geschrieben:p < q .

Eine Konjunktion aus zwei Aussagen ist genau dann wahr, wenn beide Aussagen wahr sind;
in allen anderen Fallen ist die Konjunktion falsch.

(In der Alltagssprache sagt man statt "p und gq" auch "sowohl p als auch q", "nicht nur p,
sondern auch q", "zwar p , aberauch q".)

Eine Alternative aus zwei Aussagen ist genau dann falsch, wenn beide Aussagen falsch sind;
in allen anderen Fallen ist die Alternative wahr.

(Unterscheide genau zwischen "oder" und "entweder - oder" ; dies sind zwei verschiedene
Verkniipfungen.)

Eine Implikation aus zwei Aussagen ist genau dann falsch, wenn das Vorderglied p wahr und
das Hinterglied q falsch ist; in allen anderen Fallen ist die Implikation wahr.

(Beachte, dass - abweichend vom Alltagssprachgebrauch - Implikationen mit falschem Vorder-
glied stets als wahr bezeichnet werden! Statt "wenn p, so q" sagt man auch "wenn p, dann q",
"aus p folgt q"," q lasst sich aus p ableiten", " p ist hinreichend fur q" oder "q ist
notwendig farp" .)

Eine Agquivalenz aus zwei Aussagen ist genau dann wahr, wenn beide Aussagen denselben
Wabhrheitswert besitzen; in allen anderen Fallen ist sie falsch.
(Beachte,dass "p < q" gleichbedeutendistmit "(p=>q)A(Q=p)".)

Die Definitionen dieser Verkniipfungen lassen sich durch folgende Wahrheitswerttabellen
festhalten:

p q PAg pva P=g Peg
W | W W W W W
W | F F w F F
F | w F w W F
F F F F W W

Zu jeder mit Hilfe dieser Verkniipfungen gebildeten Aussagenverbindung lasst sich eindeutig
eine "Wahrheitswertspalte" ermittein.

Ist eine Aussagenverbindung unabhéngig von den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen
stets wahr (d.h. tauchen in der Wahrheitswertspalte nur "W" auf), dann liegt eine allgemein-
giiltige Aussagenverbindung (ein Gesetz der Aussagenlogik ) vor.

Beispiele fiir Gesetze der Aussagenlogik

a) ~(p A~p); Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch:
Nie kénnen eine Aussage und ihre Negation gleichzeitig wahr sein.

Abtrennungsregel:
Wenn p gilt und aus p die Aussage q folgt, dann gilt auch q.

c) [(pvq)a~pl=q ; Gesetz zur Fallunterscheidung:
Wenn (p v q) giltund p nicht gilt, dann muss q gelten.

d) [(p=>a9)A(@=r1]=(p=r) ; Kettenschluss; Transitivitat der Implikation .

b) pA(p=0q) =q,;

Ist der aus zwei Aussagenverbindungen A, B gebildete Ausdruck A < B allgemeingiiltig
(d.h. stimmen die Wahrheitswertspalten von A und B uberein), dann sagt man, dass A und
B wertverlaufsgleich (dquivalent, gleichbedeutend) sind und schreibt A=B.
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(Wertverlaufsgleiche Aussagenverbindungen driicken denselben Sachverhalt lediglich in ver-
schiedenen Formulierungen aus.)

Beispiele fiir wertverlaufsgleiche Ausdriicke:

a) ~~p=p; Satz von der doppelten Verneinung .

b) (pArq) =(@Ap); (Pvq) = (qvp) ; Kommutativitdt von Konjunktion bzw. Alternative .
c) [~MprqQ)]=(pv~aq); [~pva)] = (~pA~q) ; Regeln von de-MORGAN .

d (=9 =(~q>~p) =[~(pAr~q)] = (~pVvQ) ;
Umformulierungen einer "Wenn-dann-Aussage" .

e) [pra)=>1=[~r=>~pArq)]=[rrq)=~p] =[pAr~N=>~q] =[p=>@Q=1)] =
=[q = (p = 1)] ; Umformulierungen eines Satzes mit zwei Voraussetzungen .

Aufgabe: Weise nach, dass die unter d) genannten Ausdriicke wertverlaufsgleich sind.

Lésung: A B C D
P | 9 P=>4g ~q ~p_|~9q=>~p| PA~q |~(PA~9)| ~PV(q
W | W W F F W F w W
W | F F w F F w F F
F W w F w W F w W
F|F w W W W F W W

Aufgabe: Schiiler unterhalten sich iber einen Wettkampf und au3ern folgende Vermutungen:

(1) Bestimmt wird Peter verlieren oder Karl gewinnen.

(2) Ich glaube, dass Peter oder Karl oder auch beide zu den Verlierern gehéren werden.
(3) Auf keinen Fall werden sowohl Peter als auch Karl gewinnen.

(4) Es kommt bestimmt nicht vor, dass zwar Peter gewinnt, aber Karl verliert.

(5) Wenn Karl verliert, dann verliert Peter erst recht.

Nach dem Wettkampf stellt sich heraus, dass genau zwei dieser Vermutungen falsch waren.
Ermittle die richtigen Vermutungen! Hat Karl gewonnen oder verloren?

Lésung: Bedeute p : "Peter hat gewonnen" ; q: "Karl hat gewonnen" ;
also ~p: "Peter hat verloren" ; ~q: Karl hat verloren" .

Dann haben obige Vermutungen folgende logische Struktur:

(1 ~pva ;@) ~pv~q; @) ~prq); (4 ~(pr~q); () ~q=~p .
Folglich sind (1), (4) und (5) wertverlaufsgleich (sie sind gleichbedeutend mit p = q ) und
stellen daher nur verschiedene Formulierungen ein und derselben Vermutung dar.
Auch (2) und (3) sind nach der Regel von de-MORGAN wertverlaufsgleich.
Folglich kénnen nur (2) und (3) die beiden falschen, (1), (4) und (5) die drei richtigen
Vermutungen sein.
Da (3) falsch ist, ist (p A q) wabhr, also ist auch q wahr, also hat Karl gewonnen.

12. Logische Verwandtschaften zwischen Aussagen

Wahre Aussagen heilten in der Mathematik Lehrsatze oder Sétze.

Jeder mathematische Satz lasst sich als Implikation (in der Wenn-dann-Form) formulieren:
ViAVona...AV, = B, gelesen:

Wenn (V, und V, und ..... und V,) gilt, dann giltauch B .
V,,V,,..,V, heiBen Voraussefzungen des Satzes, B seine Behauptung .
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1.21. Aquivalentes Umformen von Sitzen

Vertauscht man die Behauptung eines Satzes mit einer oder mehreren (u.U. allen) seinen Vor-
aussetzungen und negiert die vertauschten Teile, dann entsteht ein zum Ausgangssatz dqui-
valenter Satz, der dasselbe aussagt wie der Ausgangssatz und daher keines erneuten Bewei-
ses bedarf. ‘

Man spricht hier von einer "Kontraposition” des Satzes; vgl. auch 1.1., S.3, (d) und (e) .

(S) V=B ; "Wenn 4|x ,dann 2|x ".
(K) nichtB = nichtV ; "Wenn nicht 2|x , dann nicht 4|x" .

Mache dir die folgend beschriebenen Umformungen eines Satzes mit zwei Voraussetzungen
anhand des Stufenwinkelsatzes klar: ‘

(S) ViaV, = B ;

(K) nicht B = nicht (V, A V,); ['nicht(V; A V,) ist &quivalent mit "nicht V, oder nicht V,"].
(Ky) (nicht B) AV, = (nichtV,);

(Ky) Vi A (nicht B) = (nichtV,);

Statt "V, AV, = B" kann man auch "V, = (V, = B)" oder "V, = (V, = B) sagen; dies
nennt man "Herausziehen einer Teilvoraussetzung".

1.22. Das Umkehren von Sidtzen

Man erhélt eine Umkehrung eines Satzes, indem man seine Behauptung mit einer oder meh-
reren (u.U. allen)seinen Voraussetzungen vertauscht .

Eine Umkehrung einer wahren Aussage (d.h. eines Satzes) muss keine wahre Aussage sein.
Ist sie eine wahre Aussage, dann muss sie bewiesen, ist sie eine falsche Aussage, dann muss
sie widerlegt werden.

Ist eine Umkehrung eines Satzes wiederum ein Satz, dann kann man die beiden in einem Satz
zusammenfassen , der dann eine "Genau-dann-wenn-Form" besitzt.

Beispiel (fur einen Satz mit zwei Voraussetzungen):

(S) ViaV, =B ; (U B= VAV, ; (& (V,AV,) & B;

(U) BAV, >V, ; (Zy) V, > (V, © B);

Uy) ViaB =V, ; (Z) V, = (V, © B) .
Beachte, dass vor dem Zusammenfassen zu (Z;) zunachst die den Satzen (S) und (U,)
gemeinsame Teilvoraussetzung V, "herausgezogen" wurde.

Der Stufenwinkelsatz und seine Umkehrungen:
(S) Wenn a, B Stufenwinkel und gjlh ,dann a=p.

(U) Wenn a=p, dann «a, p Stufenwinkel und gjlh .
Dies ist eine falsche Aussage. Widerlegung: o, p kdénnten etwa auch Scheitelwinkel sein.

(U;) Wenn a=p8 und gj||h, dann a, B Stufenwinkel .

Dies ist eine falsche Aussage. Widerlegung: o, p kdnnten auch Wechselwinkel an geschnit-
tenen Parallelen sein.
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(U,) Wenn «a, p Stufenwinkel und o= , dann gjh .

Dies ist eine wahre Aussage, sie muss bewiesen werden. Sie lasst sich mit der wahren
Aussage (S) zu einer Genau-dann-wenn-Aussage zusammenfassen:

(Z;) Wenn «, B Stufenwinkel sind, dann gilt: o= genaudann, wenn gjjh .

Merkregel: Vertauschen und Verneinen von B und V ist "erlaubt"; es entsteht dabei keine
neue Aussage.

Nur Vertauschen oder nur Verneinen ist dagegen "nicht erlaubt”, da dadurch eine neue
Aussage entsteht, die auch falsch sein kann.

Auftrag:

Lies die Satze aus dem Material "Einige grundlegende planimetrische Satze" durch, suche da-
bei diejenigen heraus, die in Klasse 6 behandelt wurden, und wiederhole sie im Zusammen-
hang!

Formuliere diese Séatze in der Wenn-dann-Form! Ube an ihnen das dquivalente Umformen und
das Umkehren! Achte auf die durch (S), (U) und (Z) festgehaltenen logischen Beziehungen
zwischen den Satzen!

Wir betrachten folgenden Satz tber natirliche Zahlen x,y :

(S) "Wenn x ungeradeistund y ungerade ist, dannist (x+y) gerade."

Bilde die Umkehrungen (U), (U,) und (U,) und stelle fest, ob es wahre oder falsche Aussagen
sind! Widerlege falsche Aussagen durch ein Gegenbeispiel! Ist eine der Umkehrungen
vermutlich wahr, dann fasse sie mit (S) zu einem Genau-dann-wenn-Satz zusammen!

1.23. Verallgemeinern und Spezialisieren von Sidtzen

Fugt man zur den Voraussetzungen bzw. zur Behauptung eines Satzes neue Voraussetzungen
bzw. Behauptungen hinzu, dann sagt man, dass die Voraussetzungen des Satzes bzw., seine
Behauptung verschérft wurden.

Lasst man von den Voraussetzungen bzw. der Behauptung eines Satzes dagegen Teile weg,
dann sagt man, dass die Voraussetzungen des Satzes bzw. seine Behauptung abgeschwaécht
wurden.

Eine Aussage, die man durch Abschwéchen der Voraussetzungen oder durch Verschérfen
der Behauptung eines Satzes erhalt, nennt man Verallgemeinerung dieses Satzes.

Eine Aussage, die man durch Verschérfung der Voraussetzungen oder durch Abschwéchen
der Behauptung eines Satzes erhalt, nennen wir Spezialisierung oder Spezialfall dieses
Satzes.

Eine Spezialisierung eines Satzes ist stets wieder eine wahre Aussage und bedarf daher
keines erneuten Beweises.

Eine Verallgemeinerung eines Satzes muss keine wahre Aussage sein, hier ist ein Beweis
oder eine Widerlegung erforderlich.

Ist ein Satz S, eine Verallgemeinerung eines Satzes S, , dann ist S, eine Spezialisierung
von S, , und umgekehrt.

(S): VAV, = B;AB, ; Ausgangssatz
($1):Vy; AV,AV; = B, AB, ; Spezialisierung von (S)
(S2) V, AV, = B, ;. Spezialisierung von (S)
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(83):V, = B;AB, ; Verallgemeinerung von (S)
(S4):V, AV, = B, AB,AB;; Veraligemeinerung von (S)
(S5):V, AV,AV; => B,;AB,AB,; Veraligemeinerung der Spezialisierung (S1)
(S6): V, = By ; Verallgemeinerung der Spezialisierung (S2)

Beispiel: Es bedeute: L L
V,: ABCD ist ein Parallelogramm; B,: AC halbiert BD ;

V,: AB =BC ; B,; BD halbiert AC ;
V, < BAC=90°; By, AC L1BD ;
B,: AC =BD .

(S): In jedem Rhombus (d.h. jedem Parallelogramm mit einem Paar gleich Ianger
benachbarter Seiten) halbieren die Dlagonalen einander (d.h. AC halbiet BD und BD
halbiert AC ).

(S1): In jedem Quadrat halbieren die Diagonalen einander.

(S2): In jedem Rhombus halbiert eine der beiden Diagonalen die andere.

(S3): In jedem Parallelogramm halbieren die Diagonalen einander.

(S4): In jedem Rhombus halbieren die Diagonalen einander und stehen aufeinander senkrecht.
(S5): In jedem Quadrat halbieren die Diagonalen einander und sind gleich lang.

(S6): In jedem Parallelogramm halbiert eine der beiden Diagonalen die andere.

Beachte:

Hat man einen Satz entdeckt und bewiesen, dann sollte man stets versuchen, durch Umkehren
oder Verallgemeinern zu einer neuen wahren Aussage zu gelangen. Dabei ist es wichtig, die
Voraussetzung bzw. die Behauptung geschickt in Teilvoraussetzungen bzw. Teilbehauptungen
aufzuspalten. Manchmal findet man eine wahre Umkehrung oder Verallgemeinerung erst dann,
wenn man vorher den Ausgangssatz spezialisiert hat (vgl. Umkehrung des Héhensatzes).
Wiederhole in der Aufgabensammiung fiir Klasse 6 den Abschnitt "Umformen und Umkehren
von Satzen" !

1.3. Aussageformen und Mengen

Eine Aussageform ist ein Ausdruck mit einer oder mehreren Variablen, der in eine Aussage
tbergeht, wenn man alle vorkommenden Variablen interpretiert (d.h. wenn man fir die
Variablen bestimmte Elemente aus dem Variablengrundbereich einsetzt).

Aussageform Interpretation Aussage

3|x, xeN x=12 3|12 (wahr)

3|x, xeN x=13 3|13 (falsch)
x+1<y+1, xyeQ, x=2,y=3 2+1<3+1 (wahr)
x+1<y+1, xyeQ, x=4,y=1 : 4+1<1+2 (falsch)
agT(xy) =z, xy,zeN x=12,y=15, z=3 g9T(12;15) =3 (wahr)
ggT(x;y) =z, xy,zeN x=12,y=156, z=4 ggT(12;15) = 4 (falsch)

Dabei haben wir mit N die Menge der natirlichen, mit Q, die Menge der gebrochenen Zahlen
bezeichnet.
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Die Menge aller xeX , fiir die eine Aussageform H(x) beim Interpretieren in eine wahre Aus-
sage Ubergeht, nennt man Erfiillungsmenge dieser Aussageform Giber dem Grundbereich X .
Die Erfullungsmenge M einer Aussageform H(x) ; xeX ist daher stets eine Teilmenge des
Grundbereichs X, d.h. es gilt stets McX .

Entsprechendes gilt fur Aussageformen H(x,y,...,z) ; xeX, yeY, ... zeZ mit mehreren Vari-
ablen. Besitzt eine Aussageform n Variable, dann besteht ihre Erfullungsmenge (falls sie nicht
leer ist) aus geordneten n-Tupeln (spezielle Paaren, Tripeln usw.) von Elementen.

Aussageform Erfullungsmenge
2|x ; xen { gerade Zahl}={0, 2,4, ...,2n, ..}
x|12 ; xeN {1,2,3,4,6,12}
AX = BX ; Xe{Punkt der Ebene} Mittelsenkrechte myg
x+y=3; xyeN {10:3], [1:2], [2:1], [3:0] }
x+y<3; xyeN {[0,0], [01], [0;2], [1;0], [1;1], [2;0] }

Bilde weitere Beispiele fir Aussageformen und ihre Erfullungsmengen!

Beachte, dass auch die leere Menge 0 als Erfullungsmenge auftreten kann, etwa bei der Un-
gleichung x2 < 0, und dass die Erfullungsmenge auch mit dem Erfullungsgrundbereich zu-
sammenfallen kann, etwa bei der Ungleichung x* > 0 . Im erstgenannten Fall nennt man die
Aussageform kontradiktorisch, im letztgenannten Fall allgemeinguiltig.

Besitzen zwei Aussageformen (mit demselben Grundbereich) dieselbe Erfiillungsmenge, dann
nennt man sie &dquivalent (liber diesem Grundbereich).

Soll ein Element zwei Bedingungen H,(x) und H,(x) erfillen, dann muss es sowohl in der
Erfullungsmenge M, von H,(x) als auch in der Erfullungsmenge M, von H,(x) enthalten

sein.
Ein sehr einfaches Beispiel soll das Gesagte erlautern:
Zu ermitteln ist die Menge aller ungeraden Teiler von 90, die zwischen 4 und 10 liegen.

Aussageform Erfullungsmenge
Bedingung! |x=2n+1, neN M, ={1,3,57,9 11, .,2n+1, .. }
Bedingung Il |x]90, xeN M,={1,23,5,6,9, 10, 15, 18, 30, 45,90 }
Bedingung Il |4<x<10 , xeN |[M;={5,6,7,8,9}

Durchschnittbildung: M =M;,AnM,AM;={5,9} .
Die Zahlen 5 und 9 und nur diese Zahlen erfillen alle drei Bedingungen.
Eine Aussageform H(x), xeX kann auf folgende Weisen in eine Aussage uUberfiihrt werden:

a) Interpretation der Variablen x ; es entsteht eine Einzelaussage (z.B. "2 ist eine Primzahl").

b) Bindung der Variablen durch "Fur alle x gilt: ... "; es entsteht eine Allaussage (z.B. "Alle
durch 4 teilbaren Zahlen sind gerade").

c) Bindung der Variablen durch "Es gibt ein x, fur das gilt: ... "; es entsteht eine Existenzaus-
sage (z.B. "Es gibt eine Primzahl, die gerade ist").

Beachte, dass in der Mathematik das Wort "ein" stets im Sinne von "mindestens ein"
verwendet wird und zu unterscheiden ist von "héchstens ein” und "genau ein").

Entsprechendes gilt fiir Aussageformen mit mehreren Variablen.
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14. Das Beweisen von Satzen (speziell von Allaussagen )

Einen Satz beweisen heilt, ihn aus wahren Aussagen (in endlich vielen Schritten) durch richti-
ges Schliellen ableiten.

Den Nachweis der Falschheit einer Aussage nennt man Widerlegung .

Zum Nachweis der Wahrheit einer Existenzaussage geniigt die Angabe eines Beispiels (z.B.:
"Es gibt eine gerade Primzahl"; Beispiel: 2 ).

Zum Nachweis der Falschheit einer Allaussage genugt die Angabe eines Gegenbeispiel (z.B.
"Alle Primzahlen sind ungerade"; Gegenbeispiel: 2 ).

Zum Nachweis der Wahrheit eines Allaussage oder der Falschheit einer Existenzaussage muss
man einen Beweis (im engeren Sinne des Worts) fuhren.

Ein (direkter) Beweis (einer Allaussage) ist erbracht, wenn man von den Voraussetzungen
ausgehend in endlich vielen Schritten Giber abgeleitete Feststellungen zur Behauptung gelangt,
wobei jeder Beweisschritt eine Implikation ist und durch Angabe des verwendeten
"Beweismittels" begriindet wird. Als "Beweismittel" diirffen bewiesene Satze, Formeln, Defini-
tionen, Axiome und Umformungsregeln verwendet werden.

Jeder solche Beweis lasst sich in Form eines Beweisschemas darstellen. Bei dieser Darstel-
lungsform kann man leicht nachpriifen, ob ein Beweis exakt und vollsténdig ist. Der zugehérige
Losungsplan lasst sich stets in Form eines Ldsungsgraphen festhalten.

Bei geometrischen Beweisen darf man sich nicht auf die Anschauung berufen. Beweisfiguren
dienen nur dazu, verwendete Bezeichnungen festzuhalten.

Taucht eine fiir den Beweis benétigte Bezeichnung nicht in den Voraussetzungen auf, dann
fuhrt man sie durch eine "Zusatzvorausetzung" (ZV) ein (oder hélt sie in der Beweisfigur fest).

Satz:

Ist CS. Seitenhalbierende eines Dreiecks ABC , dann
haben A und B von dieser Geraden den gleichen Ab-
stand.

V: CS. ist Seitenhalbierende von AABC ;

Beh.: d(A;CS,) = d(B;CS,) .

Beweis (in Form eines Beweisschemas): 7
Fur AC = BC gilt der Satz offensichtlich; sei AC = BC. l\é}/ s. B
ZV: Sei A' bzw. B' der FuRpunkt des Lots von A bzw. A
B auf die Gerade CS;:
\Y; = (1) AS_,=BS_; [ Definition Seitenhalbierende"] .
\Y = (2) <ASA'=<BSHB' ;[Scheitelwinkelsatz]
N = (3) =SAA=<SBB ;][ Definition "Lot"].
(1,2),3) > ((4) aSAA=AaSBB ; [Kongruenzsatzwsw].
(4) = (5) AA' =BB' ; [ entsprechende Seiten in kongruenten Dreiecken ] .
(5) = Beh.: d(A;CS,) =d(B;CS,) ; [ Definition "Abstand" ] .

Damit ist gezeigt, dass der Satz (V = Beh.) gilt, w.z.b.w. .
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Lésungsgraph (vgl. auch das Material "Einige Regeln", Seite 1) :

V. — A_Sc = B_Sc
V — «ASA'=<«BSB |—~ ASAA=aSBB — AA' = BB' —
ZV — «<SAA=<«SBB

15. Das Ldosen von Bestimmungsaufgaben

Bei vielen Bestimmungsaufgaben ist die Menge aller Elemente aus einer vorgegebenen Menge
zu ermitteln, die gewisse vorgegebene Bedingungen erfillen. Jede solche Bedingung lasst
sich als Aussageform schreiben.

(Als wichtiger Spezialfall treten Gleichungen auf.)

Allgemein: Zu einer Konjunktion von Aussageformen - speziell zu einer einzigen Aussageform -
ist die zugehdrige Erfiillungsmenge zu bestimmen .

(Dies wird etwa bei den meisten zahlentheoretischen Bestimmungsaufgaben gefordert.)
Werden geordnete Paare, Tripel bzw. n-Tupel gesucht, dann werden die zugehdérigen Bedin-
gungen durch Aussageformen mit 2, 3 bzw. n Variablen festgehalten.

(Dies ist etwa bei Gleichungssystemen mit mehreren Variablen sowie bei vielen logisch-kombi-
natorischen Bestimmungsaufgaben der Fall.)

Die Lésung einer solchen Aufgabe muss stets enthalten:
(a) Die Angabe der gesuchten Erfillungsmenge (der gesuchten Elemente, Paare usw.) .

(b) Den Einzigkeitsnachweis , in dem gezeigt wird:
"Wenn ein Element alle gesteliten Bedingungen erfiillt, dann gehért es zur angegebenen
Erfillungsmenge".
(Oft spricht man hierbei von einer "begriindeten Herleitung" .)

(c) Den Existenznachweis , in dem gezeigt wird:

"Wenn ein Element zur angegebenen Erfullungsmenge gehort, dann erfiillt es alle gestell-
ten Bedingungen".
(Manchmal nennt man diesen Nachweis auch "Probe".)

Meist stellt man die Lésung einer solchen Aufgabe wie folgt dar:

"Angenommen, die Aufgabe besitzt eine Lésung. Dann misste gelten: ...................ooeonnnnnnen. .
Folglich gilt: Wenn die Aufgabe Ldsungen besitzt, dann kénnen es nur die folgenden sein:
...................................................... . (Einzigkeitsnachweis nebst Angabe der Erfiillungsmenge.)

Es sind dies alles tatsachlich Lésungen, dennes gilt: .............cccoooiiiiiiiiie e .
(Probe als Existenznachweis.)

Es gibt auch Bestimmungsaufgaben, bei denen Daten a, b, ..., ¢ und Beziehungen gegeben
sind und eine Unbekannte x gesucht wird, wobei diese Unbekannte durch die Daten ausge-
driickt werden soll: x =1f(a,b,...,c) .

Meist ist dabei vom Sachverhalt her klar, dass es genau ein solches Element gibt.

(Dies ist etwa bei Sachaufgaben und bei geometrischen Bestimmungsaufgaben meist der Fall.)
Bei solchen Aufgaben muss man in der Regel zunachst Beziehungen zwischen den gegebe-
nen, den gesuchten und giinstig gewéhlten HilfsgréBen suchen , bis man als "Ansatz" ein Glei-
chungssystem (speziell eine einzelne Gleichung) erhalt, das es (durch Eliminieren der Hilfs-
gréBen) gestattet, die gesuchte GréRRe durch die gegebenen GréfRen auszudriicken.

Lies im Material "Einige Regeln" auf den Seiten 3, 4, 7, 8,10, 12, 15, 16, jeweils die Regeln
(3), (3.1) und (3.2) durch!
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2. GEOMETRIE
21 Konstruktionsaufgaben

Eine jede Konstruktionsaufgabe lasst sich so  umformulieren, dass nur Punkte und
Beziehungen zwischen ihnen gegeben und dass nur Punkte gesucht sind.

Jede Konstruktionsbeschreibung besteht aus einer endlichen Folge von Schritten, wobei in je-
dem Schritt aus gegebenen oder bereits konstruierten geometrischen Gebilden ein neues geo-
metrisches Gebilde konstruiert wird. Da nur Zirkel und Lineal (ohne Mafeinteilung) als Zeichen-
gerate zugelassen sind, kénnen als solche Objekte nur Punkte, Geraden, Strahlen, Strecken
Kreise oder Kreisbogen auftreten. Da sich diese Objekte stets durch Punkte eindeutig festlegen
lassen, lauft jede Konstruktion letztlich auf die Konstruktion von Punkten hinaus.

Jeder Punkt lasst sich als Durchschnitt zweier geometrischer Orter konstruieren.

Ein geometrischer Ort ist eine Menge von Punkten, die eine bestimmte Bedingung (Beziehung,
allgemein Aussageform) erfiillen.

Prage dir die im Material "Geometrische Orter" genannten ersten vier geometrischen Orter gut
ein!

Lies in "Einige Regeln" auf Seite 7 die Regeln (1), (3.1), (2.1) und (2.2) zur Lésung von
Konstruktionsaufgaben durch! Beachte vor allem die in (3.1) geschilderte Methode der geo-
metrischen Orter

Achte auf den Zusammenhang zur Methode der Durchschnittsbildung von Erfillungsmengen in
Abschnitt 1.3., Seite 9/10 !

Konstruktionsbeschreibungen werden wir in einer Kurzform notieren, die es gestattet, die Ex-
aktheit und Vollstandigkeit der Lésung leicht nachzupriifen. Ferner werden wir bei jedem Schritt
untersuchen, ob (bzw. unter welchen Bedingungen) dieser Schritt eindeutig ausfiihrbar ist.

Wir verabreden folgende abkdirzende Bezeichnungsweisen :

k(M; r=4cm) : Kreis mit dem Mittelpunkt M, dessen Radius 4cm lang ist .

k(M;)ng ={S,S,;}: Der Kreis k schneidet die Gerade g in den beiden Punkten S und S, .

PeAB: Der Punkt P liegt auf der Geraden AB ; die Gerade AB geht durch den Punkt P .

gnh={S}; glh : Die Geraden g und h schneiden einander im Punkt S und stehen
senkrecht aufeinander.

Mag Die Mittelsenkrechte der Strecke AB .

AH,, AS,, AW, : Die zum Punkt A gehérende Hohe, Seitenhalbierende bzw. Winkel-
halbierende im Dreieck ABC .

Beispiel: Zu konstruieren sind alle (untereinander nicht kongruenten) Dreiecke ABC, die fol-
gende Bedingungen erfllen:

(@) AC =b=4cm; (b) AB=c=6cm;(c) CH,=h=3cm; (d) CH_ist Hshe in AABC .

Hier ist es gunstig, mit Bedingung (b) zu beginnen. Das fiihrt Cc
zu folgender Umformulierung der Aufgabe:

Geg.: Punkte A, B mit AB =c¢ ;

Ges.: Punkt C .

Bedingungen geometrischer Ort

1) AC =b k(A;b)

2) d(C;AB) =h Parallelenpaar (g;9,)

Durchschnittsbildung: k(A;b)(g;94) = {C,, C,, C5,C,} .
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Konstruktionsbeschreibung:

1 AB =c=6cm ; (eindeutig konstruierbar) .

(2) Parallelenpaar (g;g9,) zur Geraden AB im
Abstand h = 3cm ; (eindeutig konstruierbar).

(3) k(A; b=4cm)n(g;94) ={C4, C,, C5, C, };
(es gibt 4 Schnittpunkte, weil b > h gilt).

AABC,; und AABC, sind zwei (verschiedene)

Lésungen der Aufgabe;
AABC; und AABC, sind zu diesen Dreiecke

kongruent und werden daher nicht als weitere Lé6sungen angesehen.

Auch Konstruktionsaufgaben sind Bestimmungsaufgaben, bei deren Lésung ein Einzigkeits-
nachweis und ein Existenznachweis gefiihrt werden missen (vgl. Abschnitt 1.5., S.9) .

Sind die Daten nicht konkret, sondern nur als Parameter gegeben, dann ist auRerdem zu
untersuchen, unter welchen Bedingungen Ldsungen existieren und wie viel verschiedene
Lésungen existieren kénnen.

Zur vollstandigen Lésung einer Konstruktionsaufgabe gehéren:

l) Einzigkeitsnachweis :

Es ist zu zeigen: "Wenn ein geometrisches Objekt alle gegebenen Bedingungen erfiilit, dann
lasst es sich auf folgende Weise konstruieren: ........ "

Il) Konstruktionsbeschreibung nebst Angabe der Bedingungen, unter denen die einzelnen
Schritte (ein- oder mehrdeutig) ausfuhrbar sind.

lla) Determination:
Angabe der Bedingungen, unter denen keine, eine oder mehrere Lésungen existieren.

ll) Existenznachweis:
Es ist zu zeigen: "Wenn ein geometrisches Objekt in der beschriebenen Weise konstruiert

wurde, dann erfillt dieses geometrische Objekt alle gestellten Bedingungen, ist also eine L6-
sung der Aufgabe."

Damit ist dann gezeigt, dass durch die Konstruktionsbeschreibung ein Verfahren angegeben
wird, das es gestattet, aus den gegebenen Daten alle Figuren und auch nur solche Figuren zu
konstruieren, die alle gestelliten Bedingungen erfullen.

Zusatzlich kann man noch die Anfertigung einer Konstruktionszeichnung fordern.

Beispiel:

Zu konstruieren sind alle Vierecke ABCD , die folgende Bedingungen erfillen:

(@) AB=a;(b) BC=b ;(c) CD=c mit c<a ;

(d) DA =d; (e) ABCD ist ein Trapez mit ABJ|CD .

I) Wenn ein Viereck ABCD die gegebenen Bedingungen
erfillt, dann gilt:

Wegen (a) und (c) gibt es genau einen (Hilfs-) Punkt ,
EcAB ,furden AE =c und EB =a-c gilt. d d, b
Wegen (c) und (e) gitdann AE = CD und AE|CD,

also ist AECD ein Parallelogramm, fir das dann wegen

(d) auch EC =AD =d gilt. A c E a-c B
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Folglich gilt fur das (Hilfs-) Dreieck EBC : EB =a-c, EC =d und wegen (b)auch BC=b .
A liegt dann auf BE und wegen (a) gilt AB =a .

Fur D gitdann AD =d und CD=c .
Folglich lasst sich jede Lésung ABCD unserer Aufgabe auf folgende Weise konstruieren:

) (1) Dreieck EBC aus EB=a-c, BC =b und CE =d ; [ eindeutig konstruierbar,
falls folgende Dreiecksungleichungen erfullt sind:
b+d>a-c und (a-¢c)+b>d und (a-c)+d>b ].
(2) AeBE mit AB =a ; [eindeutig konstruierbar].
(3) D so, dassim Viereck AECD gilt: AD =d und CD = ¢ ; [eindeutig konstruierbar] .

lla) Es gibt genau eine Lésung ABCD , wenn alle drei in (1) genannten Ungleichungen erfiillt
sind; ist eine der Ungleichungen nicht erfiillt, dann gibt es keine Lésung.

) Wegen (1) gilt BC =b; wegen (3) gilt CD =c und DA =d ; wegen (2) gilt AB =a ;
folglich erfiilit ABCD die Bedlngungen (a) (b), (c), (d) .
Wegen (1) und (2) gllt AE = AB - EB =a-(a-c)=c und daher AE = CD . Wegen (1)

und (3) wird AD = EC =d. Folglich ist AECD (als Viereck mit gleich langen Gegenseiten)
ein Parallelogramm und es gilt (laut Definition von "Parallelogramm") AE||CD .

Wegen (1) und (2) gilt E€ AB , also auch AB||CD, folglich ist ABCD ein Trapez , und auch
Bedingung (e) ist erfilllt.

Folglich erfiillt jedes auf obige Weise konstruierte Viereck ABCD alle gestellten Bedingungen,
d.h. ist Lésung unserer Aufgabe.

22. Ortsaufgaben

Geometrische Ortsaufgaben sind spezielle Bestimmungsaufgaben.

Gesucht ist jeweils eine Punktmenge M , deren Elemente X einer Bedingung geniigen, die
sich in Form einer Aussageform H(X) schreiben lasst.

Der geometrische Ort M ist die Erfiillungsmenge von H(X) . Wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes angegeben ist, betrachten wir hierbei stets nur Punktmengen in der Ebene.
Wiederhole in diesem Zusammenhang die Abschnitte 1.3. und 1.5. und lies im Material "Einige
Regeln" die Ausfuhrungen auf Seite 8/9 .

Um eine solche Aufgabe zu I6sen, versucht man zunéachst, den gesuchten geometrischen Ort
zu erraten (indem man eine genaue Figur zeichnet und einige Spezialfalle untersucht).
Ist dies gelungen, dann sind folgende Séfze zu beweisen:

(S) "Wenn XeM, dann gilt H(X)" oder "Wenn H(X) nicht gilt, dann XgM" .
(U) "Wenn H(X) gilt, dann XeM" oder "Wenn X ¢ M, dann gilt H(X) nicht".
Damit ist bewiesen: (Z) X liegt auf M genau dann, wenn die Bedingung H(X) erfillt ist .

Der Beweis von (S) entspricht dem Existenznachweis, der Beweis von (U) dem Einzigkeits-
nachweis.

Beachte, dass man beim Beweisen eine Umkehrung auf Gedanken zuriickgreifen kann, die
beim Beweis des Ausgangssatzes nitzlich waren.

Beispiel:
Ermittle die Menge aller Punkte X (einer Ebene), die (fiir A«B) die Bedingung AX = BX erfiillen.

Der gesuchte geometrische Ort ist die Mittelsenkrechte m,; der Strecke AB .
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Um dies zu zeigen, ist zweierlei zu beweisen: X

(S) Wenn Xem,g, dann gitt AX = BX .
Xl
Auftrag: Beweise diesen Satz! L

(U) Wenn Xg¢m,g, dann gilt AX = BX .
Beweis:

Wenn Xgm,g , dann tritt genau einer der folgen-
den zwei Félle _Ein: A B
(1) Strecke BX schneidet m,g im Punkt X';

(2) Strecke AX schneidet m,z im Punkt X" .

Im Fall (1) entsteht ein Dreieck AX'X (das auch zu einer doppelt durchlaufenen Strecke
entarten kann), und laut Izrgiecksungleicﬂy_ng gilt

Mas

AX' + XX'' > AX .
Wegen X'emag gilt AX' = BX',
also gilt wegen XX+ XX' = BX
die Beziehung BX > AX.
Bei Fall (2) folgt analog BX < AX . Folglich gilt stets AX = BX ; w.zbw. .

3. ZAHLENTHEORIE

Zur Zahlentheorie rechnen wir alle Aufgaben, die Uber dem Bereich der natiirlichen oder uber
dem Bereich der ganzen Zahlen zu I6sen sind.

3.1. Grundgleichung der Zahlentheorie ; Euklidischer Algorithmus

Zu jeder ganzen Zahl a und jeder positiven ganzen Zahl m gibt es stets genau ein Paar q, r
von ganzen Zahlen, so dass gilt:
a=gm+r mit 0<r<m ; Grundgleichung der Zahlentheorie .

Dabei heillt r der " positiv (nichtnegativ) kleinste Rest" zu gegebenem a und m.

Beispiele: Wenn a=8 und m=5 q=1 r=3
Wenn a=8 und m=9, dann q=0 und r=8;
Wenn a=-5 und m=3 q= r=1

Bilde weitere Beispiele und mache dir folgendes klar:
Zu gegebenen m gibt es stets genau m verschiedene positiv kleinste Reste:

re{0,1,2,....m-1}.

"

Es gibt auch stets m "absolut kleinste Reste r

Beispiele: m=6:re{0,1,2,3,4,6} und re{-2,-1,0,1,2,3} .
m=5:re{0,1,2,3,4} und re{-2,-1,0,1,2}.
Wenn a=8 und m=9, dann q=1 und r =-1.

Wenn a=8 und m=5, dann q=2 und r=-2 .

Man kann zu jedem Paar (a;b) von natiirlichen Zahlen stets eindeutig den (kleinsten nichtne-
gativen) Rest r bestimmen, den a bei Division durch b (#0) lasst.

Dies liefert die Grundlage fir ein Verfahren zur Ermittlung des groRten gemeinsamen Teilers
zweier natirlicher Zahlen, das Euklidischer Algorithmus genannt wird.
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Esgit: a = bq+r mit 0 < r < b . Analoggehértzu (b;r) der
Restr,: b=rq,+r;, mit 0 <r,<r. Z2Zu (rr,) gehortdannder
Restr,: r =nqgy+r, mit 0 <r,<r ; usw
Daher gilt stets r>r, >r,>r;> ..., und da es sich hier um natiirliche Zahlen handelt, muss es
schlieBlich einen Rest r, geben, furden r,=0 gilt.

Es lasst sich zeigen, dass der letzte von 0 verschiedene Rest der ggT(a;b) ist. Weiterhin
lasst sich zeigen, dass man statt der kleinsten nichtnegativen Reste auch die absolut kleinsten
Reste verwenden darf. Dies empfiehit sich sogar, weil man auf diese Weise meist mit weniger
Rechenschritten auskommt.

Beispiel: Berechnung von ggT(1573;637) .

1573 = 6372 + 299 1537 = 13-49:2+ 13-23 = 13(98 +23) = 13121
637 = 2992 + 39 637 = 13232+ 13-:3 = 1346+3) =1349
209 =398 - 13 299 = 13-3-8 - 13 = 13-23

39 =133 + 0

gg9T(1573;637) = 13 .
Die "Rickrechnung" (durch schrittweises Einsetzen der erhaltenen Zerlegungen) liefert
schlieBlich die gewiinschte Faktorzerlegung.

Auftrag: Berechne ggT(5083;476) und die zugehdrige Faktorzerlegung! Rechne selbstge-
wabhlte Beispiele, bis du den Algorithmus beherrschst!

3.2. Teilbarkeitslehre

Ist der zu einem geordneten Paar (a;b) von naturlichen Zahlen gehérende Rest in der Grund-
gleichung gleich Null, dann sagt man, dass a durch b feilbar ist, dass b ein Teiler von a
ist.

Man definiert die Teilbarkeitsbeziehung auch fiir ganze Zahlen. Es ist allerdings Ublich, als
Teiler einer gegebenen Zahl nur positive ganze Zahlen anzugeben.

Seien a,b,c und q ganze Zahlen.

Definition: alb =p, Esgibtein q, sodass b=qga .

Séatze:

Sl) alb und bjc = alc ; (Transitivitat der Teilbarkeitsbeziehung)
Sll) alb und ajc = al|(b+c) ;

Ull) ab und aj(b+c) = ajc ;

Slll) alb oder ajc = ajbc ;

SIV) alc und bjc und a,b teilerfremd = abjc ;

UlV) abjlc = ajc und bjc .

Definition: Eine natirliche Zahl heiBt Primzahl genau dann, wenn sie genau zwei verschie-
dene Teiler besitzt (namlich sich selbst und die 1) .

Satz: Jede natirliche Zahl gréRer 1 ist entweder eine Primzahl oder lasst sich auf genau eine
Art als Produkt von Primzahlen darstellen.

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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33. Das Rechnen mit Kongruenzen (Modulrechnung)

Zwei ganze Zahlen, die bei Division durch eine naturliche Zahl m = 0 denselben Rest lassen
(und deren Differenz dann stets durch m teilbar ist) nennt man kongruent nach dem Modul m
und schreibt daflr

a=b modm oderkirzer a=b (m) .

Definition: a=b (m) =p, m|(a-b) ; dabeigelte abmeZ, m>0 .
Beispiele:

73=38 (7), weil 7|(73-38), d.h. 7|35 .
29=-59 (11), weil 11|29 +59), d.h. 11|88 .

71=23=7=-1=-9 (8), weil alle diese Zahlen bei Division durch 8 denselben (positiv
kleinsten bzw. absolut kleinsten) Rest lassen, bzw. weil die Differenzen beliebiger Paare dieser
Zahlen stets durch 8 teilbar sind.

Beachte: Aus den Definitionen folgt, dass a|b gleichbedeutend istmit b=0 (a).
Man kann daher Teilbarkeitsaussagen in die Sprache der Kongruenzen (ibersetzen.

Uberzeuge dich, dass aus den Definitionen folgt, dass folgende Ausdriicke d&quivalent
(gleichbedeutend) sind:

"a und b lassen bei Division durch m den gleichen Rest" &q "a=b (m)" aq "a=qgm+b"
(d.h., Kongruenzen lassen sich in Gleichungen verwandeln) .

Wie auch die Gleichheit, besitzt die Kongruenz folgende wichtige Eigenschaften :
Reflexivitdt: Stets gilt a=a (m) .
Symmetrie: Wenn a=b (m) , dann b=a (m) .

Transitivitdt: Wenn a=b(m) und b=c (m) , dann a=c (m) .

Auftrag: Beweise diese Eigenschaften! (Ubersetze in die Sprache der Gleichungen und leite
die so erhaltenen Aussagen tber Gleichungen ab.)

Es gelten folgende Sétze :

(Hh a=b (m) wund c=d (m)

() a=b (m) und c=d (m)
(1) a=b (m)
(IV) ab=0 (p) und p ist Primzahl

atc=b+d (m).
ac =bd (m).
an=b" (m).

a=0 (p) oder b=0 (p) .

R

(V) ac=bc (m) und c# 0 (m) und ggT(ccm)=d = a=b (%).
(VI) Wenn m und c teilerfremd sind, dann gilt: ac=bc (m) und ¢c#£0 (m) = a=b (m)

Beispiele zu (V) und (VI):
45=27 (6) und ggT(9;6)=3 = 5=3 (2) ; (Divisiondurch 9).
72=27 (5) und ggT(9;5)=1 = 8=3 (5) ; (Divisiondurch 9).
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Hinweise:

Da alle Zahlen bei Division durch 1 den Rest 0 lassen, sind sie beziglich dieser Division
stets restegleich, d.h. es gilt stets a=b (1) . Daherist nurder Fall m>1 von Interesse.

Beachte, dass in (I) und (ll) als Spezialfall die Aussage enthalten ist, dass man (wie bei Glei-
chungen) auf beiden Seiten einer Kongruenz die gleiche Zahl addieren oder mit der gleichen
Zahl multiplizieren darf.

Bezlglich des Dividierens auf beiden Seiten verhalten sich Kongruenzen dagegen etwas
anders als Gleichungen.

Beachte im Zusammenhang mit (IV), dass sich der Satz "Ein Produkt wird Null genau dann,
wenn mindestens ein Faktor Null wird" nicht auf Kongruenzen tbertragen lasst!

Sogiltetwa 2:3=0 (6), aberweder 2=0 (6) noch 3=0 (6) .
Mache dir klar, inwiefern Satz (V) den Satz (VI) als Spezialfall enthélt!

Das Rechnen mit Kongruenzen lasst sich beim Lésen von zahlentheoretischen Beweis- und
Bestimmungsaufgaben oft als giinstiges Hilfsmittel einsetzen. Um etwa den Rest zu berechnen,
den eine Potenz bei Division durch 9 lasst, kann man wie folgt vorgehen:

17812=(-2)2= (-84 = (+1)4=1 (9) .
Hinweis auf den Beweis von Satz (1):
a=b (m)=> a=b+qgm -

|>a+c=b+d+(q,+gqy)m =b+d+gm = a+c=b+d (m)
c=d (m) => c=d+qgm ]

4. GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN
41. Einige Begriffe
(Wiederhole in diesem Zusammenhang den Abschnitt 1.3.)

Ein Zeichen fiur ein bestimmtes (festes) Element aus einer vorgegebenen Menge nennt man
eine Konstante .

Ein Zeichen fir ein beliebiges Element einer vorgegebenen Menge M nennt man Variable
mit dem Variablengrundbereich M .

Eine Variable interpretieren heillt, fur diese Variable eine Konstante aus dem betreffenden
Variablengrundbereich einsetzen.

Ein Ausdruck T(x.y,...,z) mit den Variablen xeX, yeY, ..., zeZ heilt Term genau dann,
wenn er bei Interpretation aller Variablen in eine Konstante (d.h. die Bezeichnung fir ein be-
stimmtes Element) tibergeht.

Beispiele:
ggT(x;y) , x,yeN gehtbei der Interpretation x=6, y 16 ber in die Konstante 3 .

____"V;i"z‘y, x,yeQ geht bei der Interpretation x=2, vy % uber in die Konstante -% :

Die Menge aller Elemente aus dem vorgegebenen Variablengrundbereich eines Terms T(x) ,
fur die dieser Term erklart ist, heit Definitionsbereich des Terms .
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Beispiele:
X+7
(x - 5)(x+3)

x—-2 , xeQ hat als Definitionsbereich alle rationalen Zahlen, die gréRer oder gleich 2 sind.

xeQ hat als Definitionsbereich alle rationalen Zahlen auRer 5 und -3.

-
Merke: f%% hat als Definitionsbereich alle rationalen Zahlen mit Ausnahme der Zahlen, fir
2

die der Nenner T,(x) =0 wird.
JT(x) hat als Definitionsbereich alle rationalen Zahlen, fur die der Radikand T(x) > 0
ist.

Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit dem Erfullungsgrundbereich X ist laut Definition eine

Aussageform der Gestalt
T,(x)=Tyx) bzw. T,(x) <Tyx) , xeX .

Der Erfiillungsgrundbereich einer Gl/Ugl ist der Durchschnitt der Definitionsbereiche aller in
der Gl/Ugl vorkommenden Terme.

Die L&sungsmenge (oder Erfulllungsmenge) einer Gl/Ugl ist diejenige Teilmenge des Erfiil-
lungsgrundbereichs, deren Elemente die Gl/Ugl erfiillen, d.h. die bei Interpretation die Gl/Ugl in
eine wahre Aussage Uberfuhren.

Beispiele: (Grundbereich der Variablen sei die Menge Q der rationalen Zahlen)

Aussageform (speziell Ungleichungen) Lédsungsmenge
x>1 und x<2 L={xeQ| 1<x<2}
2<x<5 und 3<x<86 L={xeQ] 3<x<5}
x<1 und x>2 L=0 (leere Menge)
2<x<5 oder 3<x<6 L={xeQ| 2<x<6 }
x<3 oder x>-1 L={xeQ] -0o<x<w } =Q

(Veranschauliche dir dies auf der Zahlengeraden!)

Zwei Aussageformen heiBen &quivalent (geschrieben "aq" ) Gber demselben Erfiillungsgrund-
bereich genau dann, wenn ihre Lé6sungsmengen gleich sind.

42. Regeln fiir das daquivalente Umformen

Man ermittle zunachst stets den Erfiillungsgrundbereich der Gl/Ugl. Terme, die man auf beiden
Seiten der Gl/Ugl addiert oder mit denen man beide Seiten multipliziert, sollen stets in diesem
Erfullungsgrundbereich erklart sein.

Es gelten folgende Regeln:

() Ty < Tx) &g Ty(x) £ T5x) < Ty(x) = T3(x)
(Man darf auf beiden Seiten einer Gl/Ugl denselben Term addieren oder subtrahieren)

(lla) Ty(x) = To(x) &q T(x)T5(x) = To(x)T3(x), wenn T5(x)=0
(llb) Ty(x) < Ty(x) &g T4(x)T3(x) < To(x)"T5(x), wenn Ts(x) >0
(lle) Ty(x) <Tx(x) &g T(x)T3(x)>Tx(x)T3(x), wenn Ty(x) <0
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Multipliziert man beide Seiten einer Gl/Ugl mit einem Term Tj(x) , der fur gewisse x gleich Null

wird, dann muss man fir diese Werte gesondert untersuchen, wie sich die Lésungsmenge
beim Ubergang von der Ausgangsgleichung zur umgeformten Gleichung &ndert. In der Regel
sind solche Werte fur x gar nicht im Erfullungsgrundbereich enthalten.

Bei Ungleichungen muss in der Regel eine Fallunterscheidung durchgefuhrt und sowohl Regel
(llb) als auch Regel (lic) angewendet werden.

() Wenn T,(x) oder T,(x) identisch umgeformt wird und dabei der Erfullungsgrundbereich

der Gl/Ugl erhalten bleibt, dann ist die umgeformte Gl/Ugl der Ausgangsgl/ugl aquivalent.

(V) T(x)<Tyx) &aq T.*x)<T3(x) ,wenn T,(x)=0 und Tyx)=0
(Diese Regel wird meist angewendet, wenn man Wurzeln aus einer Gl/Ugl beseitigen

will.)
Beachte:  Aus  T,(x) < Tx(x) Gegenbeispiel: 1 < 3
und  Ta(x) < Ty(x) 2 < 1
folgt nicht T,(x) T3(x) < To(x) T4(x) aber nicht -2 < -3
Wohl aber gelten folgende Regeln fiir das implizierende Umformen einer Gl/Ugl :
Aus T,(x) < T,y(x) Aus 0 < T4(x) < Ty(x)
und T3(x) < T,(x) und 0 < Ty(x) < Ty(x)
folgt T,(x) + T5(X) < To(X) + T4(X) folgt 0 < T,00T3(x) < Ty(x)T4(x)

Dass dies aber keine Regeln fiir aquivalentes Umformen sind, d.h. dass die Lésungsmenge der
umgeformten Gl/Ugl mit der Lésungsmenge der Konjunktion der Ausgangsgl/ugl nicht ubereln-
stimmen (sondern diese nur enthalten) muss, zeigt etwa folgendes Beispiel:

Aus x=2 und x=-2 | L,={2}

folgt 0-x=0 | L,=Q Esgilt L,cL, .

43. Einige wichtige Gleichungen und Ungleichungen

Allaussagen, die aus allgemeingiiltigen Gleichungen durch Bindung der Variablen mit "Fur alle
.. gilt" entstehen, nennt man Formeln .
(Wiederhole in diesem Zusammenhang Abschnitt 1.3.)

Satz: Fur alle rationalen Zahlen gilt:
(1) (@a+b)(c+d)= ac+bc+ad+bd ;
(2) (a+b) a’+2ab+Db? ;
(3) (a-b)? 2-2ab +b? ;

(4) (a+b)a-b)= a2-b?.
Die Formeln (2), (3), (4) nennt man binomische Formeln .

Beweis:

Laut Distributivgesetz gilt stets x(y + z) =xy + xz .
Setztman x=a+b, y=c, z=d , dann folgt hieraus
(@a+b)(c+d)=(a+b)c+(a+b)d=ac+bc+ad+bd undsomitFormel (1).
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Setztman c=a und d=b in (1) ein, dann erhdlt man (a +b)(a+b)=a*+ab+ab +b?
und somit Formel (2).

Ersetzt man in (2) die Variable b durch - b, dann erhalt man Formel (3) .

Setztman c=a und d=-b ,dann erhdlt man Formel (4).

Prage dir diese Formeln gut ein! Von rechts nach links gelesen liefern sie Regeln zum Umwan-
deln von Summen in Produkte (sogenannte Faktorzerlegung von Termen ).

Versuche beim Faktorzerlegen stets zuerst auszuklammern und dann erst eine der binomi-
schen Formeln anzuwenden.

Beispiele:

né-n%2 = n*n*-1) n?(n2-1)(n?+1) = n*(n+1)(n-1)(n*+1)

12)3 - 12x%y + 3xy? 3x(4x% - 4xy + y?) = 3x(2x - y)?

8ac - 2ad + 12bc - 3bd = 2a(4c-d) + 3b(4c-d) = (2a+ 3b)(4c-d)

637udv? + 2002uv® + 1573uv4 = 13uv?(49u? + 154u?v + 121v?) = 13uv3(7u? + 11v)?

Um die letzte Aufgabe zu l6sen, muss man ggT(637;2002;1573) = 13 berechnen.
Dies erhalt man etwa aus ggT(637;2002) = 91 und ggT(91;1573) = 13 mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus, vgl. Abschnitt 3.1. .

Mittelwerte aus positiven rationalen Zahlen a,b bzw. a,, a,, ..., a, werden wie folgt defi-
niert:
arithmetisches Mittel 2 ; b bzw. 2 * azn+ mtan
geometrisches Mittel +ab bzw. yaa,...a,
harmonisches Mittel - 2 - bzw.  —— n -
—+ — —t—+ .+ —
a b ar a an

2 2 > 2 3
quadratisches Mittel Ja ;b bzw. \/a1 +a n+'"+a“

Satz: Fr alle rationalen Zahlen a, b gelten die Dreiecksungleichungen :
llal-lbl] < Ja-b| < |a+]|b|;
|la+b| < Jal+]|b] . (Gleichheit gilt genau fir a=b .)

Satz: Fir alle rationalen Zahlen x gilt :
Wenn x>0 , dann x+% > 2 . (Gleichheit gilt genau fir x=1.)

Satz vom harmonischen, geometrischen, arithmetischen und quadratischen Mittel:
Fur alle rationalen Zahlen a, b gilt:

2 2
Wenn a>0 und b>0, dann min(ab) < 121 < +f,ab < a;b < |2 ;b < max(a;b).

_+_

(V]
o

Gleichheit gilt genau fir a=b . Fir a= b bedeutet min(a;b) die kleinere, max(a;b) die
gréBere der beiden positiven Zahlen a, b .
Dieser Satz gilt analog fiir n positive rationale Zahlen.

Bei der Suche nach einem Beweis fiir solche Satze geht man oft von der Behauptung aus und
formt diese so lange um, bis man zu den Voraussetzungen oder zu einer allgemeingiiltigen
Ungleichung gelangt. (Vgl. hierzu "Einige Regeln", Seite 14 .)
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Beim Darstellen des Beweises muss man jedoch stets von den Voraussetzungen oder von
einer allgemeingultigen Ungleichung ausgehen und zeigen, wie sich hieraus die Behauptung
ableiten lasst.

Beispiel:
Lésungsfindung: x +-)1; >2 |-x [wegen x>0 istRegel(llb) anwendbar].
x2+1 > 2x |- 2x[ Anwendung von Regel (l) ]
x*-2x+1 >0 [ identische Umformung; Regel (lll) anwenden ]
x-1?* >0

Dies ist eine allgemeingiiltige Ungleichung, da das Quadrat einer rationalen Zahl nie negativ
sein kann.

Lésungsdarstellung:
Stets gilt x-12 >0 ; [ das Quadrat einer rationalen Zahl ist nie negativ ] .
Folglichgilt x*-2x+1 > 0 ; [ Regel (ll1); identische Umformung der linken Seite ] .
Folglich gilt x2+1 > 2x ; [Regel (I); Addition von 2x auf beiden Seiten ] .
Fir x>0 giltdann

X +% > 2 ; [ Regel (lIb); Multiplikation beider Seiten mit dem

positiven Term %] :

Damit ist bewiesen: Wenn x>0 , dann x+% > 2.
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