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1 Einleitung

1.1 Das Grundproblem der Approximation

Essei f: R — C, {es(t); a€1; t € R} eine Familie von Basisfunktionen, I eine
diskrete oder kontinuierliche Indexmenge.
Gesucht ist eine Darstellung von f mittels der e,:

f&) = Y cacalt)  (11) baw.

ael
1) = / caca(Bda (1.2).
{e. (t)} enthalte so viele Basisfunkti(l)nen, dass die Darstellung (1.1) bzw. (1.2) eindeu-
tig ist.
Analyse bzgl. der Familie {e, (¢)} :
f{g}(ca), ael

Synthese (Umkehroperation):
(ca) ™5 f
Beispiel 1.1 {e, (1)} ={(t—b)*; beR, a«=0,1,2,3,...} :
Voraussetzung: f sei beliebig oft differenzierbar ~ f wird als Taylorreihe dargestellt.

f(b)

al
0o

ft) = > calt—b)

a=0

Beispiel 1.2 f sei 2r—periodisch, [ € ]Lg( )
{eq ()} = {et; a € Z} ist ONB im Ly(—7

Co = — / f fzatdt

) = 3 e

a=—00

fiir fast alle t, Konvergenz bzgl. der Lo— Metrik



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Beispiel 1.3 f € Ly(R); {e, (1)} = {e"; a € R} ist aber keine ONB im Ly(R)!!

1 > —iat

flay = —= / S
1 _— —iat

) = —= / Flaeda

Dabei ist f(«) die Fouriertransformierte und entspricht der komplexen Amplitude, mit
der die Frequenz v im Signal f(t) vertreten ist.

1.2 Probleme bei Analyse und Synthese

1. Die Funktionen liegen in der Praxis nur als Vektor von Messdaten vor
—> Eine vollsténdige Diskretisierung ist unumgénglich
* fiir die Basisfunktionen und
* fiir den Raum der Unabhéingigen t.
—> Die Werte aller vorkommenden Funktionen werden nur noch an diskreten
Stellen t = k7 7 > 0; k € Z betrachtet.

2. Ziel der Darstellung in Basisfunktionen ist es, eine
* einheitliche und
* moglichst komprimierte Darstellung zu finden.
Anwendung z.B. bei der Datenkompression.

Beispiel 1.4 Zur Illustration sei hier die Rekonstruktion der Funktion




1.2. PROBLEME BEI ANALYSE UND SYNTHESE )

mittels Fouriertransformation und Wavelettransformation aus /3/ angefiihrt:

f(t)

At Wi Rekonstruktion aus den 100 betrags-
grofsten Fourierkoeffizienten

f(t)

|\ || N

| t Rekonstruktion aus den 75 betrags-
grofsten Waveletkoeffizienten

—> Grenzen der FT:
* f wird als Gesamtobjekt behandelt
* keine Lokalisation von Maximalwert oder Sprungstellen auf der t— Achse
mittels der Transformierten maoglich.
Die Griinde liegen darin, dass mit y, = f (%), 0 < k < N eine auf der Zeitachse
prazis lokalisierbare Information den Fourierkoeffizienten c; gegentiber steht, die Infor-
mationen aus dem gesamten Definitionsgebiet enthalten. Im Beispiel sind folglich sehr
viele Koeffizienten nétig, um Ausloschung einerseits und ,,Zacken” in anderen Berei-
chen zu rekonstruieren. Besonders deutlich wird das bei Unstetigkeitsstellen. Es kommt
zu Welligkeiten im gesamten Definitionsbereich.
= schlechte Kompressionsrate, da nichts weggelassen werden kann
= schlechte Qualitit der Synthese

—> andere Wahl von Basisfunktionen nach folgenden Kriterien

(F1) Darstellung (1.1) bzw. (1.2) liegt fiir eine geniigend grofle Klasse von Funk-
tionen vor, Analyse und Synthese sind numerisch rasch und stabil ausfiihrbar.

(F2) Die Basisfunktionen sind zeitlich gut lokalisiert, haben im besten Fall einen
beschrénkten Triger.

(F3) Die Transformierten der Basisfunktionen sind im Frequenzbereich ebenfalls
gut lokalisiert.

(F4) Die Basisfunktionen bilden ein ONS.
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Wie spéter an der Unschéirferelation zu sehen ist, widersprechen sich (F2) und (F3).
Deshalb muss, anders als bei der FT, ein Kompromiss gefunden werden: Wenn mog-
lich, sollen lokale Informationen sowohl iiber f, als auch iiber die Transformierte leicht
erkennbar sein. (F4) fiihrt zu einer eindeutigen Darstellung.

Um dem Dilemma der Unschiirferelation zu entgehen, gibt es zwei Ansiitze: die gefens-
terte Fouriertransformation (Windowed FT) und die Wavelettransformation.

1.3 Gefensterte Fouriertransformation

Wahl einer Fensterfunktion g : R — R, mit der Eigenschaft, dass sie ,,mit Ge-
samtmasse Eins um ¢ = 0 konzentriert” ist. Das kann z.B. durch einen kompakten
Tréger oder ein ausgeprigtes Maximum bei ¢t = 0 erreicht werden.

Das Fenster g wird um s Einheiten nach rechts verschoben:
gs(t) =g(t —s); s>0,
um die gesamte t—Achse damit abrastern zu kénnen.

Das bekanntestes Beispiel einer solchen Fensterfunktion ist:

1 t?
—), o0 = const.

B V2o exp(—202
Sie fiihrt zur GABOR-Transformation (Nobelpreis Physik 1970).

g(t) = N(0,0)

Fenstertransformierte auf Basis der Grundfunktionen e*®* :
1 0 )
Gfla,s) = —/ gt — s)e “dt
flos) = == [ s0ot=9

Gf : RxR—C

Die Information iiber f ist in G f sehr redundant représentiert. ~ Es existieren
verschiedene Umkehrformeln (GABOR, CALDERON).

Interpretation: Wihle g(t) wie folgt:

g(t)

/T

-h 0 h t
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Gf(a, s) gibt an, mit welcher komplexen Amplitude die Grundschwingung ¢** im In-

tervall [s — h; s+ h| in f vertreten ist.
Ist €' in diesem Intervall vertreten = |G f(«, s)| ist grof.

Vorteil: bessere Lokalisation durch Verschieben des Fensters

Nachteil: konstante Breite des Fensters, da

e bei hochfrequenten Schwingungen, die nur in einem Teil des Intervalls auftreten,
wieder keine ordentliche Lokalisation moglich ist,

e bei niederfrequenten Schwingungen das Fenster u.U. zu schmal ist, um eine volle
Schwingung zu erfassen.

— FKine Verbesserung ist zu erwarten, wenn die Fenstergrofie mit « variiert.

—> Das analysierende Funktionensystem muss gewechselt werden.

1.4 Wavelettransformation (WT)

e Zunichst wird eine analysierende Funktion gewihlt, das sogenannte ,Mutter-
wavelet”. Das Mutterwavelet ist der Ausgangspunkt fiir davon abgeleitete Basis-
funktionen, die Waveletfunktionen, mit deren Hilfe f dargestellt wird.

e Die Waveletfunktionen sind dilatierte und/oder verschobene Kopien des Mutter-

wavelets:
1 t—>b
t) = —— —_—
wab( ) |CL|0'51/} ( a )

v @ R—-C
(a,b) € R*xR=R.oxR.

a : Skalenparameter, b : Verschiebungsparameter

Der Vorfaktor M\% dient zur Normierung der Waveletfunktionen.
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e Es sei z.B. folgende Funktion v (t) gegeben /2/:

y
y=v{t)

e |a| >> 1 liefert dabei ein breites Fenster zur Erfassung langsamer, niederfrequen-
ter Vorginge,

/W), a®1
b \/ _ ¢

al

e |a|] << 1 erzeugt schmale Fenster zur Untersuchung schneller, hochfrequenter
Vorginge.

v=1( ), 0<a<1

o)

alL
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e Die Wavelettransformation

WA(a,b) = (f.tbus) = |a,05/ 0 ( )dt

ergibt Datensiitze {W f(a,b) | (a,b) € R* x R} mit hoher Redundanz. ¢, ist dabei
eine waveletspezifische Konstante.

e 1 Umkehrformel: . dadb
a

f=— W f(a,b),,(t )
v LU IO

e Zur Berechnung wird eine der Formel angepasste Diskretisierung der Indexmenge
R* x R benotigt. Als sinnvoll hat sich folgende Festlegung erwiesen:

a. = o mito=2,re’
by = ka,f=ko'8 mit >0, keZ.

a
a, =2 ‘ ‘
8= 1 —
a, =05 — 44—+ 1+
\\}i\}\\‘ H‘H}il}l}i}{l}}l}ll}

Damit passt sich der Mafistab der Diskretisierung an die Breite der dilatierten
Waveletfunktionen an.

— Die entsprechenden, dazu passenden Waveletfunktionen sind selbstihnlich.
—> Multiskalenanalyse
—> Fast Wavelet Transform

—> Weiter konnen Wavelets so konstruiert werden, dass
e sie einen kompakten Triger haben
o die Waveletfunktionen orthonormiert sind und
e schnelle Algorithmen zulassen.

Die Entwicklung dieser Theorie erfolgt in den 80er und 90er Jahren des 20. Jahrhun-
derts.
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Beispiele fiir bekannte Mutterwavelets sind :

o das HAAR-Wavelet,
der Mexikanerhut

das MEYER-Wavelet

das DAUBECHIES-Wavelet

das BATTLE-LEMARIE-Wavelet.

Als Ilustration sei hier der Mexikanerhut /2/ angegeben:

Das Ziel der Vorlesung besteht in der Erhellung des mathematischen Hintergrundes als
Basis fiir die Darstellung einfacher Anwendungen. Als Voraussetzungen werden dazu
benotigt:

e Grundbegriffe der Funktionalanalysis,
e Theorie der Fouriertransformation,

e Figenschaften des HAAR-Wavelets zur Verwendung als einfache Illustration.



2 Basiswissen zur Fourieranalysis

2.1 Fourierreihen

Wir betrachten
Ly(R/27) = {f : R — C, messbar, 21 — periodisch, 5 f027r |f()Pdt < oo}

2
mit dem Skalarprodukt (f, g) \/— / f(t)g(t)dt, und
2

der induzierten Norm || f||* = \/%/ |F()|? dt.

Achtung: Das ist eine Menge von Aquivalenzklassen, die sich nur iiber Mengen vom
Mafle Null unterscheiden!

Beziiglich der Metrik d(f,g) = ||f — g|| ist dieser Raum vollstéindig und damit ein
Hilbertraum.

Wir benutzen das vollstéindige Orthonormalsystem:

e, () = exp (ikt) k=0,%+1,£2, ...

1
V2T

Damit ergibt sich die formale Fourierreihe

[ = Z cr exp (ikt) Z crer , mit
Cp = (f>€k:): ()

Es gelten folgende Sitze:
Satz 2.1 RIEMANN-LEBESGUE-Lemma: limy,_, 4 |cx| = 0.

Satz 2.2 PARSEVALsche Formel: Z FRGE) = (f.9) Vf, g€ La(R/2m).

k=—00

Speziell gilt:

S [Fm[ = 3 Jal = ST el = 1.

k=—00 k=—00 k=—o00

11
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Satz 2.3 Die formale FR einer Funktion f € Ly(R/27) konvergiert gegen f (im Sinne
der LLo— Metrik).

Satz 2.4 CARLESON 1966

N
sn(t) = Z CkCl Jiﬂa' feLy(R/2m)
Pt —00
Definition 2.1 Variation V(f) = sup 3 |f(ts) — f(ts_1)|
T k=1

iber alle Zerlegungen T : 0 <ty <ty <..<t,=2m des Intervalls [0, 27].

Satz 2.5 f € R/2m, stetig, V(f) <oo = sn(t) glm. f

N—oo

Satz 2.6 f € R/2m, r >0, f) stetig, V(f) =V < 0

< _
— ’Ck| <~ 27-‘—|k|7"+1 Vk‘ # 0

D.h. je glatter die Funktion, umso schneller konvergieren die ¢, betragsmiflig gegen
Null fiir |k| — oc.

1
Satz 2.7 Gilt ¢;, = O (W) , k| — oo, fiireine >0
—  f(t)= > ckex ist mindestens r—mal stetig differenzierbar.

k=—o00

Satz 2.8 f € Ly(R/L) ~

f@ ~ Z cpe™E = Z ckek(t—ﬂ) mit
k=—o00 k=—o0
1 r 2 2
27 m
% = F /f(t) exp <—Zkft) dt = <f7 Gk(tf)) ;
0
und es gilt:
- T



2.2. FOURIERTRANSFORMATION

2.2 Fouriertransformation

Sei f € Ly(R), dh. [ |f()|dt =||fll, = I < .

Definition 2.2 Fouriertransformierte (FT)

Satz 2.9 f € L(R)

Die Fouriertransformation ist notig fiir nichtperiodische Signale, denn zum Aufbau des
Signals reichen bei nichtperiodischen Signalen die Grundfrequenz und ihre Vielfachen
nicht aus. Es werden alle moglichen Frequenzen benétigt. In der Literatur werden die
Vorfaktoren analog zur Fourierreihenentwicklung unterschiedlich gehandhabt.

Sei w € R, fest. Dann ist f(w) die komplexe Amplitude, mit der die Schwingung e, in

f vertreten ist.

Flw) = J%_w /_Oo f(te ™dt, weR

~ ~

= f(w) ist stetig; limy, o | f(w)] =0

Beispiel 2.1 HAARsche Skalierungsfunktion (c =1):

ro=a0-{ g

1 0<t<c
sonst

1 o - 1 <
t —zwtdt — / —zwtdt
=/ e =/
1

. —iwe 1
2miw [e }
21 . oicw/2 [eicw/2 _ eficw/Z]
TIW
—iew/2 2 elw/2 _ pmiew/2

(& :
V27w 2i

. 2

2 (<)

/2 we 2

c G_icw/28i(%>

V2o 2

(&
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15

Spaltfunktion Fouriertransformierte der HAARschen
Skalierungsfunktion (c=1)

Beispiel 2.2 GAUfsche Glockenkurve:

1 —t2
ft) = No,l(t):meXP(T)
~ 1 —w?
flw) = TWGXP(—Q)

Die FT der GAUBsche Glockenkurve ist wieder die GAUfsche Glockenkurve.

Wenn gilt f € Lo(R), muss die FT nicht existieren:

Dae, ¢ Lo(R) ~  f(w) # (f.ew)
Beachtet man aber X = L;NLy = L, so kann die FT auf ganz [Ly(R) fortgesetzt
werden.

Satz 2.10 Formel von PARSEVAL-PLANCHEREL
f,9 € Lo(R) = Die FT ist eine Isometrie, d.h. (f,q) = (f,g), insbesondere gilt

2 2
1L =nsie,.
Bei Isometrien gilt: (FT)~! = (FT)* ~
Satz 2.11 f € L,(R), fe Li(R) (schwichste Voraussetzungen)

. 1 ©
ft)=(FT) 'f(w) = \/_2_7r/ fw)e™tdw  f.ii.a., speziell in den Stetigkeitspunkten

D.h., das Ausgangssignal ist eine Linearkombination von reinen Schwingungen aller

~

moglicher Frequenzen w, die mit der Amplitude f(w) in f vertreten sind.
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Rechenregeln fiir die FT

1) Translation Tof(t) = f(t — h)
@) (w) = e flw) (R1)
(e f) (w) = Flw =) (R2)
2) Dilatation D.f(t) = f(%)
(Daf)(w) = lal Dy f(w) (R3)
3) Faltung (f*g)(@) = [Z flz—t)g(t)dt

4) Differentiation  f(t), f'(t) € Li(R)

Frlw) = iwfiw) (R1)
thw) =i (F) @) ()

5) Die FT ist linear.

6) f ist reellwertig: f(w) = f(—w) (R6)

Satz 2.12 f e Li(R); [T |t["|f(t)|dt < oo fiirr >1

= f(w) ist mindestens r—mal stetig differenzierbar, und es gilt

2.3 Die HEISENBERGsche Unschirferelation

Aus der Rechenregel (R3) der Fouriertransformation ergibt sich:

—_
L — ~

(Daf)(w) = f(=) = la|f(aw).

a
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Eine Stauchung der Funktion f im Originalbereich entspricht also der Streckung von

~

f im Bildbereich und einer damit einhergehenden Abflachung (betrachte z.B. a = 0.5).
Das ist eine qualitative Aussagen zu dem Fakt, dass ein Zeitsignal f und seine Fou-
riertransformierte nicht gleichzeitig in einem kleinen Bereich der t—bzw. der w— Achse
lokalisiert sein konnen. Gesucht ist nun eine Quantifizierung dieses Sachverhaltes:

Satz 2.13 Seiy € Lo(R) ~ |ty - HMZH > 1|2
Satz 2.14 Seip € Ly(R); to €R; wo e R~
~ 1
It = to)l - || = wo)B] = 5 Il

(Beweise s. /1/, S. 45 - 46)

Interpretation:
Sei 0.B.d.A. ¥ € Ly(R) mit

Hwﬁzl/|w%hd

;/ fxdt

wobei fx = |4 (t)|* als Wahrscheinlichkeitsdichte (fiir die GroBe X : ,,Signal ist wesent-
lich verschieden von Null”) interpretiert werden kann.

waz/fﬁwfwszﬂ&ﬁzﬁa»

[e.9] —00

Das ist aber das zweite zentrale Moment, d.h. ein Maf fiir die Ausdehnung des Signals
auf der t-Achse, der ,,Breite” des Signals. Dabei bezieht sich die ,,Breite” des Signals auf
den Abstand zum Wert ¢t = 0 bzw. t = t(, d.h. den Erwartungswert. Die Ungleichungen
aus den obigen beiden Sitzen lassen sich also interpretieren als:

1 1
,Breite des Signals” - ,Breite des Spektrums” > 3 ||¢H2 =5

Beide ,,Breiten” konnen folglich nicht gleichermaflen klein werden.

(Zusammenhang zur Physik:

|1h(t)|*: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ort eines Teilchens

~ 2

‘w(w)) : Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls eines Teilchens und Einbettung in

Hilbertraum)
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2.4 Das Abtasttheorem (SHANNON)

Abtasten (Sampling)

At : Abtastintervall

Funktionen Vektor / Zahlenfolge
At-1: Abtastfrequenz 9

f:R->C, g:{un:f(nAt};
Analoges Signal

A

Rekonstruktion Zeitdiskretes Signal

Ist f(t) T-periodisch, so kann f iiber eine diskrete Fourierreihendarstellung mit Hilfe
der abgetasteten Werte u= {ug, ..., uy_1} mit T'= NAt dargestellt werden.
Ist f € Ly(R), so entsteht beim Abtasten eine Zahlenfolge aus 1, : u = {u,}, ., mit

D ez |un|2 < 0.

Satz 2.15 Abtasttheorem von SHANNON:

Essei At < & f(w) =0 fiir |w| > Q, d.h. f ist Q-bandbegrenzt, und es gilt f € Ly(R)
oder f(t) = O (#) ;e >0, dann folgt:

ft) = i f(EA)si(Qt — kAL));  t R,

k=—oc0

Diese Reihe heifit Kardinalreihe von f. Sie konvergiert gleichmdfig gegen f. (Beweis
s. /1/S. 48-49)

Bemerkung 2.1 Alle in der Spektralzerlegung von f auftretenden e, haben eine Schwin-

gungsdauer T > %’r Mit At < & sind damit alle harmonischen Anteile wenigstens

zweimal pro Periode erfasst.

Bemerkung 2.2 Q = T heifst NYQUIST-Frequenz zum gewdhlten Abtastintervall
At.

Bemerkung 2.3 ﬁ = % gibt die Anzahl der Abtastungen pro Zeiteinheit an. Das ist
die NYQUIST-Rate.

Beispiel 2.3 /3/ S. 254:
f(t) = exp(—0.1¢?)(2sin t + cos 3t)

Diese Funktion ist bandbegrenzt durch Q@ =27~ At < §=5-= %
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lllustration zum Abtasttheorem - bandbegrenzte Funktion
T T 1 T 1 ] T

[F(iw)l

Wegen | f(t)] < 10™* fiir [t] > 10 wéihlen wir —20 < k < 20 :

+10°® Abweichung zu der rekonstruierten Funktion
5 . T T T .

|

'S

-15 -10 5 0 5 10 15

Bemerkung 2.4 Gegeben sei (At)™. ~ Q=x-(At)!

Gilt Q < Q' (wahre Grenze), so werden hoherfrequente Anteile, die zum Bereich

Q < w < gehoren, nicht herausgefiltert. Sie erscheinen frequenzverschoben.

= Aliasing durch ,Undersampling”

Gilt Q > ) (wahre Grenze), so bringt dieses ,,Oversampling” eine Konvergenzverbes-
serung bei der Rekonstruktion.



3 Das HAAR-Wavelet

3.1 Die HAARsche Basis

HAAR beschrieb bereits 1910 ein vollstéindiges ONS fiir den Lo(R). Heute wird diese
Basis als Menge von dilatierten und verschobenen Kopien eines Mutterwavelets be-
schrieben:

Definition 3.1 HAAR-Wavelet

P

1 0<t<0.5 1'—’

0
sonst A

Eigenschaften des HA AR-Wavelets:

e besitzt einen beschrinkten Tréiger,

o (leider) unstetig, nicht differenzierbar,

i foooo Yy (t)dt =0; f,oooo |¢H<t)|2dt =1,

19
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[ ]
R 1 0.5 . 1 >
Y(w) = —</ e~ “dt — / _““dt>
(w) 5=\, .
1 —zw 0.5 —iwt]1
- (\/ﬁ)( ) t}o —[e t}0.5)
— 2Z (efzw/2 7zw _|_€fiw/2)
Tw
_ —zw/2 (2 . zw/2 e—iw/2)
\/27r
(g g eos(Y
\/ﬂwe (2 2COS(2))
e (oY
mwe 2 (25111 (4))
_ i fiw/2_£ 2w
—\/%e —sin (4)
e (Y gin(”
\/ﬂe 32(4)sm(4)
~ 1 4  Sw
)d}(w)‘ = e (Z)’

/\t/\sl

Y

e ~ Fiir w — oo nimmt |¢(w)| ab wie ﬁ
z//;(w) ist eine gerade Funktion.

Das Maximum von ]@(w)\ wird bel wy = 4.6622 angenommen./1/ ~ @(w) ist
relativ gut lokalisiert bei wy.
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Definition 3.2 Wawveletfunktionen zum HAAR-Wavelet:

bal) = 250y (t - ’“”)

27‘
( ] 0<t—k2” 1 ,Lil//
— 973 t— k2" ‘ ‘ (k+1)2r>
-1 %S o <1 o ‘ ‘ X

0 sonst o
\ _2 2‘*

Berechnung des Trégers:

0 < t—k2m < Llor — k2"

IN

t < (k+3)2
2 < t—k2r <2 — (k+1)20 <t < (k+1)2

Beispiel zu Waveletfunktionen:

m=0 n=0 m=0 n=2
2 2
-2 -2
0 2 4 0 2 4
m=1 n=0 m=1 n=1]

L]
2

0 2 4 0 2 4
m=-1 n=0 m=2 n=0
2 2
0 e [
2 2
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Eigenschaften der Waveletfunktionen:

e Sie besitzen einen beschréinkten Tréger.

e Zu groferen r gehoren lingere Tréigerintervalle, d.h.  langwelligere” Waveletfunk-
tionen.

e k regelt die Lage des Triigerintervalls auf der t-Achse.
o ||t,.(1)]]> =1 (Nachweis: HA)

Satz 3.1 1,,(t) bilden eine ONB von Ly (R).
Beweis:

1a) ||, ()| =1 (s. oben, Eigenschaften der 1,,(t))
1b) zu zeigen (V4 0g) =0 fir (r=sANk=1) dh. r#sVk#I
Full 1: Betrachte 1, und 1, mit k # 1 :
supp V.1 supp = [k27; (K +1)27) N 127 (1+1)27) =0
= (wrmwrl) :Ofurk#l
Fall 2: Betrachte ,,, und v ; 0.B.d.A. sei s <r
supp ¥y, = [k275 (K +1)27);  supp ¢y = [12° (1 +1)2°)
Vielfache unterschiedlicher Potenzen von 2, die sich im Faktor nur um ,1”
unterscheiden, liegen immer im ,halben Vielfachen” der héheren Potenz:

\lj/ \Ijsl
\Vrk
k2’ (k+0.5)2"  (k#1)2 t
=2k | = 2k

= (wrknwsl) :OfﬁTS#T' Vk,l
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2) Konstruktion der Basis mittels Induktion

Sei f € Ly(R); n e N.
Betrachten die Treppenapproximation T_, f der Stufenbreite 27" von f.
T_,.f hat auf allen Intervallen I_,j = [k27"; (k +1)27") den konstanten Wert

(k+1)2—™
k

271’1,
Das ist aber der Mittelwert von f auf 1_, .

Wenn n hinreichend grof8 ist, so kann T, f die Funktion f beliebig genau annd-
hern (Beweis s. Analysis, 1. Semester)

Zu zeigen ist, dass [ durch endliche Linearkombinationen der 1,, im Sinne der
LLo— Metrik beliebig genau approximierbar ist.

Wegen der Approximation von Funktionen aus Ly(R) durch Treppenfunktionen,
gentigt es, anstelle von beliebigen [ € 1Lo(R) eine Funktion f folgender Art zu
betrachten:

Im,n | ft)=0 fir |t] =2™
A f(t) ist Treppenfunktion, konstant auf I_,

Beweisidee:
a) Konstruiere induktiv eine Folge von Waveletpolynomen

T

{}s, mit ¢, = Z (chk@bjk)

j=—n+1

b) Beginne bei den feinsten, d.h. kurzwelligsten Details der Linge 27"
¢) Verdopple die Intervalllinge des Definitionsgebietes. Suche Details dieser Lin-
ge, solange bis die Intervalllinge 2™ fdiberschreitet und der Rest f, — 0 fiir

r — OQ.

o Ansatz:

f=v+F

fr = const.

— fe=2 / F(O)dt = MW,,  (3.1.1)
Ipg
auf dem Intervall I, = [k2";(k+1)2")
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Induktionsanfang:
r=—n: =0 fo=f
Induktionsannahme:
f =1, + fr gilt fiir Index r
Induktionsschritt:
r=r+1
Bilde:
f
6 fr,2k
Oprfp = % (froe — froet1) rk f
r'k
fro =5 (fron + frons1) ' fr o1
Ct p = 27"’/26T/ . [ |r2k ......... ! !lr'2k+1 4 Ir',k
2k2"  (2k+1)2"  (2k+2)2" X
= k2" = (k+1)2"

Wie aus der Abbildung zu ersehen ist, bezeichnen dabei 6, 5, die halbe Sprunghdhe
und f, 1 den neuen Mittelwert iiber dem verdoppelten Intervall.

fr,2k te Ir,2k o
fI,,./k - f'f‘,2k‘+1 t S [T72k+1 - fr’k + 2+557"k N wr’k mlt
0 sonst
, +1 te Ir’gk
w'r"k‘ - 27? —]_ t - Ir72k+1
0 sonst

Entsprechend Induktionsannahme gilt:

fo= ot fy
= ¢, + Z (crrthym, + frn)

k
- ¢7" + f'l"

e Nach n + m Schritten gilt:

m

f = ¢fn+n+m + fm - Z (Z Cjk,@bjk) + fm
k

Jj=—-n+1
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fm ist dabei konstant in Intervallen I, = [k2™; (k + 1)2™) der Linge 2™.

Hochstens die Groffen A und B sind dann noch ungleich Null:

A = fm7,1 = MWm7,1 7é 0 auf Im,fl = [_2m’ 0)
B = fm,O = MWm,O 7& 0 auf Im,O = [O, Qm)

Die Fortsetzung des Verfahrens in weiteren p Schritten liefert fiir den Rest:

m-+p
e St (zcjk@wjk) t i

j=m+1 \ k

wobei gilt fr4p = const. auf [—2™17;0) bzw. [0;2™*P). Sonst ist fmip = 0.
Wegen der Mittelwertbildung folgt: fp4p—1 = 27PA bzw. fripo=2"P"B. ~

[ee)

||fm+p||2 - / |fm+p(t>|2dt

_ QT:LTP ((27”14)2 + (2*103)2)
”fm+pH = Hf_@/’erpH
= \/2mP(A2 + B?)

p—00

- C.27% 2%

3.2 Die schnelle HA AR-Transformation

25

Die ONB aus HAARwaveletfunktionen gestattet es, jede Funktion f € Ly(R) darzu-

stellen als:

F2~ )0 ) et

r=ro+1 k€Z
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Aus der Approximationstheorie folgt dann

(k+1)27
= (foiby) = /k Fibpedt

or

) (k+0.5)2" (k+1)27
= 272 / f(t)dt—/ fydt| .
k2r (k+0.5)2"

Beispiel 3.1 f(t) = e 03 (4sin(2t) + 2cos(3t)); Dy = [—4;4] /3/

In der obigen Formel werden —2 <r <6 und k so gewdhlt, dass 1, # 0 in Dy. Damit
maissen 70 Koeffizienten c., mittels numerischer Integration berechnet werde! Das ist
fiir das mdfSige Ergebnis viel zu viel Aufwand.

Treppenapproxi-
mation T 1 f

Treppenapproxi-
mation T o f

Approzimation von
f als Linearkombination
von Waveletfunktionen

Der Beweis von Satz 4.3.1 liefert aber einen schnellen Algorithmus:

e Schliisselfunktion haben die Beziehungen

Jro1h = % (fron + froes)
(3.2.1)

4l
Cratp =27 % (frok — frors1)
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e Mit den Startwerten
Jrok = f((k+0.5)2"7,
die fiir hinreichend glatte f und geniigend kleine ry als Treppenfunktionswerte
im Intervall I, , = [k27°; (k + 1)27°) interpretiert werden konnen, ergibt eine

e Rekursion nach (3.2.1) die Werte von ¢, ohne Integration.

e Aufwand: N = 22" . 2 Eingangsdaten, Abbruch nach r + k Schritten
Im 1. Schritt gibt es % Intervallpaare, und pro Paar erfolgen 2 Additionen.

In jedem weiteren Schritt halbiert sich die Anzahl der Intervallpaare.
~  Aufwand =2-5§(1+1+1+..) =2N Additionen

e Der Algorithmus nach (3.2.1.) ist damit extrem schnell, aber wegen der Unsym-
metrie in den Vorfaktoren nicht giinstig fiir die Riicktransformation.

Deshalb wird eine Verbesserung mittels der Skalierungsfunktion angestrebt. Die-
se liefert, ausgehend von der HAARschen Skalierungsfunktion

R4
1 0<t<1

]
) = { 0  sonst B

1 t

eine andere Familie von Basisfunktionen:
Ou(t) =252t — k), k,r €L
mit dem Triger:

0 < 27—k <1 = k2 <t < (k+1)2.

) 0 5 (k+1)27 o2 . )

Sei r fest. Dann sind die Tréger von 1,, mit k € Z disjunkt und die Funktionen 1,
bilden eine ONB des Ly(R).
~

Trf — Z Urk;gbrk mit
k

(k+1)2" )
i = (f) = / Foo-hdr
k

21"

(k+1)2"
Lo / F(t)dt
k

27

- fre (nach (3.1.1.))

NI

= 2

NS

= 2
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Einsetzen in die Formeln (3.2.1) fiihrt zu

1
ok = = (fror + froes1)

2
_rtl 1 _r _r
27 Ury1.k — 5 (2 2ur,2k+2 2ur,2k—|—1)
V2
Uretk = 5 (tpok + Urokt1)  (3.2.2.a)
und
r+1 1
Crp1p = 272 2 (fr,zk —fr,2k+1)
T_ll _r
= 27 52 2 (Up ok — Ur2kt1)
V2

= (Uror — Urart1)  (3.2.2.)

Die Berechnungsgleichungen (3.2.2) sind nun symmetrisch. Der Algorithmus verlduft
analog zu (3.2.1) mit den Startwerten

Urg e = 2% + fron = 22 - f((k +0.5)27)
und endet bei r = M.

Riicktransformation:

V2

Ur41,k + Cr41k = 7“’732]9 -2
V2
Ur+1k = Crolk = 5 U2kl 2

Ur 2k = 72 (ur+1,k + CT+1,k) (3 2 3)
) 2.

Ur2k+1 = 5 (ur+1,k —Cr41k

[

e Die Startwerte fiir die Riicktransformation sind u,, und ¢,,.

e Nach Abschluss der Rechnung liegen die Werte f, , = 2-70/2. Ury 1 vOr, d.h. eine
Treppenapproximation von f.

e Der Aufwand ist derselbe wie bei der Hintransformation.
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Der Algorithmus insgesamt hat eine einfache Baumstruktur:

gro gro +1 gro +2 gro +3
gro+1 9|’0+2 Qro+3
Beispiel 3.2
fO
rf N
—| To = 07
! I_I‘ > w=fo=1(.,0,1,3,-1,-1,2,—-1,-3,1,0...)
-4 L‘ \ 4 k=—4,..,0,..3
3 mit (3.2.2) ergibt sich:
2
f .
2
\/_ r=1
1 4 o= 2(..,0,-2,0,3,-4,0,...)
. : up = ¥2(...,0,4,-2,1, 2,0, ..)
) -2 k=-2..0, 1
mit (3.2.2) ergibt sich weiter:
Pof, -2
: r=2
> c2 —15( o 6 3,0,...)
t, k = —1 0
4 - mit (3.2.2) ergibt sich weiter:
f 4
7 ey =¥2(...,0,3,0,..)
1 ug = ¥2(...,0,1,0,...)
| | 5 Da aber kein 1) — Fktnen. mehr dahinter
_4‘1 4‘]. t stehen, ist der obige Rest zu verwenden!
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2 3 4
—E%,—z + E%,ﬂ - 51/1171 +

3
+ 3y 1 + 51/12,0 +

1
+ 1¢g 1 — §¢2,0

Waveletpolynom aus c¢; und co + Rest aus us.



4 Die kontinuierliche
Wavelettransformation

4.1 Wavelets - Definition und Eigenschaften

Definition 4.1 Es sei i) eine Abbildung von R nach C mit

1. ¢ € LyR); |¢=1 (41.1) und

~ 2
[9w)
2. 0 < ¢p= 27?/ dw < 00 (4.1.2).
R&) W

Dann heifit ip (Mutter-) Wavelet.

e (4.1.1) und (4.1.2) sind minimale Forderungen.

e Alle praktisch vorkommenden Wavelets ¢ sind Elemente von L; (R).

Satz 4.1 Es sei ¢(t) € Lo(R);  t € Ly(R)

(4.1.2) = [T ot)dt=0 — @z)(o;:o

(4.1.3).

Satz 4.2 Gegeben sei eine k-fach differenzierbare Funktion ¢; k> 1 mit
o®) € LyR); o™ #£0; =  Y(w) = 6" (w) ist nach Normierung ein Wavelet.

Satz 4.3 Es sei i € Ly(R);  ||o]| = 1; [ w(t)dt = 0; 4 hat einen kompakten
Trager. Dann ist i ein Wavelet.

Satz 4.4 FEs sei 0 # 1) € Ly(R) NLy(R); f_oooo Y(t)dt = 0; Weiterhin existiere eine
Zahl 5 >05 | [o[t|°[(t)|dt = k < co. Dann ist i ein Wavelet.

Satz 4.5 Die Menge aller Wavelets ¥ = {¢p : R — C | (4.1.1), (4.1.2)} ist dicht in
Lo(R).

(Beweise zu diesen Sétzen s. /2/)

31
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Beispiel 4.1 HAAR-Wawvelet:
1 0<t<0.5
Ypt)=¢ -1 05<t<1

0 sonst

Yy € Le(R), da fol 1dt =1 < co.  Damit ist Bedingung (4.1.1) der Definition erfillt.

thy € Ly (R), da
0.5 1 1
/ tdt — / tdt = ——.
0 0.5 4

Weiter gilt: Y = ¢po5 — Go5(t —0.5)

by = o5 —e " Pys
—iw/4
€ (Y —iw/2
= \/ﬂf%(Z) [l—e /]
iefiw/él W w4 6iw/4 _efiw/4
= st (—) e _
V2T 4 21
L —iw/2

- ()i (3)

= QZ; (0) = 0 und die Voraussetzungen fiir Satz 4.1 sind erfillt. Damit ist 1 ein
Wawvelet nach Definition. Es gilt ¢, =21In2 (/2/, S. 17).

Beispiel 4.2 Modulierte GAUBfunktion:
Wihle eine Basisfrequenz, z.B. w = 5.
x(t) = e®te/2 st kein Wavelet wegen X(0) # 0. ~ Ansatz:

Vi) = (6 — )2
Nach (R2) und (R1) folgt dann

0(E) = exp(—
»(0) = exp(—%)—AQO ~ A:exp(—%).

Die daraus resultierende Funktion
w? —t2
(1) = (exp(ict) — exp(—=)) exp(—-)

kann mit einer Normierung ein Wavelet werden.
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Beispiel 4.3 Mexikanerhut

Mexikanerhut und seine

1 9]

| Ly

1 3 )

Fouriertransformierte

D = - ) exp(—5) = 7(1 - ) exp(~2

v = VA=) ep(—3) =11 - ) exp(~3)
. 2

Y(t) = —g'(t) mit g(t) =exp(=7)

Damit 1(t) nach Satz 4.2 ein Wavelet ist, reicht es, noch zu zeigen: g(t), g"(t) € Lo(R)
Es gilt:

/Rexp(—t2)dt =
/R(l—t2)QeXp(—t2)dt = zﬁ

4.2 Die kontinuierliche Wavelettransformation

Definition 4.2 Sei i) ein fest gewdhltes Wavelet. Dann heifst

o0

WHoh) = s [ SO (@21)

—00

fir f € Ly (R), a# 0 Wavelettransformierte von [ bzgl. 1.

e Dyy=R2 ={(a,b)" |acR* beR}
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o Wavelettransformierte beziehen sich immer auf ein konkretes ).

e Seia#0 z/Ja(t):M%dJ(é).
Das entspricht einer mit |a| gestreckten (|a| > 1) oder gestauchten (Ja| < 1) bzw.
bei a < 0 an der ©)—Achse gespiegelten und renormierten Funktion, denn

Jroatorpae = 1o (3) Pat = o [ 102 Plalas =1

e Eine Verschiebung von v, um b > 0 nach rechts ergibt:

Yap (1) =1, (=) = ya\10-5w (ﬂ>

a
mit ||¢,,]| = 1.
® N\
1
Wf(a'> b) = (f> Q/Ja,b) ’ \/—6_1/}
Schwarz ] 1
WHab)] < — Il [[basll = —= IS ¥(ab)" €R2

Ve
Beispiel 4.4 HAAR-Wawvelet: a > 0

1 0<E<05 ~ b<t<b+4

W(—)=q -1 05<<l A btg<i<bia
0 sonst
N
1 1 [ b+a/2 b+a
Wfla,b) = — / ftdt—/ f(t)dt
(@) Vey |al®® Jb Q bta/2 Q
1 05 [9 rbta/2 9 [bta
_ Ll —/ f(t)dt——/ f(t)dt
\/@ 2 _a b a Jbta/2
Interpretation:

Das entspricht der Differenz von zwei Mittelwerten der Funktion f iiber zwei benach-

barte Intervalle der Linge § um (b + %) -Normierungsfaktor, d.h. es entspricht einer

sgleitenden Differenz”. (s. Digitalfilter in /3/ S. 29)
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Beispiel 4.5 Analyse mit dem Mexikanerhut von

F(t) = 2.883f1 (£) + 1.205f, () + 0.968f5 (t)

filt)=2—2Jt—2| fiir
fa(t) =1 — cos(27t) fur
f3 (t) = 3(1 — cos(5t)) fur
f(t)=0 i=1,2,3

—3<t< -1
0<t<3
4<t<6

sonst

nach /1/, S. 60ff. Versuch einer Grauwertdarstellung der Wavelettransformierten:

Zu analysierende Funktion f(t)

6 \ \ \ \

(9
w
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Wf :R2 — C!': Fiir eine Umkehrformel der Wavelettransformation ist ein
Skalarprodukt fiir Funktionen u : R?2 — C! erforderlich.

Dazu wird ein Mafl auf R? = R* x R bendotigt.

Wegen der ,,Nichtgleichberechtigung” der beiden Variablen a und b ist das
LEBESGUE-Ma8 dy = dadb ungeeignet: (a,b)” € R2 definiert eine affine Stre-
ckung S, 5(7) : at +b = t, wobei |a| verantwortlich ist fiir die Streckung und b
nur fiir die Verschiebung.

Deshalb wird das HAARsche Maf§ dy = a%dadb verwendet.

Weiter wird der dazu passende Hilbertraum H = L, (Rg, du) mit dem Skalar-
produkt

1
(u,v)g = / u(a,b)v(a,b)—dadb
R?2 @

ausgewihlt. Dieser Hilbertraum entspricht einem gewichteten Hilbertraum (Be-
deutung bei gruppentheoretischer Betrachtung).

Das Ziel besteht nun darin, den Umkehroperator zu W f(a, b) zu bestimmen. Der
Weg dazu fiihrt iiber den Nachweis, dass die Wavelettransformation eine Isometrie
ist. Denn dann gilt: W f~1 = W f*.

Satz 4.6 Die Wavelettransformation zum Wavelet ¥ : Ly (R) — Lo (R, dp) = H st
etne Isometrie.
Beweis:

Wegen ¢ € Ly (R) = ¢ (%b) € Ly (R) = W f ist wohldefiniert.

1
Wl = [ [ WP da

= L

_— 21
W f(a,b) gdadb (Satz 2.10 bzgl. b)
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Berechnung von WT(a\,b) tiber W f (a,b) :

o0

Wit = —=pms / f<t>w<§—§>dt
t

= —

\/C¢|CL / —(Z) !

1
\/Cw|a| <f W= )>
- Cw|a| (Fx D)t

WT(a\,b) = Ci|a| 27 [f(w)ﬁ]b (Faltung)
2 FwaDad|  (RY
cylal b

_ W27la| 14, =
- = [Fw)d (—aw)|  (R)
Damit ergibt sich:
27la
wranl= [ [ 2] [Fof i
Mit der Koordinatentransformation r = a|b|; dr = |blda, dem Aufspalten des Inte-

grals in 2 Summanden, der Berechnung und anschliefSendem Zusammenfassen zu einem
Integral erhdlt man nun:
2 b]? dr

WF @bl = / | =l |Fe ||2|b|

e oo

ey IIIE,

—db

C

1
c

<
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Die Inversion entspricht nun der adjungierten Abbildung W* auf dem Bildbereich (/2/,
S. 52). Entsprechend deren Definition gilt:

(f:W*Q)LQ = (Wﬂg)LQ(R?_, dp)

:/ W (0,8) 90 ) L dadb

_ //<\/_/\/|7 < b)dt)ga,b)%dadb
_ /Rf(t) [\/—C_w/R/R mw(t;b)ga,b)%dadbl dt
[ W=g ] dt

- [
t—>b\ 1

f=W*(Wf)= W (a,b) ) | —— | —dadb (4.2.2)
AN v a ) a

e Eine andere Verteilung der Vorfaktoren ist moglich (s. Fouriertransformation) In
/1/ wird z.B. bei der Hintransformation mit dem Faktor 1 und bei der Riicktrans-
formation mit dem Faktor c, gearbeitet. Allerdings geht dann die Eigenschaft
der Isometrie verloren und damit die einfache Moglichkeit der Bestimmung von

WL

e Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge in den obigen Herleitungen ist we-
gen der uneigentlichen Integrale heikel.

e Es kann gezeigt werden, dass fiir Hin- und Riicktransformation sogar unterschied-
liche Wavelets benutzt werden kénnen. Der Weg dazu fiihrt iiber die sogenannte
Prawavelettransformation. /2/

4.3 Eigenschaften der kontinuierlichen Wavelettrans-
formation

Mit den unter 2.2 eingefiihrten Translations- und Dilatationsoperatoren 7}, und D, gilt:

Wien = e [0 ()

_ \/LCEM% (f(t), ToDatp)y,
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D.h. W f(a,b) ist ein Ly-Skalarprodukt von f mit dem Funktionensystem

{TyD,y | a#0; b e R}.

Die Inversionsformel besagt, dass dieses Funktionensystem vollsténdig ist, sofern ¢ die
Zul#ssigkeitsbedingung erfiillt.

4.3.1 Filtereigenschaften
Der Einsatz von Filtern in der Signalverarbeitung erfolgt zur
e Verringerung von Datenfehlern
e Trennung von hoch- und niederfrequenten Anteilen des Signals

e Hervorhebung bestimmter Frequenzbereiche

Die gebriauchlichsten Filter sind lineare Faltungsfilter in Zusammenhang mit der Fou-
riertransformation.

fo=f*o -5 fo="2r [ ¢

Beispiel 4.6 Arten von Filtern:
Tuefpassfilter: ¢ ~ x(_p,p) : hohe Frequenzen werden gedimpft

Bandpassfilter: 5 ~ Xa<w<p : Opektrum zwischen a  und b wird untersucht
Hochpassfilter: ¢ ~ 1 — X|_p.pj

Interpretation:
Es bestehe f nur aus Details grofler als L

F=> ajxg, (t) mit || >L

- 1 c+d \ 2 . (w|] . o
X7 ()| = mexp( = w)wsm( 5 )' mit I = [c;d]

17l | 2 g wl|
= in
\ 27 |]]w 2
I I
_ M si<w| ‘)‘ mit |I|=d—c>1L

v 2T 2
Wegen si () >> 0 in [—m; 7] folgt aus < < 7 fitr w: w < 2.
D.h. im Wesentlichen besteht der Triger von x; (w) aus dem Interval [—%; %] . Folg-

lich entsprechen Details der Grofle |I| > L einer Frequenz w < 27“
Umgekehrt gilt: Wenn ‘f(wo)’ >> (0, dann hat f Details der Grofie i—’g
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Interpretation der Wavelettransformation als Filter:
Schreibe W f(a, b) mittels Faltung (s. Beweis von Satz 4.6):

Das entspricht einer Filterung mit v ( ) fiir festes a.

Wegen Satz 4.1 gilt 1/}( ) = 0. Wenn ¢ € L; (R)NLy(R) folgt limy, .o b (w) = 0. Damit
entspricht die Wavelettransformation einer Bandfilterung. Wegen der Isometrie (Satz
4.6) gilt weiter:

Satz 4.7
|CL’O5 A —zwb
W f 77/} aw) f(w dw

Beweis: /2/, S. 28
Folgerungen:

e Wenn o (w) um wy konzentriert ist (HAAR, Mexikanerhut), so ist P (aw) um
w = =2 konzentriert.

o Fiir festes a enthilt W f(a, b) hauptsichlich Informationen iiber Anteile der Fre-
quenz “¢ in f.

e q heifit deshalb Frequenzparameter.

e Fiir festes a enthilt W f(a,b) die Informationen iiber Details der Grofie 2 /2 in
f

Beispiel 4.7 In der Rekonstruktion einer Funktion muss sich das oben beschriebene
»Detailverhalten” widerspiegeln. Deshalb wird die inverse Wavelettransformierte mit
einem Parameter vy versehen, der die Berechnung des uneigentlichen Integrals steuert:

no- | . [witan) \/glya|0-5¢ (t;b> L o

Wir erhalten folgendes Bild mit dem Mexikanerhut ~ wo = V2, ¢y, =1 (/2/, S.
18, Abb. 1.4)

Die Originalfunktion enthdlt zwei Objekte der Grofie Ly = 2 und Li; = 0.5, die ,,schar-
fe Kanten” besitzen. Diese Kanten sind Details sehr kleiner Linge:
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y=0 f—‘m B y=1/16 1 N
A 400 : | / s | I
7 i ; / ] ‘|
_ ¥ S s L SNSRI R S BN SC U
— 0 2 — 2

y=14 b L T2 J"
. 2 VA
] .ﬂ..{%i'\;\.\_ﬁ.__h _...;:;._ S ha__

Fiir die Frequenz w gilt dann wegen L = 2& = 2—7;a.
\/5 a—0
w=—
a

Damit kann eine scharfe Abbildung der Kanten nur bei a — 0 erreicht werden. Was
27 27

passiert nun bei der Abbildung von Objekten der Griffe L = 70 > WAl durch f.?

"= A~ Li=V2r-1lx222

Q

N [—=

1.11

Q

72:% N Ly =+/2r-

=

V3=% ~  Ly=+2r-L+~028

4.3.2 Phasenraumdarstellung

In der Physik und in der Signalverarbeitung interessiert es, wie die Frequenzverteilung
einer Funktion zum Zeitpunkt ¢y oder in dem Intervall [ty, t.] aussieht. D.h. es wird eine
Funktion Df (t,w) gesucht, die f(¢) zugeordnet wird und angibt, wie viel die Frequenz
w zum Zeitpunkt ¢ zum Signal f beitréigt.

Definition 4.3 Die Menge {(t,w) | t,w € R} heifit Phasenraum.
Definition 4.4 Die Funktion Df (t,w) heifst Phasenraumdarstellung von f.
Die Phasenraumdarstellung ist nicht eindeutig. Man kann z.B. das Skalarprodukt

Df (to,wo) = (9ty.we» f) benutzen, wobei g eine um ¢, und g eine um wy konzentrierte
Funktion ist.
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Einer gleichzeitig sehr guten Lokalisation von g um tg und g um wq steht die HEISEN-
BERGsche Unschiirferelation fiir g € Ly (R) entgegen:

~ 1
[t =to)gll - l(w —wo)gll = 5 llgll* (5. 23)
Definition 4.5 Es sei g € Ly (R), ||g[ly, = 1;

—00 < toz/tyg(t)|2dt<oo
R

—00 < wp= /w 15 (W) dw < 0o
R
Dann heifit g lokalisiert um den Phasenpunkt (ty,wo) mit der Unschdarfe

1(g) = [t = to)gll* - l(w — wo)gl* >

N

Interpretation der Wavelettransformation als Phasenraumdarstellung:

Es sei ¢ ein Wavelet, d.h. [[9||, mit [, # ¢ (1) dt = 0, was w.U. durch Translation
erreicht werden kann. Da 1) meist eine gerade Funktion mit zwei ausgepréigten Maxima
ist, muss aber das obige Konzept angepasst werden:

Dann ist v lokalisiert um (tg, w(jf) . Folglich ist ¢, , = ﬁ@/} (%b) lokalisiert um (tgb, wgb)

mit
w1 )
b G/Rtw( . )
1
_ g/R(vaas)]@b(s)fads

= o [ sl s+ [ o)
= b

2
dt
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Wl = / dw
0<tw<o
2
= / |e (aw)’ dw
0<tw<o | |
= / aw)‘ dw
0<tw<oo
5 21
:/ (s) —ds
<£s<o0
Wi
— %
a

~ Mit (a,b) € R%  a # 0 durchlsuft (tgb, wgb) den Phasenraum.

m
w:t
W f(a,b) = Df (b, —0)
a
Sei a fest. ~

+
Wiia) = Df (. 2)

entspricht der zeitlichen Verénderung der Frequenzen um WTO

Sei b fest.
Wo

W10 = (b )

entspricht der Verteilung der Frequenzen zum Zeitpunkt b.

4.3.3 Approximationseigenschaften

Gesucht: Ordnungsprinzip in der Menge der Wavelets mit signaltheoretischer Relevanz:
— Klassifizierung nach dem Hochfrequenzverhalten
= suche nach dominanten Eigenschaften fiir |a| — 0

Definition 4.6 v heifst Wavelet der Ordnung N € N, wenn

1. der Mittelwert und die ersten N —1 Momente von v verschwinden:
Jetfpdt=0,0< k<N -1

2. das N-te Moment endlich und ungleich Null ist: fR tNepdt =c < oo ; c#0
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Satz 4.8 f € H°; s€ R; ¢ € Ly(R) sei WaveletderOrdnungN,,u—( 1) «c; c€R

ngNﬁ%)fo( )= uf™ ()

0
2220

Hs+N

D.h. das Hochfrequenzverhalten zweier Wavelettransformierten zu verschiedenen Wa-
velets der gleichen Ordnung unterscheidet sich nur um einen Faktor v = ﬁ Die
Ordnung eines Wavelets bestimmt somit das Verhalten der Wavelettransformierten fiir

betragsmiiflig kleine a. Analoge Aussagen gelten auch fiir Wavelets mit kompaktem
Tréiger. Weiter gilt: (Beweise s. /2/)

Satz 4.9 Wawvelets mit kompaktem Trdger haben eine endliche Ordnung.

Satz 4.10 3 Wavelets ¢ € S(R) | [t*ydt = 0 Vk € Ny (Beispiel: MEYER-
Wavelet).

Zusiétzlich zur Klassifikation bringt die Einteilung nach der Ordnung auch noch Aus-
sagen zum Abklingverhalten der Wavelettransformierten bei a — 0.

Satz 4.11 ¢ € L;(R) sei Wavelet; Es gelte:
1) [gtfpdt =0 fir k=0,1,.,N—1; [t"odt e R;
2.) f€Ly(R); Fke{l,.,N}| f® e L=2R)

= [Wf(a,b)| < |[WF(a,.)||i = O(a|**%?); a—0; fir fast alle b € R.

Die Wavelettransformierte féllt in den hohen Frequenzen (]a| klein) umso schneller, je
glatter die transformierte Funktion ist und je glatter das transformierende Wavelet ist.
Die Anzahl der verschwindenden Momente des Wavelets beschriinken die erreichbare
Abklingrate. Bei Wavelettransformierten mit Wavelets, deren séimtlichen Momente ver-
schwinden, bestimmt allein die zu analysierende Funktion das Abklingverhalten.

—> Wavelets mit moglichst hoher Ordnung wiéihlen.

Es gibt sehr viele #hnliche Aussagen zu diesem Punkt. Interessant ist folgende zum
Verhalten an einem Knackpunkt.

Definition 4.7 FEine isolierte Sprungstelle b der r-ten Ableitung von f mit
FOb+0)— (b —0) =6 heifit r-Knackpunkt.

Satz 4.12 Sei ) ein Wavelet der Ordnung N mit kompaktem Trager, f € LLo(R) besitze
bei b einen r-Knackpunkt, r < N.
Dann gilt: W f(a,b) = |a|""*?(Cd +0(1)); a—0; C#C(f)
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Beispiel 4.8 Wavelettransformierte (HAAR-Wavelet) der charakteristischen Funkti-
on des Intervalls [-1;1] : /2/

Folgerungen:

e Dort, wo f sehr glatt ist, klingt W f(a,b) mit |a| — 0 sehr schnell ab.

e An Knackpunkten sind viele Anteile in hohen Frequenzen vorhanden, weil ein
Detail geringer Grofle vorliegt.

e An diesen Stellen kommt es zu einem zusiitzlich langsameren Abklingen als sonst
—> gute Erkennbarkeit

e Dadurch ist eine grofie Datenkompression moglich: Es werden nur die Werte von
W f(a,b) gespeichert, die einen Schwellenwert iibersteigen. (Dort passiert etwas.
- Der Rest ist uninteressant und wird zur Rekonstruktion auch nicht benotigt.)
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5 Diskrete Wavelettransformation

Ausgangspunkte sind das Verstéindnis und die richtige Interpretation der kontinuierli-
chen Wavelettransformation. Bei einer konkreten Rechnung treten jedoch zwei Proble-
me auf:

1. die effiziente Berechnung der Wavelettransformierten

2. die effektive Rekonstruktion von Signalen, d.h. die effektive Berechnung der in-
versen Wavelettransformierten.

Wir betrachten zuerst das 2. Problem: Finde diskrete Teilmengen {( Z’ )} C Dyy, die

zur Rekonstruktion von f ausreichen. Das fiihrt auf auf die Theorie der Frames und
die Multiskalenanalyse. Diese erlauben wiederum eine effiziente Berechnung sowohl der
Hin- als auch der Riicktransformation, und damit wird auch das 1. Problem geltst.

5.1 Waveletframes

Die Theorie der Frames bietet die Moglichkeit, kontinuierliche und diskrete Wave-
lettransformation unter einheitlichen funktionalanalytischen Gesichtspunkten darzu-
stellen. Frame heiffit "Rahmen", aber fiir die mathematische Bedeutung dieses Begriffes
gibt es keine Ubersetzung.

Definition 5.1 Frame: a.:={a; | a; € H; i € I}, so dass kein x € H, z # O existiert,
fiir dass gilt (x,a;) =0 Vi.

a. ist redundant, weil die Elemente a; weder linear unabhéingig noch orthogonal sein
miissen.

5.1.1 Geometrische Interpretation - Einfiihrung

Wir betrachten zunichst einen endlich dimensionalen Hilbertraum X,
dimX=n; ay,..,a.€X; r>n

Es sei T' ein Operator, der X nach Y = C" abbildet, so dass gilt:
(Tx); = (z,a;) fir 1 <j <.

Weiter sei {e1, ...e,} eine Basis von C" = Tz =37, (7, a;)e;.
U=im(T)={Tz |z eX}; dmU<n = UCY.

47



48 KAPITEL 5. DISKRETE WAVELETTRANSFORMATION

Probleme:
e Ist ein z € X durch y =Tz € Y eindeutig bestimmt?
e Wenn ja, wie bestimmt man x aus y?
Mit (y,z) = > ;_, yxZx wird Y zum Hilbertraum. Wir betrachten nun den adjungierten
Operator T* : Y — X, der durch
(2, T"y)x = (Txr,y)y VexeX Vyey
definiert wird. Damit ergibt sich:
(,T7¢;) = (T, e))

= j —te Komponente von Tz
= (z,a;) VzxeX

T"e; = a; 1<j<r (5.1.1)
Gram-Operator (# Gramsche Matrix!): G =T*T : X - X

Gr=TTe=T" (Z (x,a;) ej> = Z (z,a;) T e; = Z (z,a;)a; (5.1.2)

= =1 =1
Weiter gilt: ker T' = ker G, da
1. Tr=0 = Gzr=0
2. ||Tx|)* = (Tx,Tx) = (T*Tx,z) = (Gz,2) — Gr=0 — Tz=0Q.

Daraus folgt: 7" ist eineindeutig <= G ist regulir.
Wir untersuchen nun G genauer:

o G=G*da (z,Gu) = (2, T*Tu) = (Tx,Tu) = (T"Tz,u) = (Gz,u)

e ~ Die Eigenwerte von G sind reell und \(z,z) = (Gz,z) = || Tz||> > 0
en 0<A=N<<.<)\, =B

e ~  Jeine Basis {ej, ey, ..., 6, }, die G diagonalisiert. In dieser Basis gilt:

)\11’1
Gr = : (5.1.3)
A
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2] =24 ||5L‘”2
1Tz = (G, ) E:Aﬂxﬂ {ngwa

Satz 5.1 a. = {ay,...,a,} C X ist Frame <= 3JIB>A>0|

Allz|® < I T2|” < Bla|* Vo € X.

A, B heiflen Frame-Konstanten. Gilt A = B, so heifit das Frame ,straff” (tight), und
es gilt: || Tz||*> = A||z]|*. Dann bildet 7' im Wesentlichen isometrisch auf X ab.

Beispiel 5.1 Sei a. = {ay,...,a,} eine Orthonormalbasis von X. Dann gilt
T2 }:px% = ||z||* VzreX

Damit bildet die ONB ein stmﬁes Frame mit der Framekonstanten A = 1. Diese gibt
Aufschluss diber die Grifle der Redundanz; A =1 bedeutet keine Redundanz.

exp(222)

Beispiel 5.2 Fs sei X =C? r >2; a; = % j=0,..,r—1. Der
exp(~222)
Frameoperator T : X — C" wird dann fiirz € X = C?, j =0,...,r—1 wie folgt gebildet:
% (ml exp(—%%) + o eXP(ﬁ”))
1 —j j . o 271
7 (1w, 7 4 2ow?!)  mit w, = eXp(T).

w, st folglich die r-te Finheitswurzel.

(Tx)j = (x?aj):

r—1
1 . o
et 15 (v ) 4700
=0
1 r—1
- 3 (Jz1]? + |22|? + 210w, ¥ + Trzow?)
=0
1 Tl 1 r—1 ) 1 r—1 ‘
= o2 Nl 4 gmTe )y (@) + gTuae Y (@)
J=0 =0 =0
P YL L ()
= 3 =" + 5172 1 + 57122 w21
r 2 1 _ ,7:_2—1 1_ (w:2_1
- 5”513” +§$1$2W+§x1x2 21

TR
= kel
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Damit ist a. ein straffes Frame mit A = 5, d.h. mit r = 2 ergibt sich A =1, d.h. im
C? reichen zwei Vektoren der obigen Art aus, um eine Basis in X und U zu haben:

Ist v > 2, so wird dieses Mehr an iiberfliissigen” Vektoren tiber die Zahl 5 bewer-
tet, sie entspricht also der Redundanz der Menge a.

Folgerung 5.1 Ist a. ein Frame, so ist G reguldr und T" eineindeutig, d.h. T ist prin-
zipiell invertierbar.

Es bleibt also das Problem 2 zu 16sen: Riickgewinnung von x aus Tz = y.
Esseia. = {ay,...,a,} ein Frame, G der zugehorige Gramoperator. Da G = T*T regulér
ist, existiert G7!: X — X.
Wir betrachten nun die Abbildung S = G™1T* : Y — X
ST =G 'T*T = G7'G = Ex.
S ist damit Linksinverse zu T'. Ist a. straff, folgt mit ||Tz||* = A ||z|*

(Gz,z) = (T"Tx,z)= (Tx,Tx) = ||Tz||* = Az, z)

A(G Gz, x)
~
1
-1 _ *
G = AEX
1 * 1 *
S = ZEXT —AT.

D.h. aber, die Linksinverse ist ohne Rechnung zu erhalten! S ist auflerdem auch die
Rechtsinverse von 7', denn

P=TS=TG'T* =T(T*T)"'T* =TT~ (T"*) ' T* = Ey.
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Damit ist .S der inverse Operator zu 7' :

1
S=-=T".
A
Allerdings miissen dabei die Definitionsbereiche von S und 7" beachtet werden.
Wie kann nun die Invertierung effektiv durchgefiihrt werden? Wie kann y dargestellt
werden?

Satz 5.2 P =TS ist die Orthogonalprojektion von Y auf Im(T") = U. (Beweis: /1/,
S. 84)

Interpretation:

Tx =u= Py =T(Sy)

S=G'T*

D.h. Fiir ein beliebiges y € Y ist = Sy der Vektor aus X, dessen Bild 7'z am néchsten
bei y liegt!! Ist also y € U C Y, so ist © = Sy der Vektor aus X, fiir den gilt Tz = y.

Definition 5.2 a. = {ay,...,a, | a; = G a; € X; 1 < j <r} heifit duales Frame
2u a.

Bemerkung 5.1 Ist a. straff, so gilt:

~ - _ 1 1

(Tz);, = (z,a;)=(z,G 1aj) = (z, ZExaj) = (z, Zaj) ~
- 1
aj = ZCL]‘

Satz 5.3 Sei a. ein Frame mit den Konstanten 0 < A < B, a. das entsprechende
duale Frame. Dann gilt:

1. x=> (v,a5)a; VreX
=1

2. Sy =) yja; VyeY
j=1
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>0

3. a. ist Frame mit % >

=

r

4. a. ist duales Frame zu a., d.h. v =) (x,a;)a; VreX
j=1

5. x =) a5 sei eine beliebige Darstellung von = als Linearkombination der a;

j=1
= G = X 1w ap)P
j=1 j=1
Bewets:

1.

z = GlGr ®2 g (x,a;)a; = Z(x,aj)G_laj
j=1 J=1
= D (z,4))q
j=1
2.

e LINC, e, (621 41X
Sy = G 'T Zyjej:G 1Zij ej = G 1Zyjaj
j=1 j=1 j=1

= > yG ey = yd;
j=1 j=1

3. Sei T der Frameoperator zu a.;
G* ist selbstadjungiert, denn G* = (T*T)* =T*T = G.
~ G st selbstadjungiert, denn (G71)* = (G*)™' =G~ L.

Damit gilt
(Tw); = (2, @) = (v,G7'aj) = (GT'w,05) = (TG 'w),
r~ ~
T=TG" (514))
Y%

|7 = el = ot o)
= (I"TG'z,G™'2) = (,G ')

Nun wird eine ONB {éy, ..., ¢, } verwendet, die G und G~ diagonalisiert.

~ 12 "1 > 1 2
(p -t C NS e [ 2 51l
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G =177 (r¢Yy et = (G T TG = G

G =Ga = (G = (G 6y =

5. Sei (&4,...,6,)T =y € Y. Nach 2. gilt Sy = > yia; = v € X. Weiter ist
Tx =TSy = Pyy die Orthogonalprojektion von Y auf U =1Im(T) ~

E:Mr% = 72l = 1 Poyl® < ol = 3l
j=1

Die Gleichheit gilt jedoch nur, wenn y = Pyy =Tz € U.
[

Interpretation:

Mittels eines Frames a. und des dazugehorigen dualen Frames a. kann x € X als Urbild
von y effektiv dargestellt werden. Die ,natiirliche” Darstellung 1. aus dem obigen Satz
benstigt die minimale ,,Koeffizientenenergie".

Im n#chsten Abschnitt wird diese Theorie auf unendlichdimensionale Rédume iibertra-

gen.

5.1.2 Der allgemeine Frame-Begriff

Sei X ein komplexer unendlichdimensionaler Hilbertraum; M eine Menge von Punkten.
Zur Sicherung der Integralrechnung auf X wird ein Mafl ;1 auf M definiert, das jeder
messbaren Teilmenge £ C M einen Inhalt zuweist.

Es sei die Familie h. = {h,, | m € M, h,, € X} gegeben.

Definition 5.3 Frame-Operator T : X — C : Tf(m) = (f,hn); f€X, meM
mit | Tf|* = [o, ITf(m)[Pdu(m)

Damit entsteht ein Datensatz {T'f(m) | m € M}, der mittels der ,Messonden" h,,
Informationen iiber f € X speichert.

Definition 5.4 h. ist ein Frame, wenn

1. Tf p—messbar ist fir alle f € X und wenn

2. Konstanten A und B existieren, so dass gilt

AP <ITFI* < BIfI® VfeX
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Der Frame-Operator ist damit linear, beschréinkt (folglich stetig) und invertierbar.
Im unendlichdimensionalen Fall wird jedoch zur Invertierung ein Iterationsverfahren
benotigt, das umso schneller konvergiert je néher % bei 1 liegt:

Satz 5.4 h. sei ein Frame mit B> A > 0; g € X,

fo = O
2

Dann gilt:
lm f,. =Gy,
Beweis:
fop1 = AiBg+(Ex—Z%§G>ﬁ
N Ai39+ B
= R

Da h. ein Frame ist, gilt:

AlfIP <ITFIP = (TF,TF) = (T"Tf, ) = (Gf. f) < B fII

AEx <G < BFx  (5.1.5)

A+ B A+ B
-2 « 32
<‘B_A+BMZB—A
= > >
2 2 A+ B B-A
— — — —_ <
Hm’HA+BG Ex A+BHG ;x| =prac!

Damit ist R eine kontrahierende Abbildung

HEZ" — éfn

A+ B A+ B
1B {|zn—fnl

2 2
H g+RZn_ g_an

IN
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Folglich ist auch R eine kontrahierende Abbildung, und es existiert nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz genau ein Fixpunkt:

fo= lm
- A+Bg+(EX_A+BG>f
2
= g l-G))

Bemerkung 5.2 Bei A = B folgt aus (5.1.5)

G = BEX % G_l = %Ex,

d.h. es ist kein Iterationsverfahren nétig.

Anwendung des Frame-Konzepts auf die Wavelettransformation:
X :=Ly(R) : Raum der Zeitsignale f(); dim X = oo

M :=R% :={(a,b) | a,b€R; a# 0} mit dem MaB du =
Y = Lo(R?%,dy) = H

Wihle ein Mutterwavelet ¢) und bilde eine Familie

1 1 t—>b
?/J- = {wab | wab =

; beR; 0
\/@|a’0.5w< a )7 a’? b CL# }
Tf(a,b) = (f,¢,) = Wf(a,b), d.h. der zur Familie 9. gehorige Frame-Operator ist
die Wavelettransformation. Da die Wavelettransformation eine Isometrie darstellt, gilt

W £ (a,b)llz = 111,

dadb
a2

und damit

Satz 5.5 Flir jedes beliebige Wavelet i) ist 1. ein straffes Frame mit der Framekon-
stanten 1.

Folglich gilt G~! = Ex; ). = 1.

In Analogie zu den obigen Betrachtungen erhilt man fiir die Wiederherstellung von
f € Ly(R) aus den Werten (T'f); = (f, a;)

dadb
f= [ Wiabwa'se Vi €Lo®)
R?

Diese Formel entspricht der inversen Wavelettransformation und gilt unter den dort
getroffenen Voraussetzungen.
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5.2 Die Diskrete Wavelettransformation

Problem: Muss W f(a,b) wirklich an jedem Punkt (a,b) € R? bekannt sein, um f zu-
riick zu erhalten?

Bekannt: Das Abtasttheorem von SHANNON im Zusammenhang mit der Fouriertrans-
formation beschreibt, dass die vollstéindige Wiederherstellung eines bandbegrenzten Si-
gnals f aus einem diskreten Satz von Messdaten f(kT), k € Z moglich ist.

Gesucht ist ein Analogon fiir die Wavelettransformation, wobei aber keine allgemeine
Untersuchung gemacht wird, fiir welche Teilmengen von R? es funktioniert.

Wir betrachten exemplarisch die Menge

M = {(am,bmn) | myn € Z;  ay, =0"; bpn=no™p; o>1, (>0}

Am gebriuchlichsten ist ¢ = 2. ¢ heifit Zoomfaktor, § Grundschritt.
Bei der Darstellung von M schrinken wir uns auf a > 0 ein:

a-b -Ebene Phasenebene t - ®
a T @ A
ol=2 X )«%»(— m=1 2a)0+ —X—X—X—X—X—X—X—X—X— M = —1
Vo= - &
o' =1 Xi—ﬂ—»( d )E) X X m=0 a)o*xti»( X X X m=0
am’ mn

v

Wir betrachten zu dieser Menge die Familie ¢). zum Mutterwavelet v :

V. = Ay, | mn € Z} mit
Yo = %mw( . )

B 1 ” t—no™p
B CyV o™ om
1w
= —o 29 (0"t —np),.
Cy
Diese Funktionen ,,,, sind im Phasenraum ¢ — w um den Punkt

+
. w_O — mpQ. ——m, *+
(bmna a ) (’I’LO’ ﬁ7 o UJO )

m
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lokalisiert. Mit wachsender Frequenz w liegen damit die Punkte dichter bzgl. der t—Koor-

dinate, woraus die Zoom-Eigenschaft resultiert.

Gesucht sind nun Eigenschaften dieser Familie, d.h. Bedingungen an v, o, 3, so dass

sie ein Frame bildet. Dazu benotigen wir ein Maf3 auf M in Analogie zu oben. Der

Punkt (am, bmn) vertritt das Rechteck R,.,. R,., hat die Breite ¢/ und die Hohe
o™\/o — . Mit dem HAARschen Ma8 ergibt sich

e da
,U(Rmn) = mﬁ/
N

’"L\/_
=),
NG

— O'mﬁ (_O.—m—O.5 4 0_—m—|—0.5)
- B (_070.5 4 U+0.5)
s
= —(c—1).
(1)
Bemerkung 5.3 Beziiglich des ,,normalen” Mafes dadb sind diese Rechtecke natiirlich
nicht gleich grof$!
M ~7?

M kann damit das Ziahlmafl # zugewiesen werden, das jedem Punkt von M das Maf}
p(Rmn) = const. zuweist. ~ Y = Ly(R?, du) geht iiber in Y = 12(Z?).
Ist 7). ein Frame, so ist der dazugehorige Frameoperator 7T iiber

Tf(m7 n) = (fa ¢mn) = Wf<am> bmn)
an die Wavelettransformation zum Wavelet 1) angeschlossen.

Definition 5.5 Es sei o > 1 gegeben; 1 heifst zuldssig, wenn fiir @//; gilt:

1.
~ Clw|*  |w| <1
3a>0 >0 CeR| [f)] < >
a>0 p>0; Ce Iw(w)_{w% w| > 1
2.

> A I1<|w <o

JA >0 f: [3(o7w) i

m=—00

Die Konstanten «, p, A" und C heiflen Parameter von .
1. gilt z.B. fiir 70’ € L; und v von beschrinkter Variation mit o = 1; p = 0.5.
2. gilt z.B. fiir ¢ von endlicher Ordnung N, da dann gilt w =ywV+O(N+1) ~

V) #£0  fiir 0<|wl<h (/1))
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Satz 5.6 Sei o > 1, ¥ ein zuldssiges Wavelet mit den Parametern o, p, A’, und C.
Dann existieren Konstanten By, B', und C', so dass gilt: Ist < By, so ist . = {,,,,}
ein Frame mit den Konstanten

B 21
Bey

I W Ql+p\ . _2_71— I v al4p
(A =5y B= ST (B - C).
Beweis: /1/
Damit ist die Rekonstruktion von f € Ly(R) beziiglich dieses Frames méglich.
M ~ 7% C R?, d.h. Werte von Wavelettransformierten auf Punkten von M sind ausrei-
chend fiir diese Rekonstruktion! (Allerdings sind das immer noch abzihlbar unendlich
viele.)
Nach Satz 5.3 wird zur Darstellung von f das duale Frame @ benotigt:

Da ¢ 1. Allg. nicht straff ist, macht die Berechnung der 1~bmn Miihe. Sie gehen nicht

durch Dilatation und Translation aus einem einzigen 1 hervor. Deshalb sucht man
besser ein straffes Frame, denn dann gilt

~ 1

Satz 5.7 Die Fouriertransformierte @//; vom Wavelet i) besitze einen kompakten Trager
(bandbegrenztes Signal!) im Intervall I = [w,w'] mit W' > w > 0. Es gelte

Z \Q//J\(amf)ﬁ =A'>0, 1<¢<o.

m=—0o0

2

Dann ist 1. = {1,,,,} mit dem Zoomschritt ¢ und dem Grundschritt < ein

straffes Frame. (Beweis: /1/)

w —w

Damit ist die Rekonstruktion von f aus der Menge T f(m,n) ohne grofiere Probleme
moglich, denn G = %Ex. Weiter gilt:

Satz 5.8 Ein festes Frame v. = {1,,,} zum Wavelet 1) mit den Schranken
A= B =1 erzeugt eine Orthonormalbasis von Ly(R), sofern ||¢||,, =1 gilt. (Beweis:

/%/)

Diese beiden Siétze werden auch zur Erzeugung von Wavelets mit den geforderten
Eigenschaften bzgl. der Anbindung an ein Frame genutzt, z.B. zur Herstellung der

DAUBECHIES-GROSSMANN-MEYER-Wavelets oder des MEYER-Wavelets selbst.
Das folgende Beispiel zeigt die Erzeugung eines Wavelets iiber die beiden obigen Sétze.
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Beispiel 5.3 Fs sei v = v(z) : R — R; v € CE(R); k > 0 eine Hilfsfunktion mit

|0 fir <0
V(JJ)—{ | fir z>1 , 2.B.
0 <0
v(z) = 1023 — 1522 +62° 0<zx<1
1 rz>1
y
1
y=u(z)
y=t*(1-tp
— — t,
0 1/2 1
Auferdem gilt:
0 fur 1—2<0 N r>1
v(l—x) = 1 fir l—xz>1 Y <0
10(1—2)—15(1—2)*+6(1—2)° = 1-—1023+152* —62° fir 0<z<1

= 1—v(x)
k=2, da aus V' (z) = 302? — 6023 + 30z* und V" (z) = 60x — 18022 + 12023 folgt:
V" (0) =0; (1) =0.
Weiterhin besteht eine Symmetrie zu x = 0.5.
Es seien 0 > 1; 8 > 0 gegeben. Aus

2T
RRRCER
wird I = [£,&'] entsprechend Satzvoraussetzung gebildet.. Nun konstruieren wir v iiber
v mat dem Trager I :

>0 und & =0 >€6>0

[ sin (gy(;g:fg)) fir  €<w<ot

V) = VA cos (30(5225)) fir ot <w<o%=¢

0 sonst
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A" wird spdter tber die Normierung von v bestimmt. Weiter sei 0 = 2; f=1. ~
f=Z=Im ¢=8%m ¢-t=om

— 38 3’
A

Noch zu zeigen ist
=
ke
Fiir w <0 gilt c*w <0 ~  entsprechende Summanden = 0.
FPirw>0gilt Ik €Z | E<o¥w<aé N o0& <o Hw <02 D.h., die Summe
erstreckt sich nur tber k* und k* + 1 :

- T N L T w0t
Sl = a s (T=D) vt (0 2E0))
N M) (o lete=8)
— A (sm <2u( - ) ) + cos (21/( o (0E —¢) )
= A

Die inverse Fouriertransformation liefert 1, das DAUBECHIES-GROSSMANN-MEYER-
Wavelet zu o =2; §=1.

Weiter gilt /2/
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Beispiel 5.4 Das MEYER-Wavelet mit
Blw) = e (1 () + 1 (~w)

1 A (0:2‘ 18= ]}
/ \
i f f £
0 /3 4m/3 87/3
mit der definierenden Funktion p(w) fir o =2 und 5 =1
( 3 2 4
sin(gu(% —-1))  fur ?ﬂ <w< ?ﬂ
_ 3 4 8
plw) = cos(gy(ﬁ -1))  fur ?ﬂ <w< ?ﬂ
0 sonst
\

liefert ein straffes Frame mit der Framekonstanten A = 1. Auflerdem gilt ||¢||12 =1,
so dass das Frame . = {1,,,} eine Orthonormalbasis von Ly(R) bildet.

1|2
Beuweis: Es sei I = [2m;537), J = [3m; $7]. Mit Hz/;”iz = HQ/JHL gilt dann:

) 1 / (T 3 / (7 3
- = T jw| —1)d T |- 1)) d
||w||]L2 o { e sin 2V(27r |wl| w ~+ e cos 21/(47T |wl| ) ) dw
1 o (1 4 1
= o {Z%/O sin? (gy(x)> dx—l—?%/o cos’ (gv(l')) dx}
! T

/01 (1 — cos2(gy(x))> dz + %/0 cos? <§V(l‘)> dx
= g + ; /01 cos? (gl/(x)) dr =1, da

aufgrund der Symmetrie von v beziiglich x = 0.5 gilt

v(l—z)=1-v(z)=1—v(3 — ) und somit auch

wl o

1

[ et (o) ar = [ eost (vt do+ [ ot (Jute)) e
= [ (o) dos [ oo (Fa-vig-an) o

_ /00'5 cos2 (gy($)> dr + /00.5 sin? <gV(I)> dr = ;
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Beispiel 5.5 Der Mexikanerhut mat
W) = —=v/Tw” exp(——
P(w) \/gf p(=3)
hat keinen kompakten Triger. ~ Es wird kein festes Frame ¢. =), erzeugt. Mit
W) =2 T ) j=0,0 N 1
wird die Familie '
b= (Y, | 0SS N-1, nmeZ)

gebildet, die zu einer Uberlagerung von N Gittern im Phasenraum fiihrt. Das entspricht
,IN Stimmen pro Oktave”. Dann gelten die Abschdtzungen fiir A, B, abhdngig von 3, N
und o = 2 entsprechend Tabelle (/2/ S. 100):

L N | 1 | 2 |
bo/7 | A B |B/A| A4 B | B/A
0.25 || 13.091 | 14.183 | 1.083 || 27.273 | 27.278 | 1.000
0.50 || 6.546 | 7.092 | 1.083 || 13.637 | 13.639 | 1.000
0.75 || 4.364 | 4.728 | 1.083 || 9.091 | 9.093 | 1.000
1.00 || 3.223 | 3.596 | 1.116 || 6.768 | 6.870 | 1,015

LN | 3 | 4 ]
boj7 | A B |B/A| A B | B/A
0.25 || 40.914 | 40.914 | 1.000 || 54.552 | 54.552 | 1.000
0.50 || 20.457 | 20.457 | 1.000 || 27.276 | 27.276 | 1.000
0.75 || 13.638 | 13.638 | 1.000 || 18.184 | 18.184 | 1.000
1.00 |[ 10.178 | 10.279 | 1.010 || 13.586 | 13.690 | 1.007

5.3 Multiskalenanlyse - MSA

Sie wurde begriindet von MEYER und MALLAT und stellt einen eigenstéindigen Weg
zur Diskreten Wavelettransformation dar. Das Ziel lautet: Konstruktion sehr schneller
Algorithmen zur Diskreten Wavelettransformation, damit sie im Vergleich mit der FF'T
in der Praxis eine Chance hat. Dazu notig sind Wavelets, deren Frame (1,2,1) eine
Orthonormalbasis von Ly (R) bildet:

F=> (F o),
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Die sogenannte MSA bietet die Moglichkeit, solche Waveletbasen zu konstruieren.

5.3.1 Einfiihrung

Motivation:
Aufspaltung des Signals f € V_; C Ly(R) in seinen

hochfrequenten und niederfrequenten Anteil
| !
2. Wy g Vg =V, 1. durch orthogonale Projektion Py f
Wy als orthogonales Komplement zu < auf Vo C V_;, der die ,glatten”
Vo bzgl. V_; enthélt die ,rauen” Anteile. Funktionen von V_; enthiilt.

Die Projektion von f auf Wy sei Qg f.
N
Voo = Vo @ W

f = Rf+Qof

Analoges Vorgehen mit Fyf ergibt Projektoren P;, Qq, fiir die gilt:
Pi(Rof)=Pf; Qi(Qof) =Q1f.
Damit folgt:
Rf = Af+f = Vo=ViaW,
[ = Pf+@Qif+Qof

f = Pnf +\an+Qn—1f+-~+Q0f
~~~ ~ -

Das entspricht der Zerlegung des Signals in ein Gemisch niedriger Frequenzen (P, f)
und in Frequenzbénder hoher Frequenzen (Q;f). Die Q;f enthalten damit Anteile von
f bestimmter Detailgrofie entsprechend dem iiberstrichenen Frequenzband, wobei Qg f
dem Band mit den hochsten Frequenzen, d.h. den kleinsten Details entspricht. Dieser
Zerlegungsprozess heifit. Multi-Skalen-Analyse (MSA) und besitzt eine gewisse Ahn-
lichkeit zum Zerlegungsprozess bei Mehrgitterverfahren.

Beispiel 5.6 Funktionszerleqgung (/2/, S. 104)
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Pof f
1. [\/\ 4 021
U +

Definition 5.6 FEine Multi-Skalen-Analyse (MSA) ist eine aufsteigende Folge abge-
schlossener Unterrdume V., C Ly(R) :

{0} C..CV,CVyCV_ C..CLyR)

so dass gilt:
a) mLéZVm =Ly(R) wund mQZVm = {0}

Vollstindigkeitsaxziom Separationsaxiom

b) Vi1 = Do(V;) V5 €Z (Skalierungseigenschaft)
c)dpelonly | {o(-—k) | ke€Z} bilden eine ONB von V.
Die Funktion ¢ heifit Skalierungsfunktion.
Bemerkung 5.4 f € V; enthalten nur Details mit der Ausdehnung > 27 auf der
Zeitachse; Je ,negativer” j , umso feinere Details sind enthalten, bis im Grenzwert
jedes f € Lo(R) erreicht wird. (= Tiefpassfilter )
Bemerkung 5.5 Aus b) folgt
f()eVin = f(2) € V; = f(2) € V.

Die Eigenschaft b) zeichnet die MSA aus, denn
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Bemerkung 5.6 Aus c) folgt:

Vo={f € La(R) | f(t) = chqﬁ(t —k); Z |cx? < oo}

Analog zu den Waveletfunktionen v,,, werden ¢, (t) gebildet:

i t—k2

b5 (1) = 2 ( !

) = 2—%@5(% — k) (5.3.1).

Bemerkung 5.7 Mit b) folgt dann, dass {¢;;, | k € Z} eine Orthonormalbasis von
V; bilden. ¢, und ¢ ;1,1 sind um die Schrittweite 2/ gegeneinander verschoben. Damit
sind die Ridume V; skalierte Versionen des Grundraumes Vy, der durch Translation
der Skalierungsfunktion ¢ aufgespannt wird.

Beispiel 5.7 Widhle

] 0 sonst

1 fur 0<t<1
¢H_

und setze Vg so fest, dass er die Funktionen enthdlt, die auf den Intervallen [k;k + 1)
konstant sind:

Vo = span{oy, | k €Z} ~
Vi = Dyu(Vo); fir j#0.

Mit dieser Definition sind die Inklusion der Rdume, das Separationsaxiom und das
Vollstindigkeitsaxiom (wegen der Dichtheit der Treppenfunktionen) erfiillt. Damit ist
{V. }mez eine MSA. Diese Wahl von ¢ fihrt zum HAAR-Wavelet.

Wegen der echten Inklusionen der Teilrdume V; werden paarweise orthogonale Teilréu-
me W; C Ly(R) konstruiert, damit Ly(R) vollstéindig ausgefiillt werden kann:

Vj,1 = Vj @b Wj; WjJ_Vj VJ €. (532)
AuBlerdem gilt:
Wj+1 = Dy (WJ) bzw. f € Wj g f (2]) € W

Satz 5.9 Hat {V;},cz die Eigenschaften bis einschliefSlich a) einer MSA, so sind die
Teilrdume W; paarweise orthogonal, und es gilt
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Beweis: /1/, S. 108

Es sei P; der Orthoprojektor von Ly(R) auf V;, dann enthélt das Bild P; f eines Signals
[ € Ly(R) noch alle Details > 27 auf der Zeitachse. Es gilt:

[e.9]

Pj = Z (fa¢]k) ¢jk'

k=—o0

P; entspricht also einem Tiefpassfilter.
Es sei (); der Orthoprojektor von Ly(R) auf W;. Wegen (5.3.2) folgt

P,_1=P+Q; bxw. Q;=P_1—PF.

Damit enthélt P;_;f alle Details > 291 auf der Zeitachse. Q;f entfernt daraus die
Details > 27. Folglich entspricht @; einem (Band-)Filter, der Details der Lénge

21-0-5 — Qj% herausholt.

Bemerkung 5.8

P P P
LyR) — — — V,—— V, 41> Vi———> V, — — — {0}
XOA ® RA ®k‘ ®
W, Wy ,— — —{0}

Offenbar gilt:

jeme1 7 jez

Damit lésst sich f € Ly(R) zerlegen in

F=YQif= > Qf+> Qif =Puf+ > Qif.

jEL j>m+1 j<m j>m+1

d.h. in einem Tiefpass und eine Summe von Bandfiltern.

Ausblick:

Fiir jede MSA existiert ein Wavelet 1, dessen translatierte und dilatierte Versionen
Vi (1) = 2729(27™t — k) fiir festes m € Z eine Orthonormalbasis von W, bilden.
Das Wavelet lisst sich aus der Skalierungsfunktion explizit konstruieren. Fiir @, f gilt
dann: Q. f = > _(f, Vi) ¥pi- Die Gesamtheit aller ¢,,,, d.h. die Familie ¢). ist dann
eine Orthonormalbasis von Ly(R).
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5.3.2 Die Skalierungsfunktion

Sie ist wichtigster Bestandteil jeder MSA, denn nach Bemerkung 5.6 aus 5.3.1 wird mit
¢ der Raum V|, festgelegt, danach mit Definition b) die anderen V;.

¢ = ¢po muss so festgelegt werden, dass die Funktionen ¢y, = ¢(- — k) orthonor-
miert sind (s. ¢) der Definition). Notfalls muss mit dem Schmidtschen Orthonorma-
lisierungsverfahren nachgeholfen werden. ¢ muss auflerdem so festgelegt werden, dass
die Inklusionen der Riéume und das Vollstéindigkeits- bzw. Separationsaxiom gelten.

Satz 5.10 Es sei ¢ € Lo(R), ¢ # 0 gewdhlt,

V() = {f - LQ | f (t) = chqb(t — k’), Z |C]€|2 < OO}, Vj—f—l = DQVj; ] ez
k k

Gilt Vo C V_yq, so folgt {0} C ... CV; C Vo CV_; C...CLyR)

Satz 5.11

VoCV., <« 3 hel®)|olt)=v2 ihm(%— k) fiia. (5.3.3)

Diese Darstellung fiir ¢ (¢) heifit Skalierungsgleichung.
Beweis:

I) =

Sei Vo = {f € La(R) | f(t) = 225 cudb(t — k), 32 lex]?* < oo}

f e v, = f2'evy, n

b1y = 23 (t‘;fl) ist ONB in V_,.
&%
Vo ={f €La(R) | f(t) =D huod_145 h. € P(Z)}
k
&%
$(t) =D hV20(2t — k) fii.a. mit h. € (Z)
k
II) «—
Sei

o(t—1) = V23 ho(2(t — 1) — k)
= V2) (2t — (k+21))



68 KAPITEL 5. DISKRETE WAVELETTRANSFORMATION

Po, = ¢t = 1) = Z Py vy € Vi
k
~N VoCV_, -

Bemerkung 5.9 Die Skalierungsgleichung regiert die MSA, da h. die Skalierungsfunk-
tion eindeutig festlegt.

Bemerkung 5.10 h. muss fiir einen schnellen Algorithmus verfiigbar sein, ¢ und 1
nicht.

Bemerkung 5.11 Die Skalierungsgleichung beschreibt die ,Selbstihnlichkeit® von ¢

(analog zu der Theorie der fraktalen Mengen), was zu Einschrinkungen bei der Wahl
von ¢ fiihrt.

Eigenschaften der hy :
Aus der Tatsache, dass {¢g }rez eine Orthonormalbasis in V ist, folgt:

1. die Konsistenzbedingung d¢,, = >, hihonyr Vn € Z (5.3.4)
2. 3, [ =1.
Satz 5.12 Sei h € 1MZ); [po(W)dt=q = > o hx=V2

Satz 5.13 Besitzt die Skalierungsfunktion ¢ einen kompakten Triger, so sind héchs-
tens endlich viele hy, # 0.

Satz 5.14 ¢ besitze einen kompakten Trdger, es sei

a = a(¢)=inf{t|¢(t)#0}> —o0
b = b(¢) =sup{t | ¢(t) # 0} < +o0,

dann gilt: a,b € Z, und es sind hochstens die h, mit a < k < b ungleich Null.
Beweise: /1/

Beispiel 5.8

(1 fir 0<t<l
¢ = On= { 0 sonst
= ¢u(2t) + ¢y (2t —1)

1 1
= Eﬁbfl,o + ﬁgb—l,l

= h0¢—1,0 + h1¢—1,1
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Tng 2 4 (2t-1)

™\

0.5 1

Fiir alle anderen hy gilt: hy = 0. Auflerdem geniigt die Funktion ¢ der Skalierungs-
gleichung und Y, |hg|* = 1.

Da im schnellen Algorithmus nur noch die h; von Bedeutung sind, werden im Weiteren
¢ mit kompaktem Triiger benutzt.

Unter welchen Bedingungen an ¢ sind in der MSA das Vollstéindigkeits- und das Sepa-
rationsaxiom erfiillt?

Satz 5.15 ¢ € Ly (R) erfille [¢(t)| < 1527 t € Ry {dopfrez sei eine Orthonor-
malbasis von Vo.. Dann gilt

AVvi={0} A JV=LR) < ‘/d)dt' =1
j j
Beweis: Blatter S. 114-117

Wann bilden die ganzzahligen Translatierten von ¢ eine Orthonormalbasis von V,?

Satz 5.16 Es sei ¢ € Ly (R). {¢p = &(- — k) }rez bilden ein Orthonormalsystem <=
dw) =Y |p(w+2rl)? =5 fiia.
I

Beweis: ( zur Information)
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—~

G dn) = (Do) = / 3 (w)exp(—ikw)p(w)duw
= /R)?b(w) 2exp(ikw)dw

2
exp(ikw)dw

l

2
= / b(w + 27l)
0
2

2

exp(ikw)dw (Satz von FUBINTI)

= /OZ$(M+27TZ)

27
= / d(w) exp(ihkw)dw
0
= 271'(/1\)(—]{) = Son (® ist 27 — periodisch)

= 1 1 "
= @(—k):%éok N D(w) =3 f.ia.

5.3.3 Konstruktion von Skalierungsfunktion und Mutterwa-
velet

Die Rechnung wird in den Raum der Fouriertransformierten verlagert, da dort das
das Problem den analytischen Methoden leichter zugiinglich ist. Nach Anwendung der
Fouriertransformation auf die Skalierungsgleichung ergibt sich:

6() = VIS mo(at— k) = VAN ho2(t—5)

k=—o0

P = VIY me 5% (rLm)

k=—o00
~ W\ ~,w
bw) = H(3)5)  (535)
2 2
w I & w
mit H(—) = — hkeilfkj
\/§ k;oo
Die Funktion H (w) ist wegen ||A.|| = 1 f.ii.a. konvergent, 2r—periodisch und ein trigo-

nometrisches Polynom, wenn nur endlich viele h; # 0 sind.
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Wegen Satz 5.16 gilt

= 3 [Bw+4m)

2

2

2+Z ‘a(w+27r+47rl)
1

2 2

~

¢(§ + 7+ 27l)

= Y |aE 27rl)‘2 95 +2n) sy [H(Z + )

:

= ‘H(%)rzl: ’$(w+27rl)‘2 + )H(g + ) 2213 ’5(% + 7 + 2ml)

- i g
1

- (o)

2(2)+ [HE +m)|
21
Daraus ergibt sich die "Fourierversion"der Konsistenzbedingung:
Satz 5.17 Die erzeugende Funktion H einer MSA gentigt der Gleichung
Hw))? + |Hw+7)|*=1 fi.a.
Damit folgt:
« HW|<L weR
o Mit ¢(0) # 0 ergibt sich: ¢(0) = H (0)p(0) ~ H(0)=1
e |[HO+ 7)) =1—|HO) =0 ~ H(x)=0
e H0)=3> =1 n X, =2
o H(m) =53 e ™ = 55 h (-1)" =0 ~ Y h(-D"=0.

Satz 5.18 f €Ly (R), fe W,
— dv=v()ely(R/2r) | f(w)=-exp(is)v(w)H($ +m)o(

IS

).

Die Waveletbasis muss den Raum L (R) ausfiillen. Durch Abspaltung der Raume W
werden Bandfilter definiert. Die Waveletbasis ist Basis in den Rdumen W;, das Mut-
terwavelet ¢ muss in Wy liegen. ~ Ansatz fiir ¢ :

D (w) =5 H (% + w)&%) (5.3.9)

Satz 5.19 Mit dieser Definition von v bilden die Funktionen {1y, }rez eine Orthonor-
malbasis von Wy.
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Beweis: 1 € Ly (R/27)  ~ 1 € Wy nach dem vorherigen Satz ~ 1y, € W,
Orthonormalitéit gilt nach Satz 5.16:

Vw) = Y e+ 271)|
= > Ju(

l

-y H(% +2nl) 2

l
¥ ?g)f;a<g+2ﬂ>f+z\_mg+:>2
l l
_ ‘ &)
1
_ 2_<

Essei feWy, ~ Jv=v()el,(R/21) so dass gilt:

2—|—Z‘@(w+27r+47rl)2
1

2 W 9
9(5 + 7+ 2mi)

)5(% + 2#[)‘2 + zl: ‘H(% + 7+ 27l)

‘5(% + 7+ 27rl))2

Z‘ "‘271’[‘ —|—'H(%+7r)

2 W 9
Zl: ‘¢(§ +7T+27rl)’

w
2

2

S

fw) = I/(w)exp(i%)H(%ﬁLﬁ)g(E) (Satz 5.18)
= v(w)p(w) (nach 5.16).
)

Es gilt: v(w) =), v exp(—ikw

Fw) = 3 veexp(—ikw)d(w)
L j) = S (e -k

mit ¥, vl = vl| < 0.~

= Zukw% ist konvergent.
k

™~ {%ox}pey bilden eine Basis in Wy,
|

Bemerkung 5.12 Der Ansatz fiir z/Z; (w) ist nicht zwingend. Faktoren
(_1) eiae—in

mit o« € R; N € N sind méglich. Dabei entspricht die Multiplikation mit e *N* einer
Verschiebung des Trigers von v um N Einheiten nach rechts.
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Riickiibersetzung in den Zeitbereich:

w

b = ¢FH(5+7)d(3)

_ %Z{; el F R G(2)  (wegen (5.3.5))
= %Z(—lﬁh—kei%w“@(g)
- v”zz 1)EDF - *%&g)HMk:—%—1

Mit (R1) und (R3) folgt:

V() = \/52(—1)]6_154%1@5(%—@
= V2) g2t — k) mit g = (1) R

FEine andere zuldssige Definition der g, ist:

gk = (—1)’6%21\1—1—1«

Wenn hy, # 0 fiir 0 < k < 2N — 1 folgt gx #0 fiir 0 < k <2N — 1,
~ Summation in den Algorithmen: 0 < k < 2N —1

Satz 5.20 Es sei {V,},cz eine MSA mit der Skalierungsfunktion ¢ und der erzeugen-
den Funktion H, i (t) = V23, ged(2t — k) mit g = (=1)* " h_y_1. Dann folgt:

Wi ljez, kelkZ}

ist eine Orthonormalbasis von Le(R), die sogenannte Waveletbasis. (Beweis /1/, S.

124)

Beispiel 5.9 HAAR-Wawvelet:

sonst

¢=¢H={é te[m)} A G lw) = s (3) e

Nach der Skalierungsgleichung gilt:
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o= %Qﬁ—l,o + %éb—l,l

Damit ergibt sich

Mit dem Ansatz 1 (w) =2 H (% + W)a (£) ergibt sich nach der Riicktransformation
eine gegeniiber 1y um eine Einheit nach links verschobene und mit (—1) multiplizierte

KAPITEL 5. DISKRETE WAVELETTRANSFORMATION

L

% h():hl:\/i

%

" 1 cos%sin ( ) z
V2m i 2

" 1 sin (%)
V2§

= ¢y (W)

2

Funktion 1. Deshalb wird folgender Ansatz benutzt:

V() =

7 y W
—e We'r H <

|

@

L

wle
o

o

)]
—~
N =
—~
| E | E

|

®
Mﬂ
—~

|

wn
—-
=

| &

~—
~

~
wn
—
B
[N
—
NS
SN—"
9]
d,
SIS

<)

5

§ e
S
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Die Berechnung der gy erfolgt durch Riickiibersetzung von QZ i (w) in den Zeitbereich:

) = ()R (3)

1 - . o~
- ﬁ Z hpe™ T (—e ') <%> (Einsetzen von H)
A

damit ergibt sich fir das Wavelet 1) :
P(t) = \@Z (—1)* " hy_xp(2t — k)
k
= V2> o2t —k) mit g =(-1)"" Ry
k

g = (1) PR = (-1 Ry

— 1
go = hlZE
— 1
o = ~ho=-—
Daraus folgt:
1 1
w(t) = \/ﬁ(ﬁcﬁ(%)—ﬁsb(?t—l))
= ¢(2t) — ¢(2t — 1)
S,
\/5 —-1,0 \/5 —1,1
= gy (1)

Da mit ¢ = ¢ eine MSA gebildet werden kann (s. vorhergehendes Beispiel) fiihren
zwei Wege zum HA ARwavelet:

1. Konstruktion iiber die Rdume V,,, W,, und die dazugehorigen Projektionsope-
ratoren P,,, (),, und
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2. die allgemeine Konstruktion iiber das induzierte Wavelet.
Zusammenfassung:

Satz 5.21 Sei ¢ € Ly N1y und geniige der Skalierungsgleichung

O = VIS b2t — K); o6 (1) dt £0
fe Vj < f(QJ) € Vy;
Vo=A{f €La(R) | f(t) =3, cuo(t — k); 3oy lef* < oo}

Wenn Konstanten A, B existieren mit
0<A<Bund A<® (W) =Y,|¢(w+2rl)]?< B fiia., dann gilt:

1. {dgr = O(- — k) }kez ist ein Frame mit den Konstanten 2w A und 27 B.

b ¢ () _ |
2. ¢ (w) = ———=— definiert eine MSA mit denselben V ;;
¢ () V271P (w) i J
{bor = O(+ — k) }rez ist Orthonormalbasis von V.
Beweis: /1/, S. 128ff

Bemerkung 5.13 Jede MSA induziert orthogonale Waveletfamilien. Die Umkehrung
gilt nicht (Gegenbeispiel s. /2/, S. 118).

Bemerkung 5.14 Verfahren zur Konstruktion einer Waveletbasis:
1. Aufstellung der Skalierungsfunktion ¢ mit nichtverschwindendem Mittelwert
2. Bildung der Riume V;
3. Priifung, ob {¢ytrez eine ONB von V ist:

Zl: Blw+ 2n)P L % Fiia.

N

Ja Nein
{bok }kez st festes Frame Suche von Konstanten A, B
im Sinne des obigen Satzes
{boi trez ist Frame
= o = ¢ (w)
w)=¢(w w) =
¢ (w) = ¢ (w) ¢ (w) 2 (o)
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4. Bildung der MSA zu z(w)

5. Berechnung der Skalierungskoeffizienten hy,

6. Bildung der Wauveletbasis aus Waveletfunktionen
Bemerkung 5.15 Problematisch bei diesem Prozess sind

e die Orthogonalisierung und

e die Bestimmung der hy, wenna keinen kompakten Trdger besitzt.

5.4 Schnelle Algorithmen

Ausgangspunkt sind die Skalierungsgleichung und die entsprechende Gleichung fiir
W (t)

50) = VIS o2t~ k)

() = V2)  gp(2t — k)

mit g, = (1" "hy baw. gr=(=1)"hoy sk

Damit ergibt sich:

b (t) = 2780 (2—3 —n
— 273t3 i i (2 (2% — n> — k)
k=—o00
— o) i hi (% —2n — k)
k=—o0
= i hidj 1 an i (t) (5.4.1.a)

k=—o00
und analog dazu gilt
Vi)=Y gkbj1onix (1), (5.4.1D)
k=—00

Diese Rekursionsformeln bilden die Basis fiir den schnellen Algorithmus.
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5.4.1 Analyse von f € Ly(R)
Die feinste in Betracht gezogene Skala gehore zu j = 0.

1. Start bei j =0

aok = (f, dor)La :/Rf(t)¢(t—k)dt (numerische Integration)

hf = Zaok%k
k

2. Fortschreiten der Analyse in Richtung ldngerer Wellen, d.h. j = j + 1.
Es sei j > 1; aj_1 sind bekannt.
P;_; beschreibt Merkmale, die wenigstens die Ausdehnung 27! auf der Zeitachse
haben

[ee)
Piaf= Z aj-1kPj 1k,

k=—00
ajn = (f? ¢j,n)L2
- Z h_k<f7 ¢j—1,2n+k;) (mit 5.4.1a)

k=—o00
= Z h_kaj,1’2n+k (542)
k=—oc0

Pif = Z ajkPjn
k
Das entspricht der niichstgroberen Approximation von f. Weiter gilt

Piaf =Fif+Q5f,
wobei Q; f € W; der die ONB {4, } besitzt. ~

Qif = D duty

k=—o00

djk = (fuwjk)
= > Tl 100)  (mit 54.1D)

k=—o00
0

= Z ﬁaj,mn% (543)

k=—00
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Damit befindet sich die beim Ubergang aus a;_; ; herausgezogene Information im Vek-
tor d;. Er enthilt die Information tiber Details der Grofie ~ 2-% von f. f wird dabei
yauf das Doppelte vergrobert”.

Rechengang:
4. 4. 5.4.2
3, (542) | a, (54.2) a, (5.4.2) a,
(5-%\ (SMA (SM‘
d, d, d,
Algorithmus:

Eingabe von g, und der Zerlegungstiefe .J
for j=1toJ
berechne a; nach (5.4.2)
berechne d; nach (5.4.3)
end
Ausgabe von a;, di,....d,;

Bemerkung 5.16 Der Vektor a, miisste numerisch berechnet werden. Meist liegt f
nur als diskreter Datensatz { f (k)} vor, und man arbeitet mit apr, = f (k), k € Z. Das
ist begriindet, wenn supp¢ schmal ist und die f (k) wenig differieren sowie fR odt =1
gilt.

Bemerkung 5.17 Zur Auswertung der Formeln (5.4.2) und (5.4.3) sind nur die Ko-
effizienten hy und gy erforderlich, nicht ¢ und Y)! Diese konnen fiir jedes Wavelet ein
fiir alle Male berechnet und abgespeichert werden. (s. beiliegende Tabellen)

5.4.2 Synthese
1. Start: Gegeben sind a;, d,,....d;. Gesucht: ay | Fof = >, aoxdoy,
2.
Piaf =Pif +Qif = ajudjn+ > dthy
Andererseits gilt ' k
Piaf = Zaj*17k¢jfl,k
k

aj—l,k = (-F)j—lfv ijfl,n)
= Z .k (¢j,k> qufl,n) + Z djk (¢jk’ gbjfl,n)
k

k

= Z @ khn—or + Z Ak Gn—2k (6.4.4)
%

k
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da aus hy = (¢, ¢j_172k+l) folgt n = 2k + 1 bzw. | = n — 2k.

Rechengang:

Q] g]—l ..................................... gl
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Aufwandsbestimmung;:

Annahme: ¢ habe einen kompakten Triger.
A a(@)=if{t| (1) #0} =0
A b(@) =sup{t| $() 0} =2N —1; N>1
A b #£0; gr= (-1 oy o1y A0 fir 0<k<2N -1

Essel f €Ly (R) ~ Information ag

Satz 5.22 Sei supp (ay) C [0; 27); length(ay) = 27
~ supp (a;) C[-2N +2; 2779); fiir j > 0

Beweis:

Induktionsanfang: j = 0, supp (ag) C [-2N + 2 ; 27) : erfiillt nach Voraussetzung
Induktionsvoraussetzung: Es sei supp (a;_,) C [-2N +2; 2/7711)
Induktionsschritt: j > 1 : Ubergang von j — 1 zu j :

IN—1
apj = E hia;—1 904k 7 0
=0

— 0#{2n2n+1,...2n+2N —1}N[-2N+2;J —j+1)
— n<J—-—j4+41 AN 2n+2N—-12>-2N+2

- 3
— n<?2/77 A nz—2N+5

2N+2 0J-+1

v

2n 2n+2N-1 X

n € [-2N +2;2779)

[
Der Abbruch erfolgt nach j = J Schritten, da supp (Qj) dann stagniert bei
[—2N +2; 0).

Gesucht ist die Anzahl der Multiplikationen y :
length (gj) = length (glj) <2/ 42N -2
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Zur Berechnung eines a;, werden hochstens length(h) = 2N Multiplikationen ge-
braucht.

2-2N - ZJ:@” +2N —2)

= 2-2N- (;‘] —1+J(2N —2)) (geometr. Reihe)
2:2N - ([27+2N - 2]+ (J —1)(2N - 2) — 1)
= 2-length(h) - length (a,) (1 + o(1))

~ O(length (a,))

=
IN

5.4.3 Tabellen

Tabellen zu den Koeffizienten hiund g, sowie Abbildungen zu den Mutterwavelet- und
Skalierungsfunktionen s. /1/, /2/, /8/. Aus diesen Publikationen wurden beispielhaft
einige Daten und Darstellungen iibernommen:

Beispiel 5.10 DAUBECHIES-Wavelets:
Bei N =1 entsteht das HAAR-Wavelet. Fs gilt folgende Koeffiziententabelle:

hi N=1 N=2 N=3 N=4 N=5
1-+/3
0| 1/v2 0.332671  0.23037 A
/ ™, 8  0.160102
3-43
1| 1/4/2 0.806892 0.7
/ Yo 14847  0.603829
34+4/3
2 0.459878  0.630 ;
w5 881  0.724309
1++/3
3 -0.135011 -0.027 .
YW 5 984  0.138428
4 -0.085441 -0.187035 -0.242295
5 0.035226  0.030841 -0.032245
6 0.032883  0.077571
7 -0.010597  -0.006241
8 -0.012581
9 0.003336
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DAUBECHIES-Wavelet
L_Q 2u N =2

’ \ : DAUBECHIES-Skalie-

: — " {
l \\Q/J ' rungsfunktion zu N = 2

Beispiel 5.11 MEYER-Wavelet, Tabelle der Koeffizienten:

k | hp=h_y k| he=h_yg
0 748791 16 | —.000329
1 442347 17 .000061
2 | —.039431 18 .000333
3 | —.127928 19 | —.000231
4 033278 20 | —.000059
5 057120 21 .000174
6 | —.024807 22 | —.000115
7 | —.025310 23 | —.000027 | _
8 .016000 24 .000115
9 .009538 _ 25 | —.000067

10 | —.008556 26 | —.000028

11 | —.002451 27 .000066

12 003416 28 | —.000040

13 .000058 29 | —.000015

14 | —.000647 30 .000046

15 000225 31 | =.000027
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Beispiel 5.12 BATTLE-LEMARIE-Wavelet fiirn = 3 :

Koeffiziententabelle:
r | W¥=hf. r | h¥=h¥
2 766130 17 —.000927
3 433923 18 .000560
4 —.050202 19 .000462
5 —.110037 20 —.000285
6 .032081 21 —.000232
T .042068 22 .000146
8 —.017176 23 .000118
9 —.017982 24 —.000075
10 .008685 25 —.000060
11 .008201 26 .000039
12 | —.004354 27 .000031
13 | —.003882 28 —.000020
14 .002187 29 —.000016
.15 .001882 30 .000010
16 —.001104 31 .000008

~ t N — T
- -2 1/2 3 4
SEY BATTLE-LEMARIE-
Wavelet zu n = 3
2l
é
054 BATTLE-LEMARIE-
Skalierungs-
.. | P o S funktion zun =3
-2 LW AR IR W o




6 Anwendungen

Ziel der Signalverarbeitung: aus dem Signal s € Ly(R) Informationen zu extrahieren,
z.B. das Auftreten

e vordefinierter Muster,
e periodischer Anteile,
e von Spriingen und

e von UnregelmifBigkeiten.

Die Wavelettransformation ist gut, wenn die gesuchten Phinomene Multiskalenstruk-
tur besitzen, wie z.B. Kanten Spriinge, lokal variierende Differenzierbarkeitsordnungen,
usw., die sich durch das asymptotische Verhalten an den Unstetigkeitsstellen erkennen
lassen. Das ist ein grofler Vorteil gegeniiber der Fouriertransformation, die diese Phi-
nomene iiber R ,,verschmiert”.

6.1 Vorbereitungen
In der Praxis liegen diskrete Werte eines gemessenen Signals vor:
sy = s(kh); ke€Z, h>0: Abtastrate.

Es ist giinstig, h = 27 zu wiihlen.

1. Anpassung an die Wavelettransformation: B
Interpretation der s, als Entwicklungskoeffizienten einer Funktion f nach der

Skalierungsfunktion, da ¢;, = 279 ¢ (% — k) eine ONB in V; bilden:

F&)=> swph 't —k)=> s(kh)¢ (% - k) mit h=2.  (6.1.1)

keZ kEZ

Wir benotigen aber Entwicklungskoeffizienten fiir eine Entwicklung in Vj, be-
rechnet aus sy.

85
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1. Moglichkeit: Benutzung spezieller Quadraturformeln fiir agr = (f, ¢or)p, (®) -
2. Moglichkeit: Man kann zeigen /7/:

f(kh):%/]Rs(t)¢(%—k>dt:sk+0(h),

R), [.o(t)dt=1, f=f(t)gilt(/2/,S. 203). Mit der Sub-
und ¢ = hx ergibt sich dann aus (6.1.1):

sofern s € C!
stitution x =

S+~

F() = Fha) = Y seo(s — ) € Vo

keZ

Damit diirfen als Eingangsdaten fiir die Wavelettransformation sofort die Mess-
werte {sx} benutzt werden!

. Darstellung der Ergebnisse der Wavelettransformation:

z. B als Skalendiagramme (wie in /3/). Um diese richtig interpretieren zu kénnen,
sind folgende Vereinbarungen notig:
a) Tauschen der Achsenrichtung fiir a

b) Vertauschen der Groflen: a=s; b=a

c) Einftirben von Rechtecken der a—b—Ebene entsprechend der Griflie der zugeho-
rigen Koeffizienten. Ist das Mutterwavelet um g herum konzentriert, bedeutet ein
grofler Waveletkoeffizient d}*, dass bei f in der Umgebung der Stelle (4 hk)2™ in
der Skala 2™ ein signifikantes Detail der Grofle h2™ aufgetreten ist. Damit gehort
zum Koeflizienten d* ein Rechteck der Breite h2™ um die Stelle (p + hk)2™.
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Bsp.: Skalendiagramm iiber 4 Stufen /3/:

T T T T

I 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

! | | £
0 50 100 150 200 250 300 350 400

3. Auswahl: kontinuierliche Wavelettransformation (KWT) oder schnelle
diskrete Wavelettransformation (SDWT)
Diese Frage steht iiberhaupt, weil bei der Diskretisierung der Ebene mit dem
logarithmischen Gitter die Translationsinvarianz der KW' verloren geht, denn
die Gitterpunkte (2™, n2™) gehen i.Allg. bei einer Translation nicht in andere
Gitterpunkte iiber.
Die numerische Berechnung der KW'T' erfordert groflien Rechenaufwand, es miis-
sen auch Integrale aus den Skalarprodukten mittels Diskretisierung berechnet
werden.
Wenn eine vorgegebene Abtastfolge f(nh), n € Z vorliegt, ist es sinnvoll, die
Translationsinvarianz nur zu Vielfachen von h zu fordern.
~  Diskretisierung (@, b,) = (sm,nh); n € Z; s, beliebig
~  Anwendung von Quadraturformeln
v feines Rasterbild
Der direkte Vergleich von KWT und SDWT ergibt:

KWT SDWT
hoch Rechenaufwand gering
ja Translationsinvarianz nein
leicht Interpretierbarkeit schwierig
leicht, aber sehr ~ Ausdehnung auf mehrere Dimensionen  schwierig, aber
hoher Aufwand bereits erfolgt

Um diesem Auswahlproblem zu entgehen, hat man eine ,,Mischform” konstruiert:
den ,Algorithme & trous”, der Vorteile beider Wavelettransformationen verbin-
det. Er ist relativ schnell: Bei einer Signalléinge von N muss die SDWT 2N Ko-
effizienten berechnen, der ,,Algorithme a trous” 2/N.J Koeffizienten, wenn iiber J
Stufen transformiert wird. Die Skalendiagramme sind ,kontinuierlich” beziiglich
t und besser interpretierbar als solche der SDWT /3/.
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6.2 Datenkompression

Die Datenkompression ist die erfolgreichste Anwendung der Wavelettransformation,
sie funktioniert aber auch mit der Fouriertransformation oder mit der Cosinustransfor-
mation. Die Datenkompression ist dringend erforderlich zur Echtzeitiibertragung oder
Speicherung von Bildern. Es werden deshalb sehr hohe Anforderungen bzgl. Rechenzeit
und Speicherplatz gestellt. Die Beurteilung erfolgt anhand der Kompressionsrate k :

Speicherbedarf des Originals

- Speicherbedarf der komprimierten Datei

Technische Details:

e Ein digitalisiertes Schwarz-Wei-Bild entspricht einer (n,n)—Matrix aus Grau-
werten des Bildes im jeweiligen Pixel.

e Farbbilder entsprechen 3 Bildern fiir die Farben rot, blau und griin. Es wird eine
Transformation in Helligkeit und 2 Farbwerte vorgenommen, da Helligkeitsab-
weichungen vom Auge sehr genau registriert werden, Farbunterschiede hingegen

weniger.
e Prinzip:
Transformation Quantisierung Entropie-
Codierung
. \
f <— wr, Fr, P (0) ey P IrreversnPler > (¢,)ics | Erzeugung
Cosinustransf. Informations- einer moglichst
verlust!! kurzen Bitfolge

Zur Transformation:

Bei Fourier- und Cosinustransformation muss zur Aufléssung von lokalen Details das
Bild vorher in Teilbilder zerlegt werden, da Sinus- und Cosinusfunktionen einen un-
beschrinkten Triiger haben. Die Grenzen der Teilbilder bleiben meist nach der Riick-
transformation mit groflem £ sichtbar.

Bei der Wavelettransformation kann man die zweidimensionale Wavelettransforma-tion
nutzen. Dann ist keine Zerlegung in Teilbilder notig. Gebréuchlicher ist aber der Einsatz
von Tensorwavelets. Dabei werden Zeilen und Spalten mit eindimensionalen Algorith-
men transformiert. Es entstehen Folgen von Matrizen mit den Zerlegungskoeffizienten
der jeweils halben Dimensionslinge, so dass die Speicherung in place erfolgen kann.
Problematisch ist die Auswahl der Wavelets, da diese von der Struktur des Signals
abhéingt. (Schema s. Folie)
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Zur Quantisierung:

Die einfachste Art der Quantisierung ist die uniforme skalare Quantisierung. Sie ent-
spricht dem Runden auf ganzzahlige Vielfache vom Quantisierungsschritt /A > 0. Ver-
wendet man ,,Quantisierungstableaus”, so sind diese wesentlich fiir die Qualitdt der
komprimierten Bilder verantwortlich. Bei der Riicktransformation entsteht hier der

Fehler, der sich in approximierten Signalwerten &uflert. Mafle dafiir sind H f— f” bzw.

2 N—1 2
Hf - f” = kz;]\ck — | oder MSE (mean square error) = % sz) fx — fr| , wobei
S =
f — f als Quantisierungsrauschen bezeichnet wird. Wenn M die erlaubte Ausdehnung

des Wertebereiches von f ist, dann gilt fiir das in Dezibel gemessene Verhéltnis MLSZE

NM?

e, — il
keJ

PSNR = bzw. PSNR = 10log,,

M
10 loglo M—SE

(PSNR: Peak Signal to Noise Ratio) bei einer Abtastung mit N Werten, h = 1.

Zur Entropie-Codierung:

Es werden z.B. Huffman-Codierung oder die Lauflingencodierung benutzt, um mog-
lichst nahe an die optimale Bitlinge heranzukommen.

Beispiele von Originalen und kompromierten Bildern s. Folie (/2/).

6.3 Denoising - Rauschunterdriickung

Denoising mit der Wavelettransformation liefert die besten Ergebnisse mit dem ge-
ringsten Aufwand. Analog zu oben wird statt einer Quantisierung Thresholding durch-
gefithrt (Nullsetzen kleiner Waveletkoeffizienten). Die Riicktransformation liefert dann
das weniger verrauschte Signal. Um gute Ergebnisse zu erzielen, miissen folgende Vo-
raussetzungen erfiillt sein:

e Der Rauschpegel Hfm“SChH ist klein im Verhéltnis zu H f“’“’”"H .

e Das wahre Signal ldsst sich in der neuen Basis durch wenige Koeffizienten gut
darstellen und ist damit gut komprimierbar.

e Das Rauschen ist in dieser Basis nicht gut komprimierbar. (Weifles Rauschen wird
durch keine ONB komprimiert.)

Im Wesentlichen gibt es 2 Varianten fiir das Thresholding:
1. ,Hard Thresholding”:

S 0 fiir || <7
L sonst
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2. ,Soft Thresholding”:

o 0 fir || <7
M sgnler) (x| —7) sonst

Fiir die Festlegung von 7 ist ein statistisches Modell fiir das Rauschen erforderlich, z.B.
wird weiles Rauschen mit der Standardabweichung o benutzt:

fe = " + ogr,  gr: Werte von N(0,1), k=0,..N —1.

Damit ergibt sich als Schétzung fiir 7 und fiir o :

T = ky2In(N)o; k=0(1)
Median der Betrige der Waveletkoeffizienten
0.6745

Q

o
Anwendung des Denoising:

e Klidrung von Tonsignalen
e Spracherkennung

e Datenvorbereitung fiir inverse, schlecht konditionierte Probleme, z.B. bei der
Computertomografie oder bei Wirtschaftsdaten....

Beispiel 6.1 Klirung eines verrauschten Signals /3/:

Original

0 'WWW"* MWW Verrauschtes

e - Signal, 0 = 0.3
0 | 2 3 4 5 6
5 — T
0 o P P TRTTR oWl R Attt _w__._w_
SEEE aE Waveletkoeffi-
-5 L i L L 3 y J—
0 100 200 300 400 500 600 Zlenten’ K=1

Es qilt: K = % mit der Kompressionsrate k.
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Hard Thresholding Solt Thresholding (Schrumplung)
4 4
2 5
K=0.2 N
0 A 0
-2 |
20 =1 =2 |
0 2 -4 [ 0 2 4 f
4 ] __H
2 2
K=0.4 i
1] 0 prtft—
-2 .

0 2

4 1]
4 E 4 )
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2
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0 0 ]
; /\/\/\1—{
) 2 s 6 >
4 - 4 :
2 a3
K=1.0 o - h“l o
[ = e 0
; uf\ .| Vi
1] 2 4 (1] :

6.4 Merkmalserkennung

Die Merkmalserkennung findet vielseitige Anwendung in der Medizintechnik z.B. zur
Auswertung von EKGs, EEGs, Dopplerultraschalluntersuchungen, Elektrogastrogram-
men, Phonocardiogrammen, usw. Vergleiche mit der Fouriertransformation, der gefens-
terten Fouriertransformation, der Wignerdistribution, u.a. bringen stets das gleiche Re-
sultat: Die Wavelettransformation liefert die besten Ergebnisse. Der Grund dafiir liegt
in der Instationaritéit der biologischen Signale. Es sind im Wesentlichen periodische
Funktionen mit Kurzzeitstorungen, wobei die Periode wechseln kann und ein hoher
Grundrauschpegel vorliegt. Gesucht sind i. Allgemeinen kurze Peaks im Signalverlauf,
die u.U. hochenergetisch sein kénnen und sich in unregelmifligen Abstéinden wiederho-
len. Probleme liegen in der Abgrenzung vom Grundrauschen, in der Abgrenzung von
ghnlichen Signalanteilen und in der Abgrenzung von Artefakten.

Beispiel 6.2 EKG /2/
Es werden u.a. folgende Fragestellungen untersucht: Ist der Herzklappenrhythmus syn-
chron zu dem des Hauptherzmuskels? Ist der Hauptmuskel entspannt zwischen den Kon-
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traktionen? Wenn nein, so ist das ein akutes Warnzeichen fiir den plitzlichen Herztod.
und andere schwere Herzkrankheiten. (Bild s. Folie)

Beispiel 6.3 EEG /6/

Bei der Auswertung von EEGs werden epileptische Spikes gesucht. Das sind kurze
energiereiche Ausschlige (spikes), gefolgt von langen flachen Wellen (waves). Diese
epileptischen Spikes sind auch zwischen den Anfillen vorhanden und werden zur Di-
agnose genutzt.

Als Signal wird eine elektrische Spannung aufgenommen. Die Energie des Signals ist
proportional zu ||f||, und es gilt nach PLANCHEREL:

T /\f(t) 21 — %//‘m

~ Z llQ Z |Clk|2-
l k

2
dadb

(Bild s. Folie)

Beispiel 6.4 Zuverlissigkeit von Zahnradgetrieben /5/

Das Problem besteht in einer optimalen Instandhaltungsstrategie, um die Zuverldissig-
keit der Zahnradgetriebe zu garantieren. Die griofste Fehlerquelle und damit der Dia-
gnoseschwerpunkt sind die Zahnrdder. Fs wird eine Analyse des vom Getriebe ver-
ursachten Schwingungssignals vorgenommen. Der Weg dazu ist lang und fiihrt tber
die Stationen rotorsynchrone Signalermittelung, Bildung von residuellen Signalen zur
Rauschunterdriickung und Unterdriickung anderer periodischer, aber nicht rotorsyn-
chroner Signalanteile zur Analyse mittels KWT und dem Morlet-Wavelet und zu einer
benutzerfreundlichen Drehwinkel-Ordnungs-Darstellung. (s. Folien)

Es gibt noch viele weitere Anwendungsmoglichkeiten fiir die Wavelettransformation,
z.B. zur Kantenerkennung in Bildern, zur Fehlersuche in Geweben und Gewirken, zur
Bildauswertung bei der Mammografie, fiir effektive Speicheralgorithmen, in der Breit-
bandkommunikation, .... In der Mathematik wird die Wavelettransformation u.a. auch
fiir Galerkinverfahren zur Losung von Randwertaufgaben fiir partielle Differentialglei-
chungen getestet.



