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1 Metrische Raume

Fine Menge beliebiger mathematischer Objekte mit gleichen Eigenschaften wird als
Raum bezeichnet.

Beispiel 1.1 R? = {z = (21, 25,23)" | x;€R; i=1,23}
* Menge von Punkten aus dem uns umgebenden Raum
* Abstand zwischen 2 Punkten ist definiert durch:

d(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — 12)* + (23 — y3)?

* Der Abstand ist real messbar (Lineal) und stets nichtnegativ. Der Abstand wird nur
dann Null, wenn er zum selben Element gemessen wird. Der Abstand ist symmetrisch
und erfillt die Dreiecksungleichung.

* Der Abstand gibt uns die Moglichkeit, die Geometrie von Gegenstinden und ihre ge-
genseitige Lage zu beschreiben. D.h. die Abstandsfunktion legt eine Topologie im Raum
fest. R3 ist ein topologischer Raum.Die Abstandsdefinition ist nicht eindeutiq.

Ziel: Einfithrung einer Abstandsfunktion iiber allgemeinen mathematischen Mengen
(z. B. iiber Mengen von Funktionen, Folgen, geometrische Koper, Gleichungen,....)
die die im Beispiel genannten Eigenschaften besitzt. Die entstehende Struktur heifit
metrischer Raum (Menge und Abstandsfunktion). In solchen metrischen Réumen kann
nachfolgend eine Topologie und eine Analysis definiert werden.

1.1 Metrischer Raum und Abstandsfunktion

Definition 1.1 Fine nichtleere Menge X heifst metrischer Raum, wenn jeweils 2
Elementen x,y € X eine reelle Zahl so zugewiesen wird, so dass gilt:

1. d(x,y) >0, A dx,y) =0 <= x=y
2. d(x,y)=d(y,x) Vx,yeX
3. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) Vx,y,zeX

d(x,y) heifit Abstandsfunktion oder Metrik in X
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Folgerung 1.1 Verallgemeinerte Dreiecksungleichung

d(x1,%,) = d(x1,X2) +d (x2,%3) + ... +d(Xp-1,%,) VX1,X,..X, € X

Folgerung 1.2 |d(x,z) — d(y,z)| < d(x,y) Vx,y,z€X
Beweis:

d(x,2) <d(x,y) +d(y,z) ~ d(x2)—dy,z)
d(y,z) <d(y,x)+d(x,z) ~ dly,z)—d(x32)

Folgerung 1.3 Stetigkeit der Abstandsfunktion

IAIA

d(x,y)
d(y,x) = d(x,y)

ld(x,y) —d(X,y)| <dx,x)+d(y,y) Vx,x,y,yeX

Beweis:
d(x,y) < d(x,x') +d(x,y") +d(y',y)
d(x',y') < d(x',x) +d(x,y) +d(y,y’)
d(xy") y'

X d(x,y) y
Beispiel 1.2 X =R :d(x,y)=|x—y|] Vx,y€R
Beispiel 1.3 X =R? : d(x,y) = |21 — y1| + |22 — 1| Vx = (i;),y = (z;) € R?
Beispiel 1.4 X = M : beliebige nichtleere Menge; x,y € M

d(x,y) = { 0 falls w=y } . diskrete Metrik

1 sonst
Beispiel 1.5 X =R" oder X =C"
@) d(x,y) = ax | oyl

b) d(x,y) = (zm A|p>1/p fiir 1 < p < oo

Beweis M3:
a)
lzi —yil < |wi — 2] + |2 =yl Vi
< max |z; — 2| + max |zi — vil \%
1<i<n

IN

max |z; — lrgl§>;|wz—zz\+maX|zz yil
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b) Mit der Minkowskischen Ungleichung gilt:
n 1/p
o) = (i)
i=1
n 1/p n 1/p
< (Z |z — Zi|p> + (Z |2i — yi|p>
i=1 1=1

Beispiel 1.6 X— sei die Menge aller reell- oder komplexwertigen Zahlenfolgen
x={z}2, , y={ul,.

[e'e) l/p
0) dix.y) = (zrxi—y#) fir 1 < p < o0
=1

o0 (e}
firVxyy €X mit > |z’ <oo und > |y’ < o0
i=1 i=1
b) d(x,y)=sup |z — yi
(2
firv x,y € X mit sup | z;|< oo wund sup | y|< oo
i i
Beweis. der Dreiecksungleichungen:
a) Nach der Minkowskiungleichung gilt:

n 1/p
dx,y) = nhjgo Z’xi—y¢|p>
i=1

n 1/p n 1/p
< lim (Z |z; — z¢|p> + (Z |z — ?Jz‘|p>
=1 i—1

= d(x,z)+d(z,y)

das ist moglich, weil wir analog

n 1/p
d(x,y) = lim Z |z; —0+0— yi|p>
i=1

n 1/p n 1/p
< lim (Zm]p) + (Z ]yilp) < 00.
i=1 i=1
erhalten.
b)
|z —yil < Jw— 2]+ |z — il
< sup|x; — 2| +sup|z — yi

3 3

sup |7; — y;| < sup |z — 2| +sup |z — i

K3 3 3
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und analog zu a):

< d(x,0) +d(0,y)
< sup |@y| +sup |yi| < oo,

Beispiel 1.7 X = Cla,b] :  Menge der auf [a,b] stetigen reell- oder komplexwertigen
Funktionen tiber dem Intervall |a, b

d(f,g) = max | f(t) —g(t)| firbel. f,ge€ Cla,b

a<t<b

Beweis. der Dreiecksungleichung:

£(1) — g(t)] £(t) —h(t)] + [h(t) —g(t)] vt € [a,]

max [f(t) — h(t)] + max [h(?) — g(*)]

t€la,b]

IA N

IN

ax |f —
tem[afg]l g|

d(f,g)

max |f — h| + max |h — g|
tela,b] te[a,b]
d(f,h) +d(h,g) Vh(t) € Cla,b

IA

f,g,h

Beispiel 1.8 X— Menge aller reell- oder komplezwertigen Funktionen f(t), die auf
b
einem beliebigen Intervall (a,b) definiert sind, wobei gilt: [ | £ (t) ['dt < oo.

a

b 1/p
V f,g €¢X
i = (f1e0-e@ra) I8
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Mit der Ungleichung von MINKOWSKI kann die Giltigkeit des (M3) Azioms gezeigt
werden:

1/p b 1/p
/|f D Pt /|f Dpa| 4+ /|h(t)—g(t) Pt

Damit ist X ein metrischer Raum.
Interpretation bei p = 1:

a

Das ist der absolute Betrag der Fliche zwischen den beiden Funktionen im Intervall

a, b].

1.2 Topologische Grundbegriffe

Definition 1.2 x, € X; Die Menge K.(x9) = {x € X | d(x,x¢) < €} heifst offene
Kugel mit dem Mittelpunkt xo und dem Radius € oder e- Umgebung von x,.

Definition 1.3 Die Menge A C X heifit offen, wennVx € A Jr > 0| K,.(x) C A.

Definition 1.4 Die Menge U C X heifit Umgebung von xq, wenn sie eine e— Umgebung
von Xo enthalt.
Diskussion einiger Beispiele von offenen Kugeln:

Beispiel 1.9 X =R; d(x,y) =[x —Y]
Offene Kugeln sind die offenen Intervalle (xg — €;Xo + €).

ya !

\
|\ ! )
Xy - € Xy X, t ¢
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Abbildung 1.1:

Beispiel 1.10 X = R?
a) d(x,y) = |v1 — 31| + |12 — 12

Kg(Xo) = {X = (.Il,xg)TE RQ | |l’1 — ZL’01| + |I2 — ZL’02| < 6}

Zur Interpretation nutzen wir die Gleichung |xy — xo1| + |22 — xo2| = €. Im 1. Fall
erhalten wir aus der Definition des absoluten Betrages

X1 —Tol+2To—Tge = €

xe = —x1+ (6 + zo1 + X02)

Das ist eine lineare Gleichung in x1 und xs.

A

X,
X+ E|-—---—-—-=z,
X |7 f +x, K
\ |
\ |
\ |
\ w |
e
‘ | ‘ >

Xp1 - € Xo1 Xpt € X,

b) d(x,y) = /(a1 — 1) + (@2 — 1)’

Kg(Xo) = {X = (.131, JIQ)TE RQ | (Il — ZL’01)2 + (IQ — .1302)2 < 6}

Das ist das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt xo und dem Radius r = €.
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Beispiel 1.11 X =C[a,b]; d(f,g) = max |£(t) — g(t)|

a<t<b

K.(f) = {f(t) € Cla,b] | grél?g)%\f(t) —f(t)| < 6} ~ () —fo(t)] <e VYt € [a,b

fw 1 £,0)+ ¢

/__/ f.(0)
(,Q_///ﬁnm-s

\

Satz 1.1 Die Vereinigung ,\ULA)‘ beliebig vieler offener Mengen Ay, \ € L ist die eine
=
offene Menge.

Beweis. Let A be the union A = )\ULA,\ and x € A. ~ J)o | x € Ay,
S
Ay, isanopenset. n Ir>0| K, (x) CA, CAm

Satz 1.2 Der Durchschnitt .61/11 endlich vieler offener Mengen {A;}}_, ist offen.

Beweis. Es sei A = 6114@- undxeA ~ xeA;1=1,2,....n

~ Jr; >0 | Kri(x)éAi; i=1,2,...,n

r= 1r£1i<n r; > 0, da das Minimum {iiber eine endliche Menge gebildet wird.

~ KX CcA;i=12..,n n~ KX CAm=
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Bemerkung 1.1 Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen ist i. Allg. nicht
offen.

Beispiel 1.12 X = R; d(x,y) =[x — Y]
Av=(-%1+3); n=12.. = 'aAi = [0; 1] ist abgeschlossen.

Bemerkung 1.2 Der metrische Raum X sowie die leere Menge & sind stets offen.
(@ hat per Definition jede Eigenschaft.)

Definition 1.5 x( heifst innerer Punkt von A <= 3¢ > 0| K.(x9) C A
Bemerkung 1.3 FEine Menge A ist offen <= Vx € A sind innere Punkte.

Definition 1.6 Die Menge A C X heifit beschrdankt, wenn A ganz in einer Kugel
K.(y) mity € X und 0 < r < oo enthalten ist.

Satz 1.3 Die Vereinigung 'QAi endlich vieler beschrinkter Mengen {A;}! | ist be-

schrankt.

Beweis. Es sei A = -@1’41" — Ay | ACK,.(yi); i=1,2..,n
a = maxd(y;,yi—1) < 0o. Wir definieren y = y; und wihlenein beliebiges x € A.

2<i<n
0.B.d.A. folgt aus x € A,
d(X7 Y) = d(X, Y1)
< d(x,yn) + d(yn, Yn-1) + -+ d(y2, y1)
< rn + (n—1)a<oo. ~n
X &€ Kr<y = Y1)
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Bemerkung 1.4 Die Vereinigung beliebig vieler beschrinkter Mengen ist i. Allg. nicht
beschrinkt:

Beispiel 1.13 X =R; d(x,y) =|x—y|
Ai=1li1+1); 1=0,1,2,... — UA; =1[0;00)

Definition 1.7 xq € X heifit Hiufungspunkt von A C X , wenn jede Umgebung von
xo mindestens ein X € A;  x # Xq enthdlt. Die Menge aller Hiufungspunkte von A
heifit derivierte Menge A™.

Definition 1.8 Die Menge A = AU A*  heifit Abschlieffung oder abgeschlossenen
Hiille von A.

Definition 1.9 Die Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn AT C A.
Definition 1.10 Die Menge B heifit dicht in A, wenn BC A A B=A.

Beispiel 1.14 X =R :d(x,y) = |x —y|

a) A=[0;1] :

A= AT = A; Alle Punkte von A sind Hdiufungspunkte.
b) B=(0;1):

B C B*=B=10;1 = 4;

¢)C={:|neN; n#0}

Der einzige Héiufungspunkt ist xo = 0: C = {0}
C ist nicht abgeschlossen wegen C* ¢ C.

C st nicht offen in R.

d) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist dicht in R.

Bemerkung 1.5 Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler
abgeschlossener Mengen von X sind stets wieder abgeschlossen.

Bemerkung 1.6 Die leere Menge und X sind selbst wieder abgeschlossen.

Bemerkung 1.7 Die Teilmenge A eines metrischen Raumes ist abgeschlossen <=
B =X\ A ist eine offene Menge.
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1.3 Konvergenz und Vollstindigkeit

Es sei X ein metrischer Raum mit der Abstandsfunktion d(x,y), x,y € X.

Definition 1.11 Eine Folge {x,} -, C X heifst konvergent, wenn ein Element
xg € X ewistiert, mit lim,, o, d(x,,Xo) = 0. Xg heifst Grenzwert der Folge.

Man schreibt: lim,,_,. X, = Xo oder x,, '— Xo bzw. in § — e—Notation:
Ve >0 3ng(e) | d(xn,X0) <& Vn > no.

Satz 1.4 Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir nehmen an, dass xq, yo Grenzwerte der Folge {x,}2°; sind und x¢ # yo
gilt. ~
0 < d(x0,y0) < d(X0,%n) + d(Xn, yo)

Fiir n — oo erhalten wir d(xg,yo) = 0, Widerspruch! =

Beispiel 1.15 X =R", d(x,y) = \/(ijbzl(gcZ —i)?) :

i 7

limy, oo xF =x% xF = : xV = :
k 0

xn xn

— d(x"x") = \/<Zj_1(xf - x?)2> i)

= (F—a92"=0 vi

(]
k—o0 .
= 2F"0a0 Vi
Konvergenz im Fuklidischen Raum ist koordinatenweise Konvergenz, was dquivalent zu
Konvergenz aller Komponenten ist.

Beispiel 1.16 X =Cla,b], d(x,y) = max|x(t) —y(t)]:

a<t<b
klim xXi(t) = x0(t) <= d(xx,%0) = n<1?<xblxk(t) — Xo(t)] "0
A Ye>0 3dngle) e N| |xx(t) —xo(t)] <& Vk>ngle), Vté€]la,b
~  ng(e) ist unabhdngig von t.
Die Konvergen einer Funktionenfolge in Cla,b] ist die gleichmdifige Konvergenz beziig-
lich t.
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1

Beispiel 1.17 X =Cla,b], d(x,y) (f |x(t) |pdt> ;. p>1, fest:

k—o00

lim x4 (t) = xo(t) <= d(xx,X0) (/ |xx(t) — xo(t ‘pdt> | =20

Diese Konvergenz heifit Konvergenz im p-ten Mittel Wenn p = 2 qilt, dann spricht
man von Konvergenz im quadratischen Mittel.

Bemerkung 1.8 A CX; x¢€ A+ 3{x,}>, C A mit lim, . X, = Xo

Definition 1.12 Cauchyfolge
Eine Folge {x,} -, C X heifst Cauchyfolge, wenn
Ve >0 dngle) | dXnxm) <e VYn,m>ng(e), d.h. limy,m—oeo d(Xn, Xm) = 0.

Satz 1.5 Jede in X konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Angenommen {x,}, ., konvergiert und ¢ > 0:
N IxgeX, ngeN, ng>0|dxn, %) <5 A d(Xp,Xo) <
A d(Xp, Xy) < d(Xp,Xo) + d(X0,Xm) <& VYn,m >ng

5 Yn,m >ng

Bemerkung 1.9 Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allg. nicht! D.h. nicht jede
Cauchy-Folge muss in einem beliebigen metrischen Raum gegen ein Element des Rau-
mes konvergieren.

Beispiel 1.18 X = (0;1); d(x,y)=|x—Y]|
Wir wihlen x, = ~ : {x,},=; Das ist eine Cauchyfolge in X, mit no(e) = [2] +
1, Ve >0. (In eckigen Klammern wird der ganze Anteil der Zahl angegben.).

N
1 1

n m

2
< —<e Vn,m>ny,

d(Xp, Xpm) = S

aber der Grenzwert xo = 0 ist kein Element von X. = {x,}.., ist nicht konver-
gent in X entsprechend Definition.

Definition 1.13 FEin metrischer Raum X heif$t vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
aus X gegen ein Element von X konvergiert.

Beispiel 1.19 X =R", d(x,y) = /(O (@ — y;)?) ist vollstindig:
X=R", mit d(x,y) = /(O (x;i — y;)?) ist vollstindig:
Sei {x*}% | eine Cauchyfolge in R™ ~

Ve > 0 3ng(e) | d(x"x) = \/an(acf —2)2<e Vkil>ng ~

}xf—x” < e Vki>ny N 1=12,...n
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~  {ak}e st eine Cauchyfolge in R Vi. R ist vollstindig.
~ 3 der Grenzwert 2 € R fiiri=1,2,..,n

2
~ 3 der Grenzwert x° = : cR"

1’3

Beispiel 1.20 X =C|a,b], d(x,y) = max|x(t) —y(t)| ist vollstindig.

a<t<b
Der Beweis besteht aus 3 Teilen : o
1) Wir konstruieren ein Element xo(t) das der Grenzwert einer Cauchyfolge sein kann.
2) Wir zeigen, dass xo(t) der Grenzwert der Folge ist.
3) Wir beweisen: xq(t) € Cla,b].

1) Es sei {xx(t)}32, eine Cauchyfolge.in Cla,b] ~
Ve > 0 3dng(e) | d(xn(t),xm(t)) = £?§,|Xn(t) —xn(t)] <e VYn,m>ng
N xu () = xp(t)] <e VYn,m >mny, Vi€ a,b
t sei beliebig, aber fest gewdhlt. ~  {xx(t)}3>,; C R und
Ve >0 dngle) | |xu(t) —xm(t)] <& Vn,m > ng
bedeutet, dass {xy(t)}32, eine Cauchyfolge in R ist. R ist vollstindig.

n—oo

N x(t) = xe(t) Vtela, b (%)
~ xo(t) ist eine Funktion iber dem Intervall [a, b].
2) Aus (%) folgt
X () — Xpyi(t)| <& Vn>ng,keN Vitela,b].
Fiir k — oo erhalten wir
1xn(t) —%o(t)| <e Vn>ng Vte]a,lb].
~ xk(t) 152, ist geichmaflig konvergent auf |a,b]. Der Grenzwert ist Xo(t).

3) Zu zeigen ist: xo(t) ist eine stetige Funktion.
X, (t) ist stetig. Das heifst:

Ve>0 35>0| |x.(t) —xn(to)] <e VteE|a,b];|t —1to] <6
und wir erhalten

[%o(t) = Xo(to)| < |x0(t) = %n ()] + %0 (t) = Xn(to)] + [xn(to) — X0(to)]

3e V|t—t0| <0

IA A
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~ xo(t) € Cla,bl.

f(t) o

x,(t)
X,(®
XO(to) ’

Xo(D)

Beispiel 1.21 X =Q : Die Menge der rationalen Zahlen mit d(x,y) = |x —y| ist
nicht vollstiandig:
Gegenbeispiel: {Xn = (1 + %) }
stant)

C Q is Cauchy, but limx, = e ¢ Q (Euler’s con-

n=1

Beispiel 1.22 X =C[0,1], d(x,y) (fo |x(t) \2dt> ist nicht vollstindig:
Gegenbeispiel: Wir betrachten die Folge {x,(t )}n:1 :

n'3 for t<1
xn(t) = { =3 for t>1

1
X, (t) st stetig auf [0,1] fir alle n wegen lim t~1/3 = (1)75 = n3. Der Grenzwert von

t—1/n
{xn(t)}2 ist

W=

Xo (t) =1
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denn mit (%): (a —b)* = a® — 2ab+ b® < a® + b fiir a,b > 0. erhalten wir

(d (%n, x0)) = / %a(t) — xo(t)|2dt

1/n
0

(x) [Ln
S/ (n2/3+t’2/3) dt
0

1/3
— n2/3.l+3(l>
n n

= 4p713 "0
Aber xo(t) ist nicht stetig auf [0,1].
f(t) A
n 1/3 1 |
|
!
!
|
|
| w3
|
| .,
1/n 1 t

1.4 Kompakte Mengen

Definition 1.14 X sei ein metrischer Raum mit dem Abstand d(x,y). Die Menge

A C X heif$t relativ kompakt, wenn jede Folge {x,}, -, C A eine konvergente Teilfolge
{X;L}Zozl enthdlt mit lim,_..x, = x € X.

Definition 1.15 Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede Folge {x,} .., C A
eine konvergente Teilfolge {x’n}:}:l enthdlt mit lim, ...X, =x € A.

Bemerkung 1.10 A C X ist kompakt <= A C X ist relativ kompakt und abge-
schlossen.
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Beispiel 1.23 X =R mit d(x,y) = |x—y| : Jede beschrinkte Menge A C X ist relativ
kompakt.

Fiir jede beschrinkte Teilmenge A C X kann man ein abgeschlossenes Intervall I =
[a,b] mit A C [a,b] = I finden.

Aus einer beliebigen Folge {x,}5°; C A wihlen wir eine Teilfolge {X,,} durch sukzessive
Intervallhalbierung in der folgenden Art und Weise aus:

Im n-ten Schritt wdhlen wir X,, aus der Hilfte des Intervalls, in der die Anzahl der
Folgenelemente unendlich ist.

b—a
n
{Xn} ist eine Cauchyfolge in R

d(Xn, Xpm) <

for m>n

IxeX| limx,=x

n—oo

A C X ist relativ kompakt

I

Beispiel 1.24 X =R", d(x,y) =/, (i — v:)?):
Jede beschrinkte Menge A C X ist relativ kompakt.

7"
A C X sei beschrinkt und {x™}>°_, C A sei eine beliebige Folge mit x™ =
Ty
Dann gibt es ein Element x° fiir das gilt d (x°,x™) < M < oo Vm.
— o) -2l | <M i=1,2,..n
= {x]"}o°_, ist beschrinkt in R, i=1,2,...n
und aufgrund des vorherigen Beispiels existiert eine Teilfolge {X™} C {x"} mitx* "=
Xi’ Z: 1727...,n.
Ty
— X" "2 x= : eR"
T

n

= A C R" ist relativ kompakt.

Beispiel 1.25 X =C|a,b], d(x,y)= n<1?<xb|x(t) —y(t):
Sei A C X beschrinkt und abgeschlossen

max [x(f)| < M <oo Vx(t) € A

a<t<b
Sei A C X gleichgradig stetig. Aus
Ve>0 3(e) >0 |t—s| <o folgt |x(s) —x(t)] <e Vx € A
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= A ist in X kompakt (Satz von Arzela-Ascoli)
Beweis: s. [3, S.08ff]

2 B A={x(t) | [x(t)] < My; |2 < My; a<t<b}
~ A ist beschrinkt und abgeschlossen

N MWS = |x(s) —x(t)| < My|s —t|

~ A ist gleichgradig stetig

~ A ist kompakt

Folgerung 1.4 In einem metrischen Raum ist jede relativ kompakte Menge beschrdnkt.
Beweis. A C X sei relativ kompakt und unbeschrinkt.
= Hxp}rog CA|dXo,%x,) >n

Wegen der relativen Kompaktheit von A muss es aber eine konvergente Teilfolge geben.
Widerspruch! =

Folgerung 1.5 Aus der Beschrdnktheit einer Menge folgt i. Allg. nicht die relative
Kompaktheit!

Beispiel 1.26 A =X =1,[0,1], d(x,y) \/fo |x(t) — y(t)]2dt
A = {gn(t) = sin(nmt)},~,

d(gn, 8m) = \/0 |8n(t) — gm(t)|?dt

= \//0 |sin(nmt) — sin(mmnt)|2dt

= \/ /0 (sin®(nmrt) — 2sin (nwt) sin(mat) + sin®(mrt)) dt

Y R .
= /5 - =

(0.g,) — \/ /O lsinQ(mﬁt)dt:\/g Vm

A is bounded, but not sequentially compact.

Nebenrechnung
[ sin®(nrt)dt = [ sin®(u)® = 2 (u — sinu - cosu) + C

= 5 (nmt — sin (mrt) cos ((nm )))
0) =

= fo sin®(nmt)dt = 51— (nw —

N =
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Beispiel 1.27 X: Menge der Zahlenfolgen {x;}32, mit Y i, |z:|* < oo und
- 1

d(x,y) = (322, o — wil*)?

A sei die Einheitskugel: A= {x e X | Y72 |z* <1}. ‘

A ist beschrinkt und abgeschlossen. Betrachten wir nun & = {El}cil C A mit

i=

T {o,...,o, 1 ,0,...}

Position 1
= d€.&)=V2 if i#]

Deshalb gibt es keine konvergente Teilfolge in & und die Finheitskugel ist nicht relativ
kompakt!

Satz 1.6 WEIERSTRASS

Es sei f : A — R eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge A C X.Dann
nimmt f ihre Extrema auf A an. D.h.3 x € A mit f(X) = mingea f(x) A IXe A
mit f(X) = maxxea f(X)

Beweis. (fir das Minimum,)

Wir setzen: o = ;relg f(x) und miissen Folgendes beweisen: 3 x € A | f(x) = «a.

Wir konstruieren nun die Folge {x,}:2, C A so, dass gilt f(x,) < a++; n=1,2,...
A ist kompakt = Es gibt eine Teilfolge {X,},—, C A, die gegen xo € A konvergiert
fiir n — oo.

f st stetig auf A, woraus fir n — oo folgt f(X,) — f(x). =

Satz 1.7 A C X sei kompakt. Dann existiert zu jedem fest gewdhlten'y € X ein Punkt
Xg € A, der zu'y den geringsten Abstand besitzt. xo heiffit Bestapproximation von'y in
A. (xo muss nicht eindeutig sein!)

L

Xo2

Beweis. Aus p = in£ d(x,y) dass es eine Folge {x,} -, C A gibt, fiir die gilt
xre

1
dy,x,) <p+—, n=12,..
n
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A ist kompakt = Es gibt eine Teilfolge {x, } -, C A, die fiir n — oo gegen xo € A
konvergiert.

d(y,xo) < d(y X,) +d(X,,x0) "= p

Andererseits gilt wegen xg € A
d(y,%o) > p

Folglich erhalten wir d(y,xo) = p und x, ist die beste Approximation. m
Zusammenfassung:

Der Kompaktheitsbegriff ist die Verallgemeinerung der Begriffe abgeschlossenes In-
tervall bzw. beschriinkte abgeschlossene Menge. Vergleich mit der Analysis: Auf einem
endlichen, abgeschlossenen Intervall nimmt eine stetige Funktion ihr Extremum an —-
Satz von Weierstrafl.

1.5 Operatoren

Die Verallgemeinerung des Funktionsbegriffes fithrt auf die Definition des Operators. Im
Weiteren seien X, Y metrische Réume mit d,(x,y) und dy(x,y) sowie A CX; B CY.

Definition 1.16 Fine Abbildung T : A — B, die jedem x € A eindeutig ein'y € B
zuordnet heifst Operator: Tx =y mit dem Definitionsbereich A.

Definition 1.17 Bildbereich von T: T(A) ={y € B | 3x € A mit T(x) =y}.
Beispiel 1.28 Lineares Gleichungssystem.:

a
(4 0 7) b —(23)<:>Tx—y mit x eR°, yeR* T:R°—R

Beispiel 1.29 Inzx =y <= Tx=y mitxec R yeR! T:Rt - R!

Beispiel 1.30 4x(t) = y(t) < Tx =y mit x € C'[a,b]; y €Cla, b];
T : Cta,b] — Cla,b] : Differentialoperator

Beispiel 1.31 Die Abbildung
b
Rx = / x(t)dt

definiert einen Integraloperator R, der von Cla,b] nach R abbildet:
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Beispiel 1.32 Die Abbildung

Sx(t) :/ F(t,s,x(s))ds; t€ |a,b]

definiert einen Integraloperator S, der von Cla,b] nach Cla,b] abbildet; F wird Kern
des Operators genannt.

Integral- und Differentialgleichungen sind ein weites Feld fiir die Anwendung der Ope-
ratortheorie. Sie waren ein Einstiegspunkt fiir die Entwicklung der Funktionalanalysis.

Definition 1.18 Der Operator T : A — B heifit
e surjektiv < T(A) =B
o injektiv <= T(x)=T(y) ~ z=y
e bijektiv <= wenn 7T surjektiv und injektiv.
Beispiel 1.33 X =Y =R, A=[a,b], B=]¢,d], T:ACX—B

A A A

d d d

a b a b a b

injektiv surjektiv bijektiv

v
v
v

Definition 1.19 Ist der Operator T : A — B bijektiv, so existiert der inverse Ope-
rator T~' : B — A, der durch T 'y =x <=  Tx =1y definiert ist.

Definition 1.20 Der Operator T' : A — B heifdt stetig im Punkt x, € A, wenn
Ve >0 36=06(xg,e) | dy(Tx,Txo) <e Vxe A mitd,(x,%x0) <0. Ist T stetig in
allen Punkten xo € A, so heifit T stetig auf A. Kann §(xo, ) auferdem fiir beliebiges
e unabhdingig von xy gewdhlt werden, so heifit T gleichmdfSig stetig auf A.

Folgerung 1.6 T gleichmdf$ig stetig heifit also:
Vxe A Ve>030=90(c) | d,(Tx,Ty) <e Vy e Amit d,(x,y) <6

Satz 1.8 X mit d.(x,y) und Y mit d,(x,y) seien metrische Riume, T:A C X — Y
sei ein stetiger Operator auf der kompakten Menge A, dann ist T auf A gleichmdfig
stetig.
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Beweis. Angenommen 7" ist nicht geichmiiflig stetig, dann findet man eine Zahl ¢y > 0
und Folgen {x,,}5°, C A, {y.}>>,; C A mit

1
Ay (X, ¥n) < " und dy (T, Tyn) > €0 (*).

A ist kompakt, woraus folgt, dass eine Teilfolge {X,, }5° , existiert, die mit n — oo gegen
ein Element x ausA konvergiert. ~

n—o0
0

~ Yy, — x. und T ist stetig ~

dy(TX,, Ty,) "= 0: Widerspruch zu (x)

Definition 1.21 FEine bijektive stetige AbbildungT : A — B , deren inverse Abbildung
ebenfalls stetig ist, heifft Homdoomorphismus. Zwei Mengen heiffen homdomorph,
wenn ein Homoomorphismus T : A — B existiert.

Beispiel 1.34 Kreis A = {(z,y) € R? | 2* +y* <12} und

Ellipse B := {(v,y) € R? | & + % < 1} sind homdomorph.Die Abbildung T lautet
dann:

T(x,y) = (;fc;gy); T:A—B

Q

a boundary point to boundary point y

2 o
x >

center to center

>
>

X

O
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1.6 Der Banachsche Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz ist von sehr grofler Bedeutung fiir z. B.

e Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir verschiedenste mathematische Proble-
me

e die Berechnung der Losung von Operatorgleichungen (s. Numerik)
Im Weiteren sei X ein metrischer Raum mit der Metrik d(x,y), A C X

Definition 1.22 Sei A abgeschlossen. Die Abbildung T : A — A heifst kontrahie-
rend, wenn gilt d(Tx,Ty) < qd(x,y) mit ¢ <1 Vx,y € A.

Satz 1.9 Banachscher Fizpunktsatz (FPS)

Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raumes X, die
durch den kontrahierenden Operator T in sich abgebildet wird. Dann hat die Fixpunkt-
gleichung x = Tx genau eine Losung x* € A, den Fixpunkt von T.

Die Folge {x,} ~, mit xo € A, xn41 = Tx,, konvergiert fir jedes xo € A gegen x*.
Es gelten die Fehlerabschdtzungen:

e a priori : d(x,,x*) < %d(xo,xl)

e a posteriori : d(x,,x*) < ﬁd(xn,xn,l).

Bemerkung 1.11 Die Satzvoraussetzungen lassen sich abschwdchen, was zu Verall-
gemeinerungen des Banachschen FPS fiihrt.

Bemerkung 1.12 Es gibt weitere Typen von FPS mit dhnlichen Aussagen, z.B. den
FPS von Schauder (RWP von DGI) oder den FPS von Kakutani (Okonomie). Sie sind
i. Allg. auf spezielle mathematische Hintergriinde abgestellt.

Beweis. Hilfsrechnung: xq € A; x,.1 =Tx,

d(xm Xn+1) = d(TXn—lu Txn) S qd(xn—h Xn)
qd<TXn727 TXTL*I) S q2d<xn72; Xn—l) = ...
qn_kd(xkaxk—i—l) for0<k<n

IN

Damit erhalten wir

d(Xp, Xp11) + d(Xpi1, Xpi2) + oo + d(Xntm—1, Xntm)

d(Xp, Xpt1) + A(Txp, TXp11) + oo + A(TXptm—2, TXpm—1)

(14+q+¢+ ... +¢" (%, Xns1)

I+ q+q" + .. +¢" )" d(xn, Xp11)

1—q™
l—gq

d(Xn, Xn+m)

VAN VAN VAR VAN

" Fd(xp, Xpp1) for 0<k<n; m>1 (%)
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A) Existenz: Aus (x) folgt

klim d(Xp, Xptm) =0

~ {x,}.~, ist eine Cauchyfolge in A. A ist abgschlossen, A C X und X ist vollsténdig.
Damit existiert ein Element x*,fiir das gilt x* = lim,, o, X,.

d(x*, Tx") d(x*,x,) + d(x,, Tx")
d(x*,x,) + d(Tx,_1,TXx")

n—od

d(x*,x,) + d(x,-1,x") — 0

INIAIA

~N Tx* =x"
B) Eindeutigkeit: Annahme: 3x*, y* | x* # y* mit 7x* = x* und Ty* =y*. ~

d(x*,y") = d(ITx",Ty") < qd(x",y")
= q > 1: Widerspruch

C) Fehlerabschétzungen:
a posterior: Wir nutzen (x) mit £ =n — 1 und m — oc.
a priori: Wir benutzen (*) mit £k =0 und m — co. ®

Beispiel 1.35 Anwendung auf die Integralgleichung:

w(t) =X [VF(t,s,2(s))ds + f(t); a<t<b; AeR  (+)
unter den Voraussetzungen:

1) F:a,b] X [a,b] x R — R sei stetig

2) F, sei stetig; |Fy(t,s,x)| < My Vt,s € [a,b],z € R

3) f:]a,b]— R sei stetig

4) X €R, so dass gilt: (b—a)|A\|M; =q < 1.

Satz 1.10 Unter den Voraussetzungen 1) bis 4) besitzt die obige Integralgleichung eine
eindeutig bestimmte Losung x*(t) € Cla,b).

Beweis. Wenn der Integral operator
b
Tyx(t) = )\/ F(t,s,x(s))ds+ f(t); a<t<b

benutz wird, kann die Integralgleichung (+) in Form einer Fixpunktgleichung geschrie-
ben werden:
x(t) =Thx(t); a<t<b.

A)

x € Cla,b) 22 1x(t) € Cla,b]
~  T\:Cla,b] — Cla,b]
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B) Unter Nutzung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung erhalten wir
Vs,t € la,b] AN mpazaeR JFEeR|

2)
|F(t,s,21) — F(t,s,xa)| = |Fyp(t,s,&)||z1 — x| < My |21 — 29
Daraus folgt

d(Thx1(t), Thxs(t)) = max |Thx1(t) — Taxa(t)|

a<t<

b
= s / (F(t,5,%1(s)) — F(t, s,xa(s))) ds
METI Al max |b—a| - |F(t,n,x1(n)) — F(t,n,%2(n))]

a<t<b
MV<TD Al|b M
< A1 = af max My xa () = xa(0)
< A6 —al My max [x () — x(t)]
= qd(x1(t),x2(1))
Die Bedingung 4) liefert ¢ < 1. Damit ist der Operator Ty kontrahierend. m

Bemerkung 1.13 Das zugehérige Iterationsverfahren lautet:

b
Tpy1(t) = )\/ F(t,s,z,(s))ds+ f(t); a<t<b; n=0,12,..
Es konvergiert nach dem BFPS mit 2.B. o = 1 gegen die einzige Losung.

Bemerkung 1.14 FEs gelten die Fehlerabschdtzungen nach dem BFPS.

Bemerkung 1.15 Spezialfall lineare Integralgleichungen:
F(t,s,z(s)) = K(t,s)x(s);  K(t,s) : stetig, [a,b] X [a,b]— R

Beispiel 1.36 Gegeben sei die lineare Integralgleichung mit K(t,s) = ts :
1
x(t):)\/tsx(s)ds+1 for 0<t<l (o)
0
Die Funktionen f(t) =1, F(t,s,x(s)) = tsx(s) und F, (t,s) = ts sind damit auf

thren Definitionsgebieten stetig. Es gilt

max_ |F,(t,s)|=1= M
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Nun sei A eine reelle Zahl mit (b— a) |\ My = [N\ < 1. Dann gilt ¢ = |)|, und die
Bedingungen des obigen Satzes sind fiir die Integralgleichung (o) erfillt Das heifst,
dass im Fall von |\| < 1 die Gleichung (o) eine eindeutige Losung x* (t) € C(0,1) hat.
Durch sukzessive Approximation mit der Anfangsnéiherung xo (t) = 1 in [0,1] erhdalt
man die Folge von Naiherungsfunktionen x, (t), die gegen x* (t) konvergiert:

1
XnH(t):)\/tsxn(s)ds—l—l for  0<t<1 and n=0,1,2,...

0

x(t) = Mt sds—i-l:%t—kl

A, At A
-z l1=—|(=4+1 1
(25 —l—s) ds + 5 <3+ )—i—

A(A 9 Nt /XN
X3(t) = )‘t/|:§<§+1>8 +S:| dS—l—l—?(?—f—g—l—l)—}-l
0
o A _t_"__)\_k _________
r) = o aei= 5 (5)
0

_ §(L>t+1:x*(t) for n — oo.

X9 (t) = At

2\3-2)
x* (t) ist die Losung von (o) fir alle Amit X\ # 3.
Anwendungen auf Anfangswertprobleme (AWP)

Gegeben ist das AWP:
x'(t) = f(t,x(t)) |t —to] < h (%)

X(to) = Xy N
X

X() € A
xghr S ®

Gesucht ist x (1) € A
ACX:C<t0—h,tQ—|—h)

und x (¢) differenzierbar mit a0
A=:x(t)eX | max [x(t) —xo| <r
{xex | max x-ml<r}

\j

1-h I t+h
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Durch die Uberfithrung der AWA in eine #quivalente Integralgleichung:
t
x(t)zxo—l—/f(s,x(s)) ds, |t—ty)|<h, x€A
to
mit dem Integraloperator T : A — X geméif3
t
Tx(t)zxo—i-/f(s,x(s)) ds, |t—to] <h
to
erhiilt man die Fixpunktgleichung x () = Tx (1) .

Satz 1.11 (PICARD-LINDELOF)
Unter den Bedingungen

f
1. £:S — R und deren partielle Ableitung £, = % (t,x) : S — R seien auf der

Menge S stetig.
S={(t,x) eR* ||t —to| <h; |x—x0| <7}

2. £ und £, seien auf S beschrinkt:

f(t.x)| = M £, (t,x)| = M
(tfﬁf‘é‘s‘ (t,x)| (t{g)agsl (t,x)] 1

und h erfiille die Bedingungen
hM <r und  hM; =q < 1.

besitzt die AWA (x) eine eindeutig bestimmte Losung
x*(t)e ACC(to—h,to+h)

Die Folge der Niherungslosungen X, (t) gemdf der sukzessiven Approximation

t

Xpe1 (t) = Xo+ /f(s,xn (s)) ds |t—to] <h
to
bzw. Xpi1 (1) = Tx, (1) n=0,1,2,..

n—oo

konvergiert fiir beliebige xq (t) € A gegen x* (t), d. h. x,, (t) — x*(1).
Als Startfunktion kann z. B. xo (t) = xq fir |t — to| < h genommen werden.
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Beweis:

Es ist zu zeigen, dass der Operator T auf dem vollstéindigen metrischen Raum

X = C(h —to, h +tp) unter den Bedingungen 1. und 2. ein kontrahierender Operator
ist. Die Aussagen des Satzes folgen dann aus dem BANACHschen Fixpunktsatz.

a) zu zeigen: T : A — A. Fiir beliebige x (t) € A gilt:

t

/f(s,x(s)) ds| < |t —tol (tm)axs]f(t,x)| <hM <r
X) €
to

mit |t—t0‘ S h

Da Tx ist fiir x € A eine stetige Funktion ist, folgt:

t

= <
d, (Tx,x,) HE})‘%}(}L /f(s,x(s)) ds| <r
to

und damit Tx (t) € A.
b) Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt fiir beliebige (¢,x1) € S
und(t,x2) € S

£ (t,x1) — £ (t,%x2)| = | (£, 8)] [x1 — Xa| < My [x1 — Xo|

und damit

t

d,(Tx, Tx,) = max / £ (5, %1 (5)) — £ (5, %2 (5))] ds

[t—to|< h
to

< hM; ‘tg(l)‘agxh |x1 (t) — x2 ()]
= qd. (X1,%,)
Aus a) und b) folgt, dass T ein kontrahierender Operator ist.
Beispiel 1.37 Gegeben sei die Anfangswertaufgabe:
X ) =tx(({t) mit x(0)=x9=1 (%)

Die zu (xx) dquivalente Integralgleichung lautet:

t

x(t):1+/sx(s) ds.

0
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Mit to =0 und xo = 1 gilt: S ={(t,x) € R?| [t| < h; |x—1| <r},
und mit £ (t,x) =tx , £, (t) =1t erhdlt man:

£(t.x)| <h =M £, (t,%x)| = h = M,.
e If(t,x)| <h(r+1) (Jnax £, (£, %) 1

Die Bedingungen des Satzes sind erfiillt, wenn
hM =h*(r+1)<r und hM, =h*=q< 1.

(Dabei wurde |x| < r+ 1 benutzt.) D. h. im Falle h < 1 besitzt die AWA (xx) eine
eindeutig bestimmte Losung x* (t) € C(—h,h). Mit festem h muff r die Bedingung
r > h%/ (1 — h?) erfiillen.

Fir die Folge der Niherungen x, (t) nach der sukzessiven Approximation gilt mit
xo (t) =1 auf [—h,h] :

t

t2
xp(t) = 1+/sds:1+§
0

t

2 2 1 /2\?
0

21 /2\° 1 /2\°
Xg(t) = 1+/SX2(S) d$:1+§+§<5> +§(§)

s = 1 faxe w= 35 (5)

0
t2
—  exp (5) =x"(t) fiir (n — 00).
Man beachte, dass x*(t) fir allet € R eine Losung von (xx) ist.
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2 Lineare normierte Raume

Im metrischen Raum kann aufgrund der Abstandsdefinition Analysis betrieben werden,
aber es ist kein Vergleich der Elemente untereinander moglich und keine Ordnung der
Elemente. Weiter ist auch keine rechnerische Beziehung der Elemente untereinander
definiert und damit keine algebraische Struktur.

Als Vorbild fiir lineare normierte Réume kann der dreidimensionale Vektorraum V3
dienen:

e Die Verbindung zwischen V2 und R? besteht durch die Abbildung ¢ :

U1 Y1 T
px,y)=v=| v |=| 10 || 2 |,
Us Y3 T3
die jedem Paar x,y € R3 einen Vektor v € V2 zuordnet: (R3, V3, ¢) ist ein affiner

Raum.

e R? als Ausgangspunkt ist ein metrischer Raum mit

dx,y) = V(z1—y1)?+ (32 — y2)? + (33 — y3)?

= /vi+0v3+02

= vl
wobei d(x,y) der Linge des Vektors v entspricht: Euklidischer Raum

e V3 ist ein linearer Raum, Rechenoperationen mit Vektoren sind dort erklirt.

Als Verallgemeinerung werden Vektorrdume iiber allgemeinen mathematischen Objek-
ten definiert, und es wird die Beziehung zu den metrischen Réumen hergestellt. Es
entstehen lineare normierte Rdume, in denen Messen und Rechnen moglich ist.

2.1 Lineare Riume
Wiederholung der Definition des linearen Raumes aus der Linearen Algebra:

Definition 2.1 FEin linearer Raum iiber einem Korper K (K =R oder
K = C ) ist eine nichtleere Menge X mit

(A) einer Vorschrift, die jedem Paar x, y (x, y € X) genau ein Element x +y € X
zuordnet (Addition) und

31
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(M) einer Vorschrift, die jedem Paar A\, x (A € K, x € X) genau ein Element Ax € X
zuordnet (Multiplikation mit Elementen aus K).

Dabei gelten folgende Regeln (x,y,z € X; A\, u € K) :

(A1) x+(y+2z)=(x+y)+2z  (Assoziativgesetz)
(A2) x+y=y+x (Kommutativgesetz)

(A3) Es existiert genau ein Element 0 € X, mit x+0=x Vxe X
(Nullelement der Addition in X)

(A4) Fiir ¥x € X existiert genau ein (—x) € X mit x + (—x) =0
(Inverses Element der Addition in X)

(M1) (A4 p)x = Ax + px (Distributivgesetze
(M2) AM(x+y)=Mx+Ay  der Multiplikation)
(M3) (Ap)x = A(pux) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(M4) 1x =x; (1 eK)

Bemerkung 2.1 Im Fall K =R (K = C) spricht man von einem reellen (komple-
zen) linearen Raum.

Bemerkung 2.2 hese axioms generalise properties of the wvectors introduced in the
beginning of this chapter.

Beispiel 2.1 V" : Vektorraum analog zu R™

Beispiel 2.2 Menge aller Polynome der Form:
(7)) = ap + a1 + agx® + ... + a,z™; a; € R (bzw. C), i=0,1,..,n

Die Addition entspricht der normalen Polynomaddition, die Multiplikation mit einem

Skalar entspricht der Multiplikation eines Polynoms mit einer reellen oder komplexen

Zahl. TEs gibt eine Verbindung zwischen den Polynomen n-ten Grades P,(x) und den
ag

Vektoren, die die Koeffizienten der Polynome enthalten: : € yn it

Qn
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Beispiel 2.3 x(t),y(t) € Cla,b]; AeK=C:
Addition: (x +y)(t) = x(t) +y(t)

Multiplikation mit einem Skalar: (Ax)(t) = Ax(?)
Nullelement: 0(t) =0 Vt € [a, b]

Inverses Element: —x(t)

Beispiel 2.4 Raum [, aller reellen/komplexen Zahlenfolgen x = {x;}
mit Y oo |z <oo; 1<p<oo AeK=C:

Addition: x +y = {z; + i }ioy

Multiplikation mit einem Skalar: \x = {x;}3°,

Wegen
1P — P
g izl])\xz| Al E . |z | < o0

und der Minkowskiungleichung

o) 1/p [e’e) 1/p o) 1/p
E , P < § ( P E ( P
( i=1 i + il ) - < i=1 [ ) +( i=1 9] ) < o0

erhalten wir x +y €1, und Ax € I,
Nullelement: 0 = {0;}5°2,
Inverses Element: —x ={—x;}%,

Beispiel 2.5 X =R* = (0,00) mit K=R
Addition: x+y=x-y

Multiplikation mit einem Skalar: Ax = x
Nullelement: 0 =1 € R

Das inverse Element —x erfiillt x + —x =1 und entspricht damit x - % =1 —x=
Hausaufgabe: Nachweis der Axiome Al bis M.

0o
i=1

A

8=

Aus der linearen Algebra werden weitere Begriffe in die Funktionalanalysis iibernom-
men:

Definition 2.2 U C X heifit Unterraum von X, wenn fir Vx,y € U; A € K gilt:
x+y €U und Ax € U. U st dann selbst ein linearer Raum tber K.

Definition 2.3 U sei ein Unterraum von X und xg € X, dann heifst
M=A{xo+y|yeU}=x,+U

lineare Mannigfaltigkeit in X.

Definition 2.4 A C X. Die Menge

spanA:{Z)\kxk | xx €A, M€K, mEN}
k=1

heifst lineare Hiille von A.
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Definition 2.5 U und V seien Unterrdume von X, dann heifst
U+V=span(UUV)
Summe von U und V. Gilt auferdem UNV = {0}, so spricht man von der direkten

Summe U V. Jedes z € UGV st eindeutig in der Formz =x+y mit x € U und
y €V darstellbar.

Definition 2.6 Die Unterrdume U C X und V C X heiffen komplementdr zueinan-
der, wenn gilt X =U ® V.

Definition 2.7 Die Menge {x1,Xa, ..., X, } C X heifit linear unabhdngig,wenn gilt:

Zxkxk:o@AleF...:An:o
k=1

Definition 2.8 Die Menge B C X heifst linear unabhdngig, wenn jede endliche
Teilmenge aus B linear unabhdngiq ist.

Definition 2.9 Fine linear unabhdngige Teilmenge B C X mit X = spanB heifst
Basis in X.

Definition 2.10 Ezistiert eine Basis von X mit |B| = n, so besitzt jede Basis von X
n FElemente: dim X = n. Euxistiert kein solches n so heiffit X unendlichdimensional.

Definition 2.11 X und Y seien lineare Riume tiber K. X und Y heifien linear iso-
morph zueinander, wenn eine Bijektion f : X — Y mit der Figenschaft

flar + By) = af(x) +Bf(y) Vr,yeX; a,feK

existiert.

Bezispiel 2.6 Dimension von P" :
o+ + i+ .. +ar"=0 o =0 i=1,2,...n
weil jedes Polynom in C n komplexe Wurzeln besitzt (Fundamensatz der Linearen Al-

gebra)
~  Basis von P" = {1,x,2% ....,2"} ~ dim(P")=n+1
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Beispiel 2.7 Cla,b| :

B={1,x,%x*..x"} C Cla,b]

Jede endliche Linearkombination von Element von B ist ein Polynom. ~ B 1ist linear
unabhdngig.

Der Approximationsatz nach Weierstraf$ sagt aus:: Jede stetige Funktion kann durch
Polinome in beliebiger Genauigkeit approximiert werden.

~ Cla,b] = span(B) ~ B ist eine Basis. ~ dim(Cla,b]) = 0o

Bezispiel 2.8 [, :

Basis: = x, = (0,...,0, 1 ,0,...); k=1,2, }

position k
l, ist unendlich dimensional.

2.2 Normierter Raum - Banachraum

Definition 2.12 Fin linearer Raum V diber dem Kérper K in dem jedem x € V eine
reelle Zahl ||x|| zugeordnet ist, heifit linearer normierter Raum V, wenn gilt:

@ x>0 A [x[[=0 <= =x=0
(D) flax|[ = laf[x[|, aeK
(IID) ||x+y| < ||x|][+]lyll (Dreiecksungleichung)

|x|| heifst Norm des Elementes x.

Bemerkung 2.3 In einem linearen normierten Raum 'V kann die kanonische oder
die durch die Norm induzierte Metrik gemdfl d(x,y) = ||x—y| Vx,y € V
eingefiihrt werden. Damit ist jeder lineare normierte Raum stets ein metrischer Raum.

Bemerkung 2.4 Im linearen normierten Rdumen sind folglich metrische Figenschaf-
ten mit denen algebraischer Strukturen vereint. Messen und Rechnen sind maoglich.

Bemerkung 2.5 Die Umkehrung, dass ein linearer metrischer Raum auch ein linearer
normierter Raum ist, gilt nur, wenn in dem linearen Raum X eine translationsinvari-

ante homogene Metrik d(x,y) eingefiihrt werden kann:

(A) Translationsinvarianz: d(x + z,y +z) = d(x,y) Vx,y,z€ X
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(B) Homogenitét: d(ax, ay) = |a| d(x,y)
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Vx,yeX aekKk

Man kann dann ||x|| = d(x, 0) setzen, denn

[l

[lox]|

%+l

IN

d(x,0) >0 A x| =d(x,0)=0<x=0
(B)

d(ax,0) = |ald(x,0) = |af [[x]

dx+y,0)=dx+y,~-y+Yy)

(:) d(X, _Y)

d<X7 0) + d(07 _y)

2 d(x,0) +d(0,y)

[ + llyll

Bemerkung 2.6 Die Norm ist eine stetige Funktion, und es gilt:

[l = [yl < [lx =yl

Beweis. I)
Il
[l = {lyl
IT)
[yl
[y [l = 1]
el =yl

damit erhalten wir:

x[l = Iyl < lx =¥

Vx,y € V

x -y +yl <|lx-yl+ Iyl
|x -yl

ly = x+x|| < lly — x|l + [1x]|
% =yl
=[x =yl

Vx,y € V

Definition 2.13 FEin linearer normierter Raum, der beziiglich seiner kanonischen Me-

trik d(x,y) = ||x — y|| vollstindig ist, heift BANACH - Raum.

Beispiel 2.9 Banachraume sind 2.B.:

1. R™ mit
n 1/]3
(Z |xk|p) for 1<p< o
%[, =41 \iz1
max |z for p= “0”

1<k<n



2.3. METRISCHE EIGENSCHAFTEN VON BANACHRAUMEN B 37

2. l,: Raum der beschrinkten Zahlenfolgen {xy}7°, mit

oo 1/p
Hﬂu:<§]mﬁ> for 1<p<oo
k=1

3. loo : Raum der beschrinkten Zahlenfolgen {x)}32, mit

[l = suple

4. Cla,b]: Raum der stetigen Funktionen f : [a,b] — C mit

1]l = max|£(2)]

a<t<b

5. C™[a,b]: Raum der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — C mit

m

_ (®)
1] max|f™(¢)]

6. Lyla,b]: raum der messbaren Funktionen f : [a,b] — C, fiir die gilt:

b
/ﬁmwﬁ<m

i, = ([ ) "

Bemerkung 2.7 Die kanonische Metrik wird auch als die durch die Norm indu-
zierte Metrik bezeichnet.

mit

Bemerkung 2.8 STEFAN BANACH. (1892-1945), Pole; Sein Buch "Theorie des
Operations Linéaires"(1932) bildet die Grundlage fiir die Funktionalanalysis in nor-
mierten Rdumen.

2.3 Metrische Eigenschaften von Banachridumen B

Definition 2.14 Die Menge K,.(x¢) = {x € B | ||x — x¢|| < 7} heifst offene Kugel
um xy € B mit dem Radius r.

Konvergenz im Banachraum B:
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e Essei {x,}5°, eine Folge in B.
lim, oo X, =X9 <= Ve >03ng(e) | [|xn—X0| <& Vn>mnyg

o {x,}>, ist Cauchyfolge in B, wenn
Ve >0 3Ing(e) | [|xn — Xl <& Vn,m >ng

o Wegen der Vollstéindigkeit besitzt jede Cauchyfolge im Banachraum einen Grenz-
wert.

e Die Konvergenz in normierten Riumen heiffit Normkonvergenz.

e Die Menge der normkonvergenten Folgen ist linear:

Aus lim, 00 X, = x A lim, o0y, =y folgt lim,, o (X, +¥,) =X +Y.
Aus lim,, o x, =X A lim,,_, o o, = « folgt lim,, o, a,X,, = ax.
Aus lim,, o x, = x folgt lim,, ., ||x,] = ||x]| -

Definition 2.15 In einem normierten Raum 'V heiffen die Normen ||.||; und ||.||, dqui-
valent, wenn
Im,MeR, m>0,M>0|m|x|, <|x], <M|x|, VxeV.

Beispiel 2.10 dquivalente Normen sind im

Z1
a) V=R"(bzw. C"): x= sz e R(C)
T
n n
_ : _ : — 2
e Sl [l = 3= bl Il = /35 fo
4)
n
— < Z - < -
el <ol < 3 el = Iy < sl =
B)
n
Il Dl = Jxll, < v max o] = v x|
k=1 =
C)

Ixlly < nlxlle < nlixll, < nv/nix]l,
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X, A
|| =1
Il
Il =1
X
Il =1

D)V =Cla,b]: £l = max|fO)f; [Ifl, = max|e~ f(O)f; r >0

a<t<b
M = IO = ine™ s EC)
< —rtf — f < —rt | f _ —at f
< maxle ()] = [|fll, < maxe™ - max|f(t)] =™ |f]l

Bemerkung 2.9 In einem endlich dimensionalen Raum V sind alle Normen dqiva-
lent.

Bemerkung 2.10 Jeder endlich dimensionale normierte Raum V" ist ein Banach-
raum.
n
Beweis. Es sei {ej, e, ...e,} eine Basis in V" —= x = )" we; Vo € V™
i=1
Wir fiihren folgende Norm ein: ||x|| = Inax |a;|. Jede beliebige andere Norm ist dqui-
<i<n
valent zu dieser Norm ||| ..
n

Es sei {x; = > apie;}32; C V" eine Cauchyfolge in V". Aus
=1

i — | < ||xm — Xpll S M % —xi|| <€ Vm,k>mng(e), i=1,2,...,n

folgt, dass {au;}72, eine Cauchyfolge in R ist. Es gilt limy_oc ag; = g Vi.

a% hmk_m X = X9 = Z Qp;€; € V. =
=

)

Bemerkung 2.11 Beim Ubergang zu dgivalenten Normen bleiben konvergente Folgen
konvergent. Es kénnen sich Rechenvorteile ergeben.

Bemerkung 2.12 Die Aquivalenz von Normen hat die Eigenschaften einer Aquiva-
lenzrelation: Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitdt.
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Reihen in normierten Riumen:

Definition 2.16 Fs seien X1, Xa, ..., X,, ... Elemente eines linearen normierten Raumes

V, s, = Zxk. (Partialsumme)

k=1
o

Existiert eins € V mit lim,, s, = s, so heifit s = Zxk Summe der unendlichen
k=1

Rethe Z X, in V.
k=1

Definition 2.17 Die Reihe Zxk heifit absolut konvergent, wenn die Zahlenreihe
k=1

o.]
Z |xk|| konvergiert.
k=1

Bemerkung 2.13 In einem Banachraum B ist jede absolut konvergente Reihe kon-
vergent, und es gilt:

0o 00
D x| <D Il
k=1 k=1

Beweis. Die Folge der Partialsummen s, = Z Xy, ist eine Cauchyfolge, weil gilt
k=1

m
Isn = smll < D lIxill <& Vn,m > nge)
k=n-+1
= dseB| lims, =s.

n—oo

Damit erhalten wir

n n [e.9]

Soxf < Yolkl <Y lxell und
k=1 k=1 k=1

e} o0

D x| <D Il
k=1 k=1

n
lim Zxk = |s|]| =
n—oo

k=1
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2.4 Lineare Operatoren

Die spezielle Betrachtung von linearen Aufgabenstellungen in linearen Rdumen erleich-
tert die Arbeit und bringt gute Ergebnisse.

Definition 2.18 X,Y seien lineare normierte Raume tber einem Korper K. FEine Ab-
bildung A : X — Y heifit linearer Operator, wenn gilt:

A(u+v) = Au+Av Vu,veX
A(au) = «aAu Va e KAVu e X.

Bildraum von A: R(A)={y €Y |y=Ax; xeX}
Nullraum (Kern) von A: N(A) ={x e X | Ax =0}

Bemerkung 2.14 N(A) =0 <= A :X =Y ist injektiv.

Definition 2.19 Der lineare Operator A : X — Y heifit beschrdinkt, wenn eine Kon-
stante 0 < C' < oo ezistiert mit ||Ax| < C'|x| VxeX

Definition 2.20 Die Zahl

|All = inf{C € R|[|Aul| < Cu]|,Vu € X}
= HSlull_)l |Aul|

heifst Norm des Operators

Bemerkung 2.15 Aus
|Ax|| < JJA|l|lx]] VxeX und

X

u = — Vx#0
I
folgt
A
jau) = AL Ay Xy g = A and
= ]
AL = sup Al

Bemerkung 2.16 Lineare Operatoren A : X — Y treten in linearen Gleichungen der
Form Ax =y (x€X, y €Y) auf, z.B.in Form von

— algebraischen Gleichungen

— Integralgleichungen

— gewdhnlichen/partiellen Differentialgleichungen mit AW bzw. RW.
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Bemerkung 2.17 Damit ist die Ubertragung von Eigenschaften der Lésungen linearer
Gleichungssysteme auf die Losungen von linearen Operatoraufgaben maglich.
Beispiel 2.11 Es sei X = R"™ mit der Basis ey, ...,e,. Fin beliebiges Element x €X
hat dort die Darstellung x = xxey.

k=1
Weiter sei Y = R™ mit der Basis fi, ..., f,,. Fin beliebiges Element y €Y hat dort die

Darstellung y = > y;f;.
=1

Der Operator A : X — Y wird wie folgt definiert:

Ae, = Zalkfl eyY k=1,...,n (*) und
=1

Ax = ZxkAek (%) VxeX
k=1

= Zxk Zaikfi = Z (Z ivkaik) f; = Zyifi =Yy
=1

k=1 i=1 i=1 \k=1

Damit erhalten wir .
Z Lrik = Yi
k=1
~  Die Definition (x), (xx) des Operators ist dquivalent zu der Matrizgleichung Ax =

air o Qip Ty Y1
= : S Ax =y
m1  **° Omp Tn Ym
in der Basis {e;} von X und in der Basis {fi} von Y.An (xx) oder der Matrixz rkennt
man, dass der Operator A offenbar linear ist. Nun definieren wir Operatornormen in

X undY durch

Il = max o] wnd Iyl = max .

n
[Ax]l,, = max [y:] = max ;aim

n n
@%’&; Jaie] - moax || = (11;1%; |am|> Xlloo < €%l

d.h. A ist beschrdinkt.
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Beispiel 2.12 X =< f(t) € C|a, D] ‘EI fl—J;EC[a,b]}; Y= Cla,b|.

Wir fithren den Differentiationsoperator I : X — Y ein. Dieser Operator ist linear,
denn es gilt:

D (of + Bg) =aD (f) + D (g)  fiir bel. f,g €X wund a,B €R
: : : df
z. B.ist mit £ = f (t) =sint t € [a,b] : D(f):%:cost.
In XC Cla,b] und Y= C [a,b] wird jeweils die Norm ||f| = intaicb| f(t)| eingefiihrt.
Dann ist D ein unbeschrankter Operator: o
Choose £, (t) =sin(nt) = f/(t) =ncos(nt) A |[f;] =1

= Df, = ncos(nt)
= ||IDf,||=n|f.]; n=12,..

Beispiel 2.13 X =Y= Cla,b]; x=2z(t) € Cla,b] und ||x]| = max |z (t)]

a<t<b
Eingefiihrt wird der Integraloperator:

(Ax)(t) = /K (t,s)x(s)ds; x € Cla,b|

mit dem stetigen Kern K (t,s) : [a,b] X [a,b] — R.
Der Operator A : Cla,b] — Cla,b] ist dann linear und beschrinkt.(Hausaufgabe)

b
|Ax|| = 52?,5)/&[((15,5))((3)613
b
< mas / K(t,5)]ds - max]x(s)
< (b—a) max |K(t,5)] - x| < (b — )M ||
Al < (b—a)M

Satz 2.1 Der lineare Operator A : X — Y st genau dann stetig, wenn er beschrinkt
18t.

Beweis. I) A sei stetig auf X = A ist stetig in xo = 0.
Indirekter Beweis: wir nehmen an, A ist unbeschrinkt. =— 3 {x,}>°; C X so dass gilt

Xp 70 A JJAX[| > R[5 keN
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und setzen
Xk
T Rl €
|Aug|| = M >1 kel
k[l
Andererseits gilt
gl = % CE0 A limu =0

Aber durch die Stetigkeit von A in xy = 0 erhélt man
Auy, "= A(0) = A(x—x) =0 Widerspruch!

~ A ist beschrénkt.
IT) Voraussetzung: A is beschréinkt in einem beliebigen Punkt xg € X. Wenn ||x — x| <
& = 0 gilt, dann folgt

3

1A% = Axol| = [[A(x = x))| < Clx = xol| < C5

=c.
~ A ist stetig in xo. B

Definition 2.21 Fin linearer stetiger Operator zwischen normierten Rdumen

A : X — Y heifst Isomorphismus, wenn A bijektiv und A=1 stetig ist. Gilt zusdtzlich
|Ax|| = ||x]|| fir alle x € X, so heifst A isometrisch. Normierte Riume, zwischen
denen ein (isometrischer) Isomophismus existiert, heiffen (isometrisch) isomorph.

Definition 2.22 Die Summe T+ S der linearen Operatoren T und S wird durch die
Gleichung (T+S)x = Tx+Sx Vx € X definiert, die Multiplikation des Operators
T mit der Zahl \ € R bzw. A € C durch die Gleichung (A\T)x = A\(Tx) Vx e X

Definition 2.23 Die Menge L(X,Y) aller linearen, beschrinkten Operatoren
A : X — Y mit der oben definierten Summe bzw. Multiplikation heifit Raum der
linearen beschrinkten Operatoren L(X,Y).

Bemerkung 2.18 Addition und Multiplikation nach der obigen Definition fiihren nicht
aus L(X)Y) hinaus.

Definition 2.24 Wird in IL(X,Y) die Operatornorm ||A|| fir beliebiges A € L(X,Y)
eingefiihrt, so gilt: L(X,Y) st ein linearer normierter Raum.
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Beispiel 2.14 (fir einen Raum L (X)Y) )

X=R" mit ||X‘|:1<Inja§n|xj| X = (21, ..., Tp)
Y=R" mit |ly|= max [yl  y= (v, m)

Jeder lineare Operator A : R™ — R™ aus L (R",R™) kann durch eine Matrix

ailr ... Qipn

A_:

am1 -+ Amn

dargestellt werden.

Die im Raum der m X n—Matrizen definierte Summe und die Multiplikation mit Ele-
menten aus K entsprechen genau den Verkniipfungen, die bei den linearen Opera-
toren auftreten. =—> FEs gibt einen linearen Isomorphismus zwischen der Menge der
m X n—Matrizen und L (R",R™) .

Wegen
n
- WER™S>
| Aulf = 125, Zlamuj 125, |aw|1<ma§n|uj| (+)
]:
folgt:
n
A< max > Ja].
j=1
n n
Mit | Jnax > laijl = > lak;| und @ = (W1, W, ..., w,) € R", mat u; = sgn (ay;) ergibt
=t = 7=1 7=1
sich ||a|| = 1 und weiter
n
|AT] = max 1> a7 =< max Z|au!> [ -
j=1

Damit existiert ein@ € R™, fiir das in der Beziehung (+) die Gleichheit eintritt. Folglich
151
|A[l = (Jhax Z |aij] -

Satz 2.2 Ist der Bildraum Y eines linearen Operators ein Banachraum, so ist auch
der Raum L (X)Y) ein Banachraum.

Beweis. If the image space Y of a linear operator is a BANACH space, then L (X)Y)
is a BANACH space, too. m
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Beweis. Es sei {A,}22, eine Cauchyfolge in L(X,Y). ~
|An = Anll <= Vn,m > no(e)
Daraus folgt

[Anx = Apx]] < [lAx = AplllIx]] <clx][ (+) V¥n,m=>mne(e), ¥xeX
= {A,x}2, ist Cauchyfolge in Y

Da Y ein Banachraum ist —>

dJAx = lim A, x€Y VxeX
A, (ar + (s) = aA,r+ BA,s
N l n — oo ! A st linear
A(ar + fs) = aAr + [As

~ A < [[Ax — Apx|| + [|Aux]| < (e + AL [[x]] Vn >mne(e), VxeX
N A st beschrdankt.

Aus () folgt bei m — oo

|Ax — Ax|| < ¢]|x]| Yn>mnele), VxeX
A, — Al < ¢ Vn>no(e), VxeX
~ lim A, =AcL(X,Y)

n—oo

Definition 2.25 Die Folge {A,} ~, C L(X,Y) heifft normkonvergent (stark kon-
vergent) gegen ein A € L(X,Y), wenn gilt lim, ., ||A,x — Ax|| =0 Vx e X.
Schreibweise: A,, "= A oder lim, . A, = A

Bemerkung 2.19 Aus der Normkonvergenz folgt die punktweise Konvergenz.

Definition 2.26 Fs seien X, Y, Z lineare Riume und T : X — Y; S:Y — Z,
lineare Operatoren. Dann ist das Produkt der Operatoren ST definiert durch
(ST)x =S(Tx) VxeX

Definition 2.27 Es sei T : X — Y ein linearer Operator. Wenn ein linearer Operator
S:Y — X existiert mit ST =1, AN TS=1,; 1,1,: identische Abbildungen von
X bzw. Y, so heifst S der zu T inverse Operator S = T L.

Bemerkung 2.20 Die Menge aller Operatoren T' € IL(X,Y), fiir die der inverse Ope-
rator existiert, wird mit L;,,(X,Y) bezeichnet.
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Beispiel 2.15 Die Operatoren aus L (R™R™) kénnen nur fiir n = m invertierbar sein.
Ist dies der Fall, so gilt:

Lino (R*R") = {A € L (R",R") | det(A)£0}.

Satz 2.3 Der inverse Operator T~' zu einem gegebenen Operator T ist eindeutig, falls
er existiert.

Beweis. Annahme: 3 Ty A Ty | Tt # Tyt

TT;' = I, A TT,' =1,
T(T;'-T,') = 0 ~
T,' = T;' Widerspruch!

Bemerkung 2.21 Die Menge L;, (X, Y) ist in L(X,Y) beziiglich der Operatornorm
offen.
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3 Hilbertraume

Im Raum R? ist ein skalares Produkt definiert:
(x,y) = xTy = x1y1 + Tays + 23y3 VX = (21, 22, $3)Tay = (1, y2,y3)T € R3.

Weiter gilt [|x|| = /(x, x).

Uber das skalare Produkt ist der Begriff der Orthogonalitiit zweier Elemente von R3
definiert: x,y € R? sind genau dann orthogonal, wenn (x,y) = 0 gilt. Damit kénnen
Lagebeziehungen zwischen Elementen des Raumes erklért werden.

Die Orthogonalitéit bildet die Grundlage zur Losung des folgenden Approxima-
tionsproblems:

Gegeben:
x € R? und Unterraum U C R?
Gesucht:

xo € U mit ||x — x| = 3}réi%Hx—yH

x( heifit bestapproximierendes Element fiir x bzg. des Unterraumes U. x; erfiillt
die Bedingung
(x —x0,y) =0 Vy € U.

Mit dem Skalarprodukt kann weiterhin der Basisbegriff spezifiziert werden zu einer
Orthonormalbasis (ONB). Daraus ergeben sich neue Darstellungsmoglichkeiten fiir die
Elemente des Raumes: z.B. ist {e;, ez, €3} wegen (e;,e;) = d;; eine ONB von R?, und
esgilt x =30 (x,ep)er Vx € R

Die Ubertragung dieser Darstellungsmoglichkeit auf allgemeinere Réume ist moglich.
Wenn der Raum vollsténdig ist, konnen die Elemente als Fourierreihe nach einer ONB
entwickelt werden, was die Begriindung fiir die entsprechende Numerik liefert.

Fiir alle diese Entwicklungen wird jedoch ein Raum mit Skalarprodukt benétigt, der
moglichst noch vollsténdig sei n sollte.

Definition 3.1 H sei ein linearer Raum tiber dem Korper K. Jedem Paar x,y € H
wird eine Zahl (x,y) € K mit folgenden Eigenschaften zugeordnet:

1. (x,x) >0 A (x,x)=0x=0

49



50 KAPITEL 3. HILBERTRAUME

2. (xy) = (y,%)
3. (ax+ By,z) = a(x,z) + B(y,z) vx,y,z € H; a,feK.
Dann heifit (x,y) inneres oder skalares Produkt von x und y.

Definition 3.2 FEin linearer Raum H tiber dem Kérper K mit dem inneren Produkt
(x,y) € K heifit Prd-Hilbert-Raum.

Satz 3.1 Jeder Pri-Hilbert-Raum ist beziiglich der Norm ||x|| = 1/ (x,x)
Vx € H ein normierter Raum. (Beweis s. unten)

Beispiel 3.1 H=l,: x = {x;,20,..} €H, y={y,9,..} €H

- o 0.5
9 =S o - (z rxkﬁ)
k=1 k=1

Beispiel 3.2 H=Cla,b| : f,g € H

o) - | g f] = ( / b |f|2dt)

Eigenschaften des inneren Produktes :

0.5

L. (u,av) =a(u,v) Vu,ve H, a € K
2. (u,v+w)=(uv)+(uw) Vuv,wel
3. [(u,v)| < jul| - ||v]] Vu,v € H Schwarz’sche Ungleichung

Beweis. 1.:

(u,av) =a(v,u) =a(u,v) VYu,veH, ackK

(,v+w) = (v+w,u)=(v,u)+ (w,u)
= (wv)+(uw) Vuv,wecl

0 < (u=Av,u—J>\v) Vu,veH, A e K
= (w,u) — A(v,u) — A, v) + A\(v,V)



ol

Nun wéhlen wir A = % und ersetzen es:
(u,v) (u,v) w,v)(u,v
0 < — —
[(u, v)[*
uff* = =
vl
((w,v)[ < Jalf - [lv]]
]
Beweis. zu Satz 3.1:Die Normeigenschaften 1 und 2 von ||x|| = /(x,x) sind offen-

sichtlich. Deshalb beweisen wir nur Eigenschaft 3:

Ix+yl* = (x+y.x+y)

(x, %)+ (%, y)+(y, x)+(y,y)
)1 + Iy I +(x, y)+(x.y)
= [Ix[I* + lyl* +2 Re(x, y)

<[+ [y l* 21 )]
2 2
< [P+ [P +2 [l iyl (SCHWARZ)
2
= (Il + 1yl

Satz 3.2 Das innere Produkt in einem Prd-Hilbert-Raum ist stetig, d.h. aus
lim,, 00 X, = X und lim,, oo yn, =y folgt lim,, oo (Xn, ¥n) = (X,¥).

Beweis.

0 S |(Xa )_(XnaYn>|

[(x,¥) = (Xn, ¥)+(Xns ¥)— (%5, Y|
|(x,¥) = (Xn, ¥)[ + [(Xn, ¥) = (X0, ¥0)|
1% = x|l [¥[] + [1%al[ [[y = ¥ull = o

ININA

o, ist eine Nullfolge wegen lim,, (X — X,) =lim, oo(y —yn) =0
und lim,, ,ocXp = X. W

Definition 3.3 FEin Prd-Hilbertraum heifit HILBERT- Raum, wenn er beziiglich der
durch die Norm ||x|| = /(x,x) induzierten Metrik d(x,y) = ||x — y|| vollstindig ist.

Bemerkung 3.1 Jeder Hilbertraum ist ein Banachraum. Die Umkehrung gilt nur dann,
wenn die Norm des Banachraumes die Parallelogrammgleichung

2 2 2 2
[x = ylI" + lIx+ylI" = 20" + [I¥l")
erfillt.
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Bemerkung 3.2 Damit sind alle Definitionen, Sdtze und Aussagen tiber lineare, nor-
mierte Riume in Hilbertraumen giiltig!

Beispiel 3.3 H=C: (orH=R):
(x,y) =xy; [x[|=xl vxeH
Beispiel 3.4 H=C" (or H=R") :

n n 0.5
x,y) =Y ol Ixl = (Z Iwkl2> vx,y € H
k=1 k=1

Beispiel 3.5 n — oco:H=1,, dimly, = 00

x,y) =Y @b x| = (Z kal2> vx,y € H
k=1 k=1

(Raum der quadratisch summierbaren Folgen)

Beispiel 3.6 H =Ls[a,b]: —00o <a <b< oo
ist die Menge aller messbaren Funktionen f : [a,b] — C mit (L) f; ()| dt < oo

(f.g) = / bf(t)@dt Vf, g € H

Aber: Cla,b] mit (f,g) = [ f( "£()g(t)dt ist kein Hilbertraum! Es gilt: Cla,b] mit diesem

inneren Produkt zst in Lo(a, b) eimn dzchter Unterraum.

3.1 Fourierreihen in Hilbertraumen

Definition 3.4 H se: ein Hilbertraum. Die Elemente u,v € H heiflen genau dann
orthogonal zueinander (u L v), wenn gilt (u,v) = 0.

Definition 3.5 H sei ein Hilbertraum. Fin Orthonormalsystem (ONS) {e;}2, liegt
1 1=k

0 itk

Das ONS heifit abgeschlossen oder vollstindig, wenn gilt span{e;} = H.

vor, wenn gilt (e;,ex) = di = {

Folgerung 3.1 VueH Ve >0 Juy; € R A Fngle) |

n
- E U;i€;

i=1

<e VYn>ng
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Definition 3.6 Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn H eine abzihlbare Teilmen-
ge M ={uy,uy,...} enthdlt, die dicht ist in H, d.h. M = H.

Satz 3.3 Ein separabler Hilbertraum H besitzt mindestens ein vollstindiges ONS (und
umgekehrt).

Beweis. A) Zuerst konstruieren wir ein Basis von H:

M={u]i=1,2,..} seidichtinHH ~ M=H

1. Schritt: Wir entfernen alle linear abhéingigen Elemente von M und erhalten
M, = {ug| k=1,2,...} Es gilt

span(M) = span (M,) = H.
2. schritt: Wir orthogonalisieren und normalisieren die Elemente von M, mittels des

Verfahrens von Erhard Schmidt und fithren den Beweis durch vollstéindige Induction.
Induktionsanfang:

u

er = 77— e =1
[ ||
~ e
€ = W —(uw,ee;; e = H;H, le2fl =1
2
(€2,€1) = (uz— (uy,e)ep, er)
= <u27el) - (u27e1)(e17e1) =0
Induktionsvoraussetzung;:
k—1 ~
- e Lo~
€, = u; — Z(uk,ei)ei; e = HE—II:H mit (e, e) = (er,e) =0; [=1,.,k—1 (%)
i=1
Induktionsschritt:
k ~
~ e
€k+1 = Ukl — Z(uk+1aei)ei§ €41 = = lexsa|l =1
py €41

k
(€r+1,€1) = <Uk+1 - Z(uk+1aei)eiael> ; =12,k
i=1
k
= (Uk+1, ez) - Z(ukJrl; ei)(eia el)
i=1
= (ugs1,€) — (upr1,€) =0  weil gilt (e;,€;) =y (s. (%))
™~ egy1 und e; sind orthonormal fiir alle [ < k.

B) span{e;} ist dicht in H, weil wir nur die linear abhéngigen Elemente entfernt haben.
u
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Folgerung 3.2 FEin HILBERT-Raum mit einem vollstindigen ONS ist separabel. (=
Umkehrung des obigen Satzes)

Beispiele fiir ONS und separable HILBERT-R#ume:
Beispiel 3.7 H=15:

M={x={ri,re,...7,,0,0...} | n€N; r, €Q; k=1,2,...,n}
Beispiel 3.8 H = Ly(a,b) :

M = {P(t) Zrktk|n€N r €Q; k=0,1,...,n}
k=0
Beispiel 3.9 H = Ly(—m,7) : ONS:
1 1 1 .
e(t) = \/_2_7r; ey—1(t) = ﬁcos(kt); ey (t) = NG sin(kt); k=1,2,...
f € Ly(—m7) ~ £(t)= %—FZ[% cos(t) + by sin(kt)]
k=1

i I
ar = —/f(t) cos(kt)dt; by = —/f(t) sin(kt)dt

7r 7r

Beispiel 3.10 Orthonormalisierungsverfahren von Schmidt
H=Ly(-1,1): M,={f,(t)=t";, n=0,1,2,...}; M, =Ly(-1,1)

Die Funktionen f,(t) sind linear unabhdngig.

ol = /[ ldt= 3

f2() 1
a0 = TR0l = v
1 [¢27* 11 1
:t_§l§11_ 5{5_51:
eslt) = ot t t t
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es(t) = fr—(fr,e1)e; — (f2,e2)er

= - tZL L t2\/§ /- §t
)TV
1
2 ).
1
2

e3(t) = —

Das ONS, das hierbei entsteht, sind die LEGENDREschen Polynome. Sie kénnen auch
durch folgende Formel beschrieben werden:

2n—i—1 1 d .
e, = 1/ <2n)”dxn(x2—1); n=0,1,2,..

2n)ll = 2n (2n—2) 2

Bemerkung 3.3 {e;}°, ist ein abgeschlossenes ONS im Hilbertraum H
<~ (u,e;) =0 Vi=u=0

Bemerkung 3.4 Jedes u € H st in der Form u = 221 w;e; darstellbar
<= das ONS {e;}22, nicht erweitert werden kann.

Satz 3.4 Gegeben sei ein separabler Hilbertraum H mit einem Orthonormalsystem
{e}2, ueH, s, =>""ve; v €C. Dann gilt:

1. ||u—s,|| wird minimal fiir v, = u; = (u,e;) Vi
2. hmnﬂoo Z?:l u;€; =S € H
3. Es gilt die Besselsche Ungleichung: 3%, |u,|* < |Jul|®

4. Ist das ONS {e;}°, abgeschlossen, dann gilt s = u und die Parsevalsche Glei-
0 2 2
chung: 5%, il = [[ul
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Beweis. 1)
n n
u— an2 = (u - Z%‘ez’, u-— Z%‘Q’)
i=1 i=1
2 — —
= |uf]” - Z%(eia u) — Z’Yi(ua e;)+ Z%%
i=1 i=1 i=1
= ul* + Z(Uzﬂz‘ = Vi — w7 + ) — Zuzﬂz
i=1 i=1
2
= Jul® + Y Ju =l =Y il
i=1 i=1
Wir finden das Minimum im Fall u; = ;. Dann folgt aus s, = > - v,e; = > (u, €;)e;
0<|u—s,*=|ul?- Z |(u,e;)|> Besselsche Gleichung
i=1

3)
Z |(u,€;)|? < |[u||*> Besselsche Ungleichung ()
i=1

2) Wir zeigen, dass {s, = >, u;e;}, eine Cauchyfolge ist.

m m
s = sml* = (Z U;€;, Z uiei>

i=n+1 i=n+1
m 00
= D wl <) fwl* < Juf* wegen (x)
i=n-+1 i=1

Aus der Konvergenz von 32 |u;|? folgt ||s, — sm||> < ¢ fiir n,m > ng(e).

H ist vollsténdig ~ lim, ..s, =s € H

4) Wir zeigen, dass lim,, s, = u gilt.

Aus der Voraussetzung der Vollsténdigkeit des ONS folgt, dass span{e;} = H gilt.

A Ve>0 3Fvespan{e}| lu—v|<e A v=> Be; n=n()
=1

Nach 1) erhalten wir

n
la—sull* = [lufl” = > |(u,e) > =0
1=1
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o0
2
lafl* = il
i=1
]

Definition 3.7 Seiu € H, H Hilbertraum, {e;}32, ein ONS aus H.
Die Reihe Y .2, (u,e;)e; heifit Fourierreihe fiir u bzgl. {e;},,
die Griflen u; = (u,e;) heiffen Fourierkoeffizienten.

Beispiel 3.11 Bekannt ist aus der Analysis im H = Lo(—m, 7) :

£() = 2 1

2 lay cos(kt) + by sin(kt)]

NE

B
Il

1

Beispiel 3.12 H =L5[0, T}, d.h. f:[0,7] — C
Ein vollstindiges ONS ist z.B.:

1 . 2
¢ (1) = ﬁezm; keZ; w= %

Damit gilt:
oo ‘ 1 T .
_ tkwt. ; _ - —ikwt
f(t) = _Eoocke ;o omit ¢ = T/o f(t)e " dt

Problem: Bekannt ist nun:

Wenn u € H, {e;}2°, ein ONS in Hist = (u,e;) = ug; S0y Jug|® < [|ul/®. Gilt
auch umgekehrt, dass jeder Zahlenfolge mit » 7, |y¢!2 < o0 ein y € H zugeordnet
werden kann?

Satz 3.5 RIESZ - FISCHER

{e;}2, sei ein ONS im Hilbertraum H, {~,}2, sei eine Zahlenfolge mit
YEillf <o = FveH|(vie)=v, Vi A v=37 e
Ist {e;}2, abgeschlossen in H, so ist v eindeutig bestimmit.

Beweis. 1) s, = Y " | 7,€; ist eine Cauchyfolge (s. Beweis von Satz 3.5)
H ist vollstindig ~ lim, s, =veH ~ v=> " ve

<V7 ek) = limnaoo (Z Yi€i; ek) = Vi vk
=1

2) Das ONS {e;}°; sei Vollsténdig. Annahme:

JueH| (ue)=(v,e;) Yi AN u#v
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Ausz=u—v folgt (z,e;)) =0 Vi A z#D0.
Aus der Parsevalschen Gleichung folgt dann

Z (z,¢;)]> = ||z]|> =0 ~ z=0 Widerspruch!

=1

[
Zusammenfassung:

1. Jedes Element eines separablen Hilbertraumes kann durch eine Fourierreihe dar-
gestellt werden:

(3]
u = Zuzez, U; = ('Ll, ei).
i=1

2. Jede Zahlenreihe "7, v,e; mit S°° |v,]> < oo definiert eindeutig ein Element
eines Hilbertraumes.

3. Durch

n
Sy, = E U; €4, mit U; = (u, ei)
i=1

wird das Element u iiber der endlichen Basis am besten approximiert. (s. Satz
3.4)

3.2 Konkrete Hilbertraume

3.2.1 Der Raum C"(R")

Elemente: Vektoren x = (71 2o ...z,)7  z; € C(R)

Rechenoperationen: Addition, Multiplikation mit Zahlen sind bekannt aus der li-
nearen Algebra.

Skalarprodukt/Norm: (x,y) =", z7;, ||x||=1/> 0, |xz|2

Schwarzsche Ungleichung: |(x,y)| < ||x||y], d.h.
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Basissysteme: {e;}";, = {(0..0ei =10..0)T, i=1,2,..,n}
{e;}, ist ONB, span{e;}; =C", dimC" =n

Eigenschaften:

C" ist separabel: Eine in C™ dichte und abzéhlbare Teilmenge entsteht, wenn span{e;}?
mit rationalen Koeffizienten gebildet wird.

Fourierreihen:

® X= 27‘11(7(7 ez‘)ez‘§ x; = (X, ei) Vx € C"
° HXH2 =5, |95,|2 . Parsevalsche Gleichung

e Jedem n-Tupel {z;}!", kann ein x € C" zugeordnet werden (Satz von Riesz-
Fischer).

Bemerkungen:

1. Es konnen andere Skalarprodukte definiert werden:
zB.bei A=A*: (Ax,x)>0 Vx#0
~ (x,¥)a = (Ax,y) ist Skalarprodukt
~ & y)al < x4yl db.

n 2 n n
g ATk < E Ay T;Ty - E kY5 Yk
i—1

J,k=1 J,k=1

2. Beispiel fiir einen anderen endlichdimensionalen Hilbertraum:
P = {X(t) | X(t) = ag + ait + ast® + ... + a,t™; t € [a,b], a; € C}

(X(6),Y (1) = [} X(t)Y (t)dt

3.2.2 Der Raum I,

Elemente: Zahlenfolgen x ={z3},; ¥ ={uk}re;
mit ) 7, |k |* < oo P yil® < 003 21,5 € C(R)
Die Elemente sind Folgen: x =(x1, x9, ...) mit den Komponenten z;

Rechenoperationen: x +y = (1 + y1, 23 + ¥2, ...)
Ax =(A\z1, Az, ...); A € C(R)

Skalarprodukt/Norm:

(x.¥) =Y b Il =
k=1
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Schwarzsche Ungleichung: |(x,y)| < ||x||y], d.h.

) ) 0o
2wl <\ D el Dl
k=1 k=1 k=1

[e.e]
(Die Konvergenz der Reihe > x;7x muss auf andere Weise gezeigt werden:
k=1
Wegen (|a| —[b])> >0 folgt |a|> — 2|a||b| + |b]* > 0 und damit 2|al||b] < |a|* + |b]*.

A X B < X el < X (el lwl®) < oo )
k=1 k=1 k=1
Basissysteme:
o {e,=(0,..,0,ef =1,0,...) },_ ist ein ONS.

o {e;}2, ist abgeschlossen.

e [, ist unendlichdimensional.

Eigenschaften: [, ist separabel. (0.B.)
Fourierreihen:

® X= Z;‘il(xaei)ei; T; = (X, ei) Vx € lg

o ||| =32, |#;°:  Parsevalsche Gleichung

Bemerkung zum Raum L,; p>1; p#2:

e Menge aller Zahlenfolgen x = {},o, mit Y oo |2;]" < o0

e normiert durch: ||x|| = §/>00, |[F

e vollstéindig

e separabel

e 1, ist aber kein Hilbertraum, da kein Skalarprodukt existiert, fiir das gilt:

[l = /(%)
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3.2.3 Der Raum Ly(a,b)

b
Elemente: messbare Funktionen f : (a,b) — C, fiir die gilt (L) / ()| dt < oo

Diese Funktionen heiflen quadratisch summierbar.
Rechenoperationen: f(t) + g(t) bzw. AMf(¢), A € C werden punktweise ausgefiihrt

Skalarprodukt / Norm: (£,g) — (L) / (gt |f]? = (L) / () dt

Schwarz’sche Ungleichung: |(f,g)| < ||f]| ||gll, d.h.

(L) /f(t)@dt < |w / O AR / O

Basissysteme:

A) (a,b) =(-1,1): e,(t)=1t" n=0,1,2,..
{en}", ist linear unabhéingig und vollstéindig in Ly (—1,1).
SCHMIDTsche Orthonormierung liefert:

2 1 1/2
en(t):( "; ) L.(t) n=012,..

mit den LEGENDREschen Polynomen

LA,

L

insbesondere gilt:

1
2

(35t — 30t% + 3)

Lo (75) =

—_

L, (t) =t, Ly (1) (3t —1)

Ly (t) = = (5°=3t), Ly(t)=

N —
ool —

B) (CL, b) = (_7T77T) :
vollsténdiges Orthonormalsystem :

2o () = % e (1) = % (kt) | o (1) = %smact) E=12,.
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62
Damit ist:
0
f(t) = 3—1—; ay, cos (kt) + by sin (kt)]
. 1 R 1 T ‘
wobei a = —/f(t) cos (kt)dt by = —/f(t) sin (kt) dt
™ T

—T —T

C) (a,b)=(0,7):

vollstéindiges Orthonormalsystem 1 :

%(t):%, o, (1) = \/gcos(kt), k=12, .

vollsténdiges Orthonormalsystem 1T :
2 .
p () = \/;sm (kt), k=1,2,..
D) (a,b) = (0,7):

vollsténdiges Orthonormalsystem:

1 27
t) = — exp (tkwt k=0,+£1,£2,... w=—
Damit ist
t) = Z cpexp (tkwt) ,  wobei = /f exp (—ikwt) dt
k=—o00 0
Eigenschaften:

e Der Ly(a,b) ist unendlich-dimensional.
Beweis: Es sei [c,d] C (a,b) mit —o0o < ¢ <d < oo und

[t fir t e e d
., (t) = { 0 sonst

Dann ist f,, € Ly (a,b) und das System f; (¢), ..., £, (¢ ) ist fiir beliebige m € N in
L; (a,b) linear unabhingig. Damit ist dim (L ( b)) =
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e [Ly(a,b) ist vollstéindig und separabel. Ist (a,b) ein endliches Intervall, so ist die
Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten eine in Ly (a, b) dichte Menge.
Jedes f(t) € Ly(a,b) kann mit beliebiger Genauigkeit durch ein solches Polynom
approximiert werden.

e Die Elemente von Ly(a,b) sind Funktionenklassen. fi(¢) und f5(¢) gehoren zur
selben Funktionenklasse, wenn gilt f; (¢) = f5(¢) fast iiberall (f.ii.a). auf (a, ), d.h.
b

wenn gilt f; (¢) # f5(¢) auf einer Menge vom Mafle Null bzw. (L)/ Ifi(t) — £2(t)| dt =

0
Fourierreihen:

Mit den Basissystemen B, C und D ergeben sich die iiblichen Fourierreihen.
Bemerkungen:

e zum Raum L, :
Der Raum LL,, mit zur p-ten Potenz integrierbaren Funktionen f(¢), p > 1; p # 2
ist kein Hilbertraum: Es gilt:

/|f WPt < 0or |f] = K/ /|f P dt.

Es gibt fiir p # 2 kein Skalarprodukt, so dass ||f|| = \/(f,f) gilt.

e Die Menge C, [a,b] aller stetigen Funktionen auf [a, b] mit dem inneren Produkt
b

(f,g):/f(t)-mdt fir bel. f,g € Cla,b]

a

ist ein Pré-Hibertraum, aber kein Hilbertraum. Es gilt jedoch: C, [a, b] mit diesem
inneren Produkt ist in Ly (@, b) ein dichter Unterraum.

e Der Grund fiir die Definition des Integrals im inneren Produkt des Raumes
L; (a,b) im LEBESGUEschen Sinne ist, dass dieser Integralbegriff gegeniiber den
Riemannintegralen wesentlich allgemeiner ist. Z.B. sind Vertauschungen von In-
tegral und Grenzprozess geméfl

b b
lim [f,(t)dt = / lim £, (¢) dt
bei Definition der Integrale im RIEMANNschen Sinne gegeniiber der Definiti-
on nach LEBESGUE an wesentlich einschneidendere Voraussetzungen gebunden.

Die Berechnung der inneren Produkte in der Menge der Funktionen des L (a, b)
iiber Riemannintegrale wiirde deshalb zu einem Pré-Hilbertraum fiihren.
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3.2.4 Der Raum Ly(G); G CR™ G # @; G messbar

Elemente: alle auf G definierten, messbaren, reell- bzw. komplexwertigen Funktionen
f:G — R (bzw. C) mit
(L) [ |f (x)]* dG < oo. Diese Funktionen heifien auf G quadratisch summierbar.

G

Rechenoperationen:

aof+pg € Ly (G) gemiB (af+pg) (x) = of (x)+0g(x) x€G
Vi,g € Ly (G) und Vo, SER (bzw. C)

Skalarprodukt/Norm:

agzjumEEm? 1], = /mw%G

G G

Schwarzsche Ungleichung: |(f,g)| < |/f]| ||gll, d.h.

/umE&MGsJ/HwMGJ/g@Vm

G

Basissystem: H=IL, (—o0, c0) : f,(t)=t"exp (—3it*) n=0,1,2,...
{ £.} ist linear unabhéngig und vollstéindig in Ly (—o00, 00) .
SCHMIDTsche Orthonormierung liefert:

mit o, = \/2"nl\/7

und den HERMITEschen Polynomen

mn

H, (1) = (~1)" exp () o (exp (1))

Insbesondere ist:
H, () =1, H, (t) = 2t, H; (1) = 4% — 2
Eigenschaften:

e [, (G) ist ein separabler Hilbertraum.
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e Die Elemente aus Ly (G) sind wie im Fall des Lj (a,b) Funktionenklassen.

e Ist G C R" offen, so gilt dim (L, (G)) = 0.
Ist G offen, so existiert ein Kubus

C:{x:(gla“wgn) eR" | —00 < ag <€k:<bk<oo}
mit C' C (. Wir definieren

& fir x=(£,&,,..,&,) €C
fm(x)_{Ol fiir XER”I\2G. '

Dann folgt £, (x) € Ly (G) und das System f; (x), ..., £, (x) ist fiir beliebige
m € N in L, (G) linear unabhéingig = dim (L (G)) = 0.

Bemerkungen:

1. C(G)— Raum aller auf G definierten stetigen Funktionen.
Es gilt: C(G) C Ly (G).

2. C"(G) — Raum aller auf G definierten Funktionen, die stetige partielle Ablei-
tungen der Ordnung k£ = 0,1, ..., m besitzen.

3. Cy (@) — Raum aller im R" definierten stetigen Funktionen ¢ mit kompaktem
Trager in G:
d.h.
Co(G)={peC(G) |p(x)=0 fir Vx¢G}.

4. CJ' (G) — Raum aller der Funktionen aus Cy (G), die stetige partielle Ableitungen
der Ordnung k£ = 0,1, ..., m besitzen.

8041+...+Otn(p (X)

COm (G) =4¥PE CO (G> Or  Orom
1 ---0Ty

€ Cy(G) k=1

5. C (G) — Raum aller Funktionen p€ Cq (G), die beliebig oft stetig differenzier-
bar sind, d.h. ¢ € C5° (G), wenn ¢ € C{' (G) fir m=0,1,....
3.3 Isometrie von Hilbertraumen

Definition 3.8 Die Hilbertraume Hy, Hy heiffen isometrisch, wenn eine eindeutige
Abbildung f : Hy — Hy existiert, fir die gilt:
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o flau+pBv)=af(u)+Bf(v)
e (u,v)=(f(u), f(v)) Vu,veH,VapecC

Folgerung 3.3 Diese Abbildung ist sogar eineindeutig:

Beweis. Annahme:
flar) =x; flug) =x A w#u
Darus folgt

flup—u) = f(w)— f(uy) =0
oy —wl* = [ f(w) = f(uo)[* = [[0]| = 0
u; = up Widerspruch

Bemerkung 3.5 Bei dieser Isometrie bleiben alle fiir einen normierten Raum typi-
schen Eigenschaften erhalten. Deshalb sind solche Rdaume vom abstrakten Standpunkt
als gleich anzusehen. Sie kénnen miteinander identifiziert werden. (siehe z.B. reelle
Zahlen - Punkte auf der Zahlengeraden oder C - Vektoren im R?).

Satz 3.6 Zwe:i beliebige separable unendlichdimensionale Hilbertraume H; und Hy sind
1sometrisch.

Beweis. u,v € H;, H; is separable
~Au=Yy 2 e u=(ue); v=>Yy. > ve; v =(ue);
{ei}2, ist ein vollstindiges ONS ~

oo

Z lui)* < |[ul|® < oo (Besselsche Ungleichung

i=1
Nach dem Satz von Riesz-Fischer existiert dann ein Element x € Hy mit den Fourier-
koeflizienten w; :
o0
X = Z wigi;  {gi}:2, ist ein vollstéindiges ONS von H
i=1

Nun definieren wir die Abbildung

f(u) =x Zzuz’gz‘ (*)
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Weiter sei f(v) =y =D -, vig;
Die Abbildung (x) ist eine Isometrie:
Eigenschaft 1:

flau+pv) = f aiuiei +ﬁiviei>
i=1 i=1
= f oznliﬁrrgo i u;e; + 57111_{20 z": viei>
i=1 i=1

= f li_)m Zn:(ozui —i—ﬁvi)ei)
i=1
= Z(aui + pvs)gi

=1

= azuigi +5Z%gi
i=1 i=1

— af(u)+B(v)

—~
=

Eigenschaft 2:

(fu), f(v)) = (Z%&»Z%’&‘) = Zuﬁz
= (; Uu;e;, ;vje])

= (uv V)
|

Bemerkung 3.6 Die Zuordnung hdangt von der Wahl der Orthonormalsysteme ab. o
und Lo sind also nur zwer unterschiedliche Realisierungen des separablen unendlichdi-
mensionalen Hilbertraumes.

3.4 Orthogonalitit und Unterrdume

Definition 3.9 Die Teilmengen M, C H und My C H eines Hilbertraumes H heiffen
genau dann orthogonal, wenn gilt (u,v) =0 Yu € M;,Vv € M.

Definition 3.10 Ist M eine beliebige Teilmenge von H, dann heifit
Mt={veH]| (uv)=0 Yue M} Orthogonalraum zu M.
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Satz 3.7 Fiir jede Teilmenge M C H eines Hilbertraumes H ist M+ ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H.

Beweis. 1) Wir zeigen, dass M~ ein linearer raum ist:
w,u € M+ veM ~

(ug,v) = 0= (ug,Vv)

(au; + fuy,v) = a(uy,v)+ f(ug,v) =0

N auy + Pu, e M L
2) Wir zeigen: M+ ist abgeschlossen:
Aus u € (M*)* folgt

Huw,}22, |u, € M+ Alimu,=u

n—oo

(u,,v) = 0 Vn, WweM
Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes erhalten wir
(w,v) = lim (u,,v)=0 ~ ue&M*

u
Folgerung 3.4 Ist M Unterraum = M N M+ = {0}
Folgerung 3.5 Ist M = H = M+ = {0}

Bemerkung 3.7 Folgerung 3.6 Es gelte M C H; ueH A {u} L M =
{u} L spanM

Satz 3.8 PYTHAGORAS
Die Elemente ui,ug,...,u,€ H des Hilbertraumes H seien paarweise orthogonal, d.h.
(u;,u;) =0 fir i# j. Dann gilt

Jur + e + o+ Wl = [Jw P+ [Jus? + 4w

Definition 3.11 FEs seien V, W C H abgeschlossene Unterrdume des Hilbertraumes
H. Ist jedes u € H eindeutig als Summeu=v+w mitv eV undw € W darstellbar,
so heifit H direkte Summe der Unterrdume V und W: H=V & W.

Definition 3.12 W C H heifst orthogonales Komplement zum abgeschlossenen
Unterraum V C H, wenn gilt W 1V A H=VoeW.
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Satz 3.9 Jeder abgeschlossenen Unterraum V C H eines Hilbertraumes H besitzt ein
emndeutig bestimmtes orthogonales Komplement W.

Satz 3.10 Es gelte W L V. A H = Ve W, H Hilbertraum. Dann gilt fiir ein
beliebigesu e H :u=v+w mitveVundweW: (v,w)=0.

v heifit orthogonale Projektion von u aufV bzw.w heifit orthogonale Projektion
von u auf W.

Die Abbildungen P : H — V gemdff Pu=v und Q : H — W gemdff Qu = w heifien
orthogonaler Projektor (Orthoprojektor) auf V bzw. W.

H=R3 V=R?
Bemerkung 3.8 Der Orthoprojektor P ist ein linearer beschrdinkter Operator mit
IP[=1.

Beweis: FEs seiw;, =v;, +w;, 1=1,2

P (au; + fuy) = avy+ fvye = aPu; + fPuy; Vuj,u, € H

Pul® = v < IvI*+wl* = Jul* Yu=v+weH
Fiir beliebige u = v € U gilt andererseits |Pul|| = ||u||, und damit ist ||P| = 1.
Bemerkung 3.9 Es gilt Q =1— P (I— Einheitsoperator ).
BESTAPPROXIMATION IN HILBERT-RAUMEN

Satz 3.11 U se: ein abgeschlossener Unterraum des Hibertraumes H und u € H belie-
big. Dann gilt:
a) Es existiert genau ein ug € U mit

o) Ju =l = min ju—v| und

b) (u—uy,v) = 0 fir vveU, dh u—uycU

ug heifit bestapprorimierendes Element fiir u € H beziiglich des Unterraumes U.
Beweis: s. Literatur (Kantorowitsch/Akilow)
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Bemerkung 3.10 Die Minimumprobleme mi% |lu — vl und mirllJ F (v) mit dem
v € Vv E
quadratischen Funktional
1
F (V> = 5 (V7V) - (u7 V)

besitzen in Hilbertraumen mit reellem Skalarprodukt ein und dieselbe Losung uy € U.
Das folgt sofort aus dem Zusammenhang:

2

Satz 3.12 FEs sei U,, ein n—dimensionaler Unterraum des HILBERT-Raumes H und
ei,...,e, eine Basis in U,. Das bestapproximierende FElement uy € U,, fiir ein beliebiges
u € H kann in der Form .
Uy = Z L€y
k=1

dargestellt werden, wobei die Koeffizienten oy aus dem linearen Gleichungssystem

|m—vwzumn—ﬂmvmwww=ﬁ{&wv%%wﬂ]+wW=2Fwwwmf

(u—ug,e;) = (u,ei)—Zak (ex,€;) =0, i=1,..,n
k=1

eindeutig berechenbar sind.

Beweis: Zusammen mit Satz 3.11 geniigt zum Beweis die Bemerkung, dass die Bedin-
gung (u — ug, v) = 0 fiir alle v €U,, genau dann gilt, wenn diese fiir die Basiselemente e;
(i =1,...,n) erfiillt ist, d.h. wenn (u — ug,e;) =0 (i = 1,...,n). Das lineare Gleichungs-
system entsteht dann nach Substitution des Ansatzes fiir uy in diesen Beziehungen.

Bemerkung 3.11 Dieser Satz bildet die Grundlage zur numerischen Losung von Fux-
tremalaufgaben (quadratische Variationsprobleme).

Beispiel 3.13 Es sei H=IL5(0,1) und U, C H der Unterraum, der von den Basis-
funktionen @, (t) =t* (k=0,1,....,n) aufgespannt wird. U, hat damit die Dimension
n+1. Sei f(t) € Ly(0,1).

Ansatz fiir das bestapproximierende Element:

£(0) =3 awpy (8).

mit

1 1
) 1
(o 01) = %m%mwz/tmwz

| 0 P
to) = [ o= [ soa
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(%) ist das lineare Gleichungssystem fiir die stetige Approzimation von f(t) im quadra-
tischen Mittel (Methode der kleinstenQuadrate, s. Numerik). Wir erhalten

1
lim [ (f,(t) — £(t))%dt = 0: Konvergenz in Ly(0, 1)

n—oo 0

Bemerkung 3.12 Istey, ..., e, eine orthogonale Basis in U, d. h. gilt (e, e;) = 0 E;,
so erhdlt man «; = (u,e;) /E; und damit

Das entspricht dem Anfang einer Fourierreihe, d.h. die Fourierreihe fiihrt zum bestap-
proximierenden Element.

Beispiel 3.14 Es sei H=ILy(0,27) und f (t) sei eine beliebige Funktion aus L2 (0, 27).
U,, = span {L , ﬁ cos (kt) ﬁsin(kt) k=1,2, n}

2

g & N cos (kt) sin (kt)
0 = D A

R =

G = (f,\/—_j:/jﬂf(t)\/%_wdt
(f COS(’“)) _ % /0 8 (1) cos(kt) i

B, = (f,Sin?)) - %/O%f(t) sin(kt)dt; k=1,2,...n

Im Allgemeinen sind die Faktoren in Koeffizienten «y, () enthalten und wir erhalten
die tibliche Form der Fourierreihe mit

27
lim (£.(t) — £(t))%dt = 0: Konvergenz in ILy(0, 27)

n—oo 0

3.5 Lineare Operatoren in Hilbertrdumen

3.5.1 Adjungierte, symmetrische und monotone Operatoren

Lineare zeitunabhiingige Zusammenhénge fithren auf lineare Operatorgleichungen der
Form Au = f, z.B.

e bei der Berechnung statischer elektrischer Felder
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e beim statischen Kriftegleichgewicht mechanischer Systeme

e bei Problemen, die auf lineare Gleichungssysteme fiihren.

Um Klassen linearer Operatoren mit gleichen Losungseigenschaften bilden zu kénnen,
ist es erforderlich, die Eigenschaften linearer Operatoren genauer zu kennen. Hat der
Operator Matrixgestalt, so bestimmen die Matrixeigenschaften , wie z.B. die

e Symmetrie und die

e positive Definitheit,

die Operator- und Losungseigenschaften. Solche Eigenschaften miissen nun auf allge-
meine lineare Operatoren im Hilbertraum iibertragen werden.

Definition 3.13 Im Hilbertraum H sei der lineare Operator A : D(A) C H — H

definiert. Es gelte D(A) = H.

DA*)={xeH| 3Jy e Hmit (Au,x)=(u,y) Yue D(A)}

Der Operator A* : D(A*) CH — H mit A*x = y heifst adjungierter Operator
zu A. Es qgilt

(Au,x) = (u,A"x) fir Vae D(A),vx € D(A").

Definition 3.14 Im Hilbertraum H sei der lineare Operator A : D(A) C H — H

definiert. Es gelte D(A) = H. A heifit

e symmetrisch <= (Au,x) = (u,Ax) Yu,x € D(A),
dh. A*x=Ax Vxe DA) A D(A)C DAY

e selbstadjungiert «<— A = A* dh A*x=Ax Vxe D(A)= DAY
e schiefsymmetrisch <= (Au,x) = —(u,Ax) Vu,xe D(A)

*

e schief-adjungiert <— A = —-A



3.5. LINEARE OPERATOREN IN HILBERTRAUMEN 73

Beispiel 3.15 H=R"; A = (a;)},=;; Au=(}" a5u;);_; D(A)=H

(Au,x) = (i aijuj,x> = i (i CLijUj) - T
j=1 i=1 \j=1

n

= Z (Z “jiuz') o (e )

J=1

- S (Sowm ) -
i=1 j=1
A" = (a:jy;,j:l = (aji)?,jﬂ

Im Fall von reellen Matrizen ist der Operator A* die Matriz AT. Im Fall von komplezen
Matrizen ist der Operator A* die konjugierte und transponierte Matriz A*.

Beispiel 3.16 H =L,(a,b); Au= [ K(t,s)u(s)ds; D(A)=H
(Au,x) = / l/ K(t,s)u(s)ds} -X(t)dt;/ u(s)y(s)ds

—
/a b { / K s)x(t)dt] u(s)ds / " a(s)y(s)ds

—

/ Kt s)x(t)dt = A

A(u(s) = / K(t, s)u(s)ds

b
A*(u(s)) = / K(s,t)u(s)ds
A = A<= K(s,t) = K(t,s)
Im Fall von komplexen Funktionen und einem komplexen Koérper erhalten wir K (s,t) =

K(t,s)
Eigenschaften des adjungierten Operators:

1. A* ist linear.

2. (aA)* = GA*
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3. Sei T : H — H ein linearer beschriankter Operator. =—- 3 ein eindeutig
bestimmter Operator T*, der ebenfalls linear und beschriinkt ist.
Es gilt: [ T = | T°] .

4. (A*)" = A, denn es gilt:

(A*u,x) = (u,(A")"x)
= (x,A™u) = (Ax,u) = (u, Ax)

Definition 3.15 Der lineare Operator A : D(A) C H — H heifit positiv definit,
wenn, gilt: (Au,u) > C ||u||* firvue D(A), CeR, C>0

Bemerkung 3.13 Vergleiche mit Linearer Algebra: Positive Definitheit von Matrizen

3.5.2 Eigenwerte von Operatoren

Definition 3.16 )\ € C heifst Eigenwert des Operators A : H — H ,wenn ein x € H
existiert, x # 0, so dass gilt Ax = Ax. Jedes x # 0 fir das Ax = Ix gilt, heifst
Ergenelement zum Eigenwert \.

Eigenschaften :

. A-H—-H;, A=A" ~ (Ax,x)eR V¥x
Beweis:

(Ax,x) = (x,Ax) = (Ax,x)

2. A:-H—-H;, A=A*" ~ alle Eigenwerte von A sind reell.
Beweis:Ax = Ax

(Ax, x)= (Ax,x )

I

3. A-H—H; A=A*" ~ Eigenelemente, die zu verschiedenen Eigenwerten

gehoren, sind orthogonal.
Beweis: Ax; = A\iX1; AXo = AaXo; A, A2 €ER; A # Ay
N

(Ax1,X5) = A(X1,X%y)

(x1,A%,) = Ao(X1,Xy)
= (A1, %) = (Axy,X;) = A (X1, Xy)
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Damit erhalten wir

)‘1(X17X2) = )‘2<X17X2)
()\1—)\2)(X1,X2) =0

Da A\; # Ay gilt, folgt (x1,%,) = 0.

4. A:-H—H;, A=A ~ |A] = supl|(Ax,x)| (0.B.)

Beispiel 3.17 H=C";, T:H—-H, T = (t;)!

irj=13

Tx = y mit yp = Ztkj:rj; k=1,2,..,n
j=1

Tx = <= (T-A)x=0
x # 0 <= det (T — AI) =0,

wobei I = (0;5)7;—, der Einheitsoperator ist. Die Eigenwerte der Matriz (t;;)7,_, stellen
die Eigenwerte des Operators T dar.

Beispiel 3.18 Differentialoperator: D = j—;; x(t) sei mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar.

x(0) =x(r)=0; = x(t) € C?[0,7]: kein Hilbertraum, aber Banachraum!!

d2
T ar
Das FEigenwertproblem entspricht dem Randwertproblem einer gewohnlichen Differen-

tialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,.Mit dem Ansatz x(t) = e™
erhalten wir die characterische Gleichung

Dx x(t)=Ax(t) A x(0) =x(7) =0

052—)\20 % 041/2::|:\/X

und damit die folgenden allgemeinen Lisungen:
Fall 1: X > 0:
) = Cre +Coe Y A x(0)=x(r) =0
x(0) = C1+Cy=0 ~ Cy=-C
x(1) = Cre¥ + Che VN
= eV —Cle VL 0= C; =0+ x(t) =0
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Fall 2: A =0:
x(t) = C1+Ct N x(0)=x%x(m)=0
x(0) = C1=0
x(1) = Ch-m=0<=Cy=0<=>x(t)=0
Fall 3: A <0 :
x(t) = C)cos(V—Fkt)+ Cysin(v—kt) A x(0)=x(7) =0

x(0) = Cycos0=Cy =0
x(1) = Cisin(V=AT)=0<=C; =0 Vv sin(v—ir)=0
C1 = 0 fiihrt nur zur trivialen Lésung. Deshalb fordern wir
sin(vV—Ar) = 0<=V-Ar=kn
= N\ = —k?
< xi(t) = Cysin(kt) ke Z.

2

D.h. nur fir die Figenwerte N\, = —k* erhalten wir nichttriviale Losungen.

Aber der Raum C?|0, 7| ist kein Hilbertraum. Wir kennen dort kein Skalarprodukt und
konnen deshalb die Fourierreihen micht nutzen.

Satz 3.13 Der Operator A : D(A) C H — H sei selbstadjungiert, positiv definit und
besitze ein abzihlbares System von Eigenlosungen { A, uy}32, wobei die Eigenelemente
{ui}2, in H ein vollstindiges ONS bilden. Dann gilt:

1. Au hat die Darstellung
Au = Z/\k(u, up)ug  fur
k=1

Vu € D(A)={ueH| Y |\(uu)f < oo}

2. 3A LV H — H; A~! st linear und beschrinkt.

M]3

1

A = )\—(f,uk)uk vie H
k

1

AT < S[If] mit 0<C<M<A<..

Qlr i
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3. Die Losung der Operatorgleichung Au = f, f € H hat die Form
u=A'f= i i(f, u,)uy.
= M

0.B.

Bemerkung 3.14 Um diesen Satz nutzen zu kénnen, ist unbedingt ein Hilbertraum
erforderlich! Ein Banachraum wie im Beispiel 3.18 reicht nicht aus, obwohl dort eine
Fourierreihe existiert. = FEinbettung in Hilbertraum suchen.

Bemerkung 3.15 Folgende Bedingungen sind dquivalent:

1.ue D(A)

oo
2. Z Ak (u, ug)uy ist konvergente Reihe in H.
k=1

3. Z | A\x(u, ug)|? ist konvergente Zahlenreihe.
k=1

3.5.3 Lineare Funktionale

Definition 3.17 Im Hilbertraum H dber dem Kérper K (R bzw. C) heiflen Operatoren
f, die von H nach K abbilden Funktionale oder Linearformen: f:H — K.

Definition 3.18 Das Funktional f:H — K heifst:
e linear, wenn gilt: f(au+ pv) = af(u) + ff(v) Vu,veH; Va,5 €K
o beschrinkt, wenn gilt: AIM € R, M >0 | |f(u) < Mlul| VaeH

e stetig, wenn gilt: Aus lim, ., u,, = u folgt stets lim,_, f(u,) = f(u);
u,,u € H.

Definition 3.19 Es sei f: H — K ein lineares beschranktes Funktional. Die Zahl
el = swplf), wem

= mf{MeR| |f(uw)] < M|u| VuecH

heifst Norm des Funktionals.
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Analog zu den Operatoren gilt:

Satz 3.14 FEin lineares Funktional auf dem Hilbertraum H ist genau dann stetig, wenn
es beschrankt ist. (Beweis Hausaufgabe)

Satz 3.15 uy € H beliebig, fest; H sei ein Hilbertraum H tiber dem Kérper K. Dann
definiert f(x) = (x,up) ein lineares Funktional in H.

Bewezs.
flax +8y) = (ax+ By, o)
= a(x,ug) + By, up)
= of(x) + Bf(y)
|

Bemerkung 3.16

D I = | Gl < el ol < o]
R R

9 = )] = ol emive T = o]

Damit erhalten wir |[f|| = ||uo||. d.h. wenn £ beschrinkt ist, ist f auch stetig.

Satz 3.16 Darstellungssatz von RIESZ

f(x) sei ein stetiges (bzw. beschrinktes) lineares Funktional im Hilbertraum H mit dem
Skalarprodukt (.,.). = Fuy € H | f(x) = (x,uy) Vx € H, ug fest. ugy ist
eindeutig bestimmt, es gilt: ||f|| = ||uo|| - (0.B.)

Beispiel 3.19 o) H=R" mit (x,y) = > zxyr; f:R*—>R
k=1
f(x) = (x,a) :Zxkak; ac R"; a fest
k=1

b) H=1, mit (x,y)=> 2y,; f:l2—C
k=1

f(x) = (x,b) ZZIkEk; b = {b1,b2,...}; b fest
k=1
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c) H =Lsa, b] mit (x,y) = f; x(t)y(t)dt; f:Lsfa,b] — C

F(x) = / (D@Dt go(t) € Lala,bl; go(t) fest

Bemerkung 3.17 In den Rdiumen L, bzw. 1, mit p # 2 ist die allgemeine Gestalt
stetiger linearer Funktionale ebenfalls durch f(x) = (x,u) gegeben, wobeiu € L, (bzw.
1,) und % + % =1; 1<p<oo gilt. Zum Beweis der Beschrinktheit der Funktionale
benétigt man die Héldersche Ungleichung:

> ] < (0, ) (2 |yk|) <o

/ fgdzr| < (/ ]f]”dx) : (/ab]g|qd:r>q < .

Definition 3.20 Sei {x,,}5°, eine Folge von Elementen des Hilbertraumes H. {x,,}°,
heifit schwach konvergent gegen x € H, wenn fiir jedes stetige lineare Funktional £ auf
H gilt:

lim, . f(x,) = f(x); Schreibweise: x, — x

L

P

Bemerkung 3.18 Normkonvergente Folgen {x,}2°, C H werden als stark konvergent
bezeichnet ( ||x, — x| "= 0).

Satz 3.17 Aus der starken Konvergenz folgt die schwache.

Beweis.

f(xn) = £(x)| = [£(xn — ) <[[f]} [[xn — %[ —0
[
Bemerkung 3.19 Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel 3.20 H =L,[0, 7] mit f(x) = [ x
reell..
Wir betrachten dann die Folge x, = x,(t) = sin(nt); n €N

f(x,) = /07r sin(nt)y(t)dt == 0

f(x,,) sind die Fourierkoeffizienten von y(t) ohne konstante Faktoren. Damit ergibt sich

dt; 'y € Lala,b]; y sei fest und

f(x,) == £(0) :/ 0-y(t)dt =0 Yy €Ly[0,n]
0
Andererseits erhalten wir

%, — O||° = /0 (sin(nt) — 0)*dt = g . Widerspruch!

— {x,,} konvergiert schwach gegen 0, aber nicht stark.
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3.5.4 Bilinearformen

Definition 3.21 Im Hilbertraum H diber dem Kérper K heifst der Operator a mit
a:H x H — K Bilinearform, wenn gilt:

a(ou+ fv,w) = aa(u,w)+ pa(v,w)
a(w,au+ fv) = aa(w,u)+ pa(w,v) VYu,v,we€H, Vo, e K.

Definition 3.22 Die Bilinearform a : H x H — K heifst:
e beschrinkt, wenn 3 C >0; CeR | |a(u,v)|<C|ul|v] VuveH
e symmetrisch, wenn gilt a(u,v) = a(v,u) Vu,veH
e positiv, wenn gilt: a(u,u) >0 VYuecH

e streng positiv, wenn gilt: a(u,u) > C |lul®* YueH A C >0, C = const.

Beispiel 3.21 H = R" mit (u,v) =) wevg;  a(,.): R*xR* - R
k=1

a(u,v) = (Au,v) Z iUV = (aij); ;-

i,7=1

A ist symmetrisch (positive definit) genau dann, wenn die Matriz A symmetrisch (po-
sitive definit) ist.



4 Variationsprinzipien

Aus der klassischen Analysis ist die Losung von Extremwertaufgaben bekannt: Gege-
ben ist eine reellwertige Funktion f (), gesucht sind die reellen Zahlen xy, fiir die f (x)
beziiglich einer Umgebung von z( extreme Werte (Minima, Maxima) annimmt.
Gelost wird diese Aufgabe, indem zunéichst die extremwertverdichtigen Punkte aus der
notwendigen Bedingung [’ (z) = 0 ermittelt werden. Aus den Werten f” (xg) ist
dann zu entscheiden ob ein Extremum vorliegt - hinreichende Bedingung.

Diese Vorgehensweise 148t sich weitestgehend auf die Losung von Extremwertaufgaben
in allgemeinenFunktionenrdumen X iibertragen: Gegeben ist ein Funktional

f (u) : X— R, gesucht sind Funktionen uy € X fiir die f (ug) beziiglich einer Umgebung
von ug extreme Werte annimmt.

Zur Losung dieser Aufgabe wird der Begriff der Ableitung f’, f”,... einer Funktion
f (x) durch Einfithrung der Variation 6f, §*f, ... und der GATEAUX-Ableitung f' eines
Funktionals f verallgemeinert. In Extrempunkten uy von f (u) muss die notwendige
Bedingung f’ (up) = 0 ( EULER-Gleichung ) erfiillt sein.

Hinreichende Bedingungen fiir ein Extremum sind im allgemeinen Fall weitaus kompli-
zierter.

4.1 Variation und Ableitungen von Funktionalen

f:U(uy) € X — R sei ein Funktional, das in der Umgebung U (ug) des Punktes ug
definiert ist. X sei ein normierter Raum zum Korper K = R.

Fiir jedes h € X ist dann ¢ (t) = f (ug + th) eine reellwertige Funktion des Parameters
te R

Definition 4.1 6f (ug, h) = ¢’ (0) heifst erste Variation von f im Punkt vy in Rich-
tung h. Die n-te Variation 0"f (ug, h) des Funktionals £ im Punkt uy und in Richtung
h ist gleich der n-ten Ableitung von ¢ (t) firt=0:

6"f (ug, h) = ™ (0) n=1,2,..

Definition 4.2 f besitzt im Punkt uy eine GATEAUX-Ableitung f' (u,), wenn die
erste Variation 0f (ug, h) fir alle h €X ezistiert und das Funktional

f'(u) (1): X—=R gemdfs ' (ug) (h) = 0f (up,h) fir vheX

linear und stetig 1st.

81
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Definition 4.3 Die GATEAUX-Ableitung ' (uo) heift FRECHET- Ableitung, wenn
gilt:
f(ug+h)—f(u) = f'(up)(h)+][he(h)
mit  lime(h) = 0 fir VheX

h—0

Beispiel 4.1 X =R, f (u) sei eine stetig differenzierbare Funktion; u = x € (a,b)

f:(a,b) CR—R.

1. Variation von f:

df (x)

d
0f (u,h) = o f(x+th)|,_, = T h = df(x)
2. Variation von f:
d? d*f (x)
2 2
0°f (u,h) = -5 f(x +th)|, o = —5~h

d
D.h. die GATEAUX-Ableitung entspricht der gewohnlichen Ableitung &f (x) .

FRECHET-Ableitung existiert, wenn f (u) zweimal stetig differenzierbar ist. Aus
der TAYLOR-Reihenentwicklung fir £ (u) an der Stelle u = x bis zum zweiten Glied
folgt dann

futh) —f(u) = dfalf)m d;}f)% = dzg(x)

mit |le(h)] — 0 bei h—0.

h+e(h)h

Beispiel 4.2 X = R*, u =X=(x1,2y,...,2,)7, f(u) = f(21,...,1,) sei eine stetig
differenzierbare skalare Funktion

f- MCR"— R
1. Variation von f entspricht der Richtungsableitung von f (u) im Punkt u =X € M

in Richtung h ~h = (hi, ..., hn)T , sofern h normiert ist:

d
Of (wh) = — £ (@14 thi, o un + tha)] g

"Lof (X
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2. Variation von f :

2 _ .
8f (u,h) = dt; o
o t=0
"L O () ==
_ @:1; 5205, hihs = (G (X) 0, 1)

Damit gilt die Abschdtzung
£ (w) (b)) < [|grad (£ (%)) || B

Die GATEAUX-Ableitung im Punkt X existiert, wenn £ in einer Umgebung von X
stetig differenzierbar ist.
FRECHET-Ableitung: Aus der TAYLOR-Entwicklung von f (u) folgt:

f(u+h)—f(u) = grad(f(?))-ﬁ—i—%((} (?) f,ﬁ)

= f'(u) (h) + |[h][ e (h)

mit

—_

IN

e (h)l = 25| (a(€)w.m)

Die FRECHET-Ableitung im Punkt X existiert, wenn £ in einer Umgebung von X
zweimal stetig differenzierbar ist.

6 (EE] o s 5] ~o

Beispiel 4.3 X=H sei ein Hilbertraum und

£ (u) %a(u, u) — (b, u)

ein quadratisches Funktional f : H — R mit der symmetrischen beschrdinkten
Bilinearform a (-, -)

la(u,v)| < Cufflv]  VuveH
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und dem linearen Funktional (b,u) mit b €H fest gewdhlt.
Wir setzen nun

p(t) = f(u+th)Z%a(u—l—th,u+th)—(b,u+th)

_ %a(u, )+ %a (u,th) + %a (th, 1) + %a(th,th) _ (b,u) — (b.th)
- %a(h,h)ﬂ[a(u,h)—(b,h)]+f(u)

1. Variation von f :
of (u,h) = ¢’ (0) = a(u,h) — (b, h)
2. Vartation von f :
3% (u,h) = ¢ (0) = a (, h)
GATEAUX-Ableitung:

f'(u) (h) = a(u,h)— (b,h) und
£ (a) ()] < (C'lufl+ [[b]]) [}l

Existiert ein linearer Operator A :H—H mat
(Au,h) =a(u,h) VheH,

so ist die GATEAUX-Ableitung f' (u) = Au—b.
Die FRECHET-Ableitung existiert, denn es gilt

f(u+h)—f(u) = a(uh)-— (b,h)+%a(h,h)
= f'(u) (h) + |[h][ e (h)
mat ]

|€(h)|=m

1 "
la(h,h)| < 5Ch| =0 fir |l — 0.

Beispiel 4.4 Eindimensionale klassische Variationsprobleme gehen oft von einem Funk-
tional der Form

f:X—>R mit f:f(u):/F(x,u(x),u/(x)) dx

mit der sogenannten LAGRANGE-Funktion
F=F(z,u(x),u (z)); F:la,b) xR* =R fir Vu(zr)eX=C"(ab).
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aus. F' sei beziiglich aller Argumente zweimal stetig differenzierbar. weiter gelte u(a) =
uq und u(b) = uy

ol
Nun bilden wir die erste Variation von f (u) mit h €C (a,b) (Gleichmdifiige Konver-

genz!)
b

o (t) = £ (ug+th) — / F (2,00 (2) + th (z) 1) () + th' (2)) da,

o ()l = / [Fy (2, 00, ub) W (2) + F, (2,10, u) h (2)] da.

a

Wegen h (a) = h (b) = 0 erhdlt man nach partieller Integration
of (wo,h) = ¢ (t)],_
/ d
- / [_% w (z,u0,ug) + F, (2,00, up) | h(z) da.
Weiterhin gilt, da F' zweimal stetig differenzierbar ist
b
f(up+h) —f(u) = /[F (.0 (z) + h(2),uy (x) + b’ (2)) — F(z,u0 (2) ,u5 (2))] do

a
b

= /[Fu (z,u9,uy) h(z) + Fy (2,09, uy) ' (x) + he(h)] dx

mit  |le(h)|| — 0 bei h — 0.Partielle Integration ergibt wieder
b b

= / [Fu (x,ug,up) — C%Fu/ (m,uo,ug)} h dz + /he(h) dr,

a a

wobei das 2. Integral mit h — 0 gegen Null strebt. Daraus folgt: Es existiert die
FRECHET-Ableitung

' (ug) = F, (x,u9,up) — —Fy (x, 1, uyp)

dx

4.2 Extrema und Variationsprobleme

Wir betrachten nun Funktionale f auf dem Banachraum X = B (Hilbertraum X = H)
und suchen deren Extrema.
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Satz 4.1 Notwendige Bedingung fiir ein Extremum:
Hatf: D C X — R, D offen, inug € D eine lokale Fxtremstelle, so gilt

0f (up;h) =0 VheX (%)
Definition 4.4 Punkte ug € ]OD, an denen die Bedingung (%) erfillt ist, heiffen sta-

tiondre Punkte von f. Stationdre Punkte, die keine Extremalpunkte sind, heifsen
Sattelpunkte.

Definition 4.5 Das Variationsproblem auf X lautet: Gesucht sind die stationdren
Punkte von

Existiert die FRECHET-Ableitung f’ (up), so kann man folgenden Satz beweisen:
Satz 4.2 Ist f: D € X — R, ein FRECHET-differenzierbares Funktional und ist
uy € f) eine lokale Extremstelle von f, so gilt die EULER-Gleichung:

' (ug) = 0.

Beweis: 0.B.d.A. sei ein ug € D (lokales) Minimum von £
~f(u) >1f(u) YueU(u)
Es sei nun
u=uy+th; t>0; heX; |h|=1
da die FRECHET-Ableitung existiert gilt
f(up+th) =f(ug) + £' (uo) (th) + |th|je(th)  mit  lime(th)=0

t—0
Folglich st

0 < Flwot “;) —f(w) _ 4 (1) (h) + ||h e (th) = £ (o) (h) + € (th)
0

< f'(up) (h) VheXmit |h]| =1, da lintl)e(th) =0

Benutzen wir nun an Stelle von h das Element -h , so gilt:
0 < £ (ap) (—h) = —f"(uo) (h),

woraus folgt
f'(ug) (h) =0 VheX; |h||=1

Beliebige Elemente aus X konnen als Ah mit A € R dargestellt werden.~

£ (uo) (h) =0 VheX
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Beispiel 4.5 In den oben besprochenen Beispielen lauten die entsprechenden Variati-
onsprobleme:

d
Beispiel 4.1: Die EULER-Gleichung: d_f (x) = 0 entspricht der notwendigen Bedin-
b

gung fiir ein Extremum von f (x) .
Beispiel 4.2: uq ist ein stationdrer Punkt von f, wenn die EULER-Gleichung

grad (f (ug)) =0

erfullt ist (notwendige Bedingung fiir ein Extremum,).
Beispiel 4.3: ug € H st ein stationdrer Punkt von f, wenn die FEULER-Gleichung

AUO—b =0
erfillt ist.

Im Beispiel 4.4 liegt jedoch fiir das Extremalproblem kein Raum X oder Unterraum
von X zu Grunde, sondern eine Mannigfaltigkeit aus einem Banachraum.

4.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Es sei X = B ein Banachraum (bzw. X = H ein Hilbertraum), V ein Unterraum von
X, f: X — R ein Funktional, u* € X. Dann bezeichnet

M=u"+V:i={u"+v|veV}

eine lineare Mannigfaltigkeit. Wir betrachten nun die Einschréinkung f|y und suchen
deren Extremstellen, d.h. Extremstellen ug von f unter der Nebenbedingung ug € M.
Das Funktional f sei FRECHET-differenzierbar.

Satz 4.3 Definition 4.6 Punkteu, € M mit f'[ug] =0 Vh € V heif$en stationdre
Punkte von £ unter der Nebenbedingung uy € M.

Definition 4.7 Variationsproblem auf einer Mannigfaltigkeit:
Gesucht sind die stationdren Punkte ug von f mit der Nebenbedingung uy € M.

Satz 4.4 Es sei f : D € X — R, ein FRECHET-differenzierbares Funktional, V ein
Unterraum von X, u* ein beliebiger fester Punkt aus X und M = u* 4+ 'V eine lineare
Mannigfaltigkeit aus X. Hat die Einschrinkung f|,; in vy ein Extremum, so gilt dort
die EULER-Gleichung

f/ (ll()) = 0.
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Beweis. Wir definieren das Funktional
f(v)=f(u"+v) WveV.

das V in R abbildet. Fiir v,h € V gilt wegen der Fréchet-Differenzierbarkeit von f:

~

f(v+h) = f(u+v+h)
= f(u"+v)+f (u+v)(h)+||hfe(u*+v,h) mit }llin%e(u*—irv,h):()
Mit e(v,h) = e(u* + v, h) gilt also
f(v+h) =f(v)+f (u" +v)(h) +|h|e(v,h) VveV

und damit R
f' (0" +v) (h) =f'(v) (h)

Nach Satz von oben gilt aber fiir jede Extremale v € V von  die Gleichung f' (vo) (h) =
0,dh f(u" +vo)(h)=0 YheV
Mit

Uy = u* + Vo

folgt die Behauptung f’ (ug) = 0. [

Beispiel 4.6 Aus der Bedingung im Beispiel 4./

§F (ug,h) = 0
b

d
= /l_%FUI (l’,UO,ug)‘i_Fu('rauO?uIO) h(l’) dx.

ol
fiir alle zuldssigen h €C (a,b) folgt fiir einen stationdren Punkt von f die EULER-

Gleichung
d

dz

bzw. in der voll ausdifferenzierten Form.:

(Fw (z,u,u)) = F, (z,u,u) (EG),

Fu — Fu’;c - Fuu/ll/ — Fu/u/ll” =0 (EG)2 .

Die EULER-Gleichung ist in diesem Full eine i.Allg. nichtlineare gewdohnliche Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung fiir die Funktion u(x) (mit Randwerten).
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Beispiel 4.7 Gesucht ist der kiirzeste Weg zwischen den Punkten Py (xq, yo) und Py (z1,y1)
(mit xy # x1) in der Ebene. Mit u = u (x) wird die Funktion der Verbindungskurve zwi-
schen den Punkten Py und Py bezeichnet. Fiir die Linge f (u) dieser Verbindungskurve

erhdlt man:
f(u):/\/l—k(u’ (2))dz

mit der LAGRANGE-Funktion

F=F@)=1/1+ @ (2))

Mit ,
Fo=0 und Fy = v
L+ (' (x))*
ergibt sich die EULER-Gleichung
Ty
TV (W (2))?
~
= - C
L+ (W (x))*
) = o1+ @))
(W) (1-c?) = ¢
2
u(z) = + Tz =9= const.

Damit erhdlt man, wie zu erwarten war, als kiirzeste Verbindungskurve die Gerade
u(z) =azx+b.

Die Gerade muss durch die zwei Punkte Py (xq,yo) und Py (x1,y1) mit xy # x1 verlau-

fen.
a N _ [ Y
0= ()
b

u(z9) = axg+b=1yo N o 1
u(z)=ar;+b=1 1

To — T1 Ty — 1

Anpassung der Randbedingungen:
_ o1 — T1Yo
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Beispiel 4.8 Brachistochronen - Problem
In der Ebene ist die Bahnkurve von Py (0,0) nach Py (a,b) (mit a #0, b < 0) gesucht,
die ein Massenpunkt m reibungsfrer unter der Finwirkung der Schwerkraft g in mini-

maler Zeit durchlduft. e
u=u(x) Funktion der Bahnkurve ’ ¥
von Py nach P;
s =s(x) Parameter der Bogenlinge u(x)
der Kurve von Py nach P, m
mit s (0) = 0 und

ds = \/1+ (u')’dx " A

Aus der Energieerhaltung %mv2 —mgu = 0 folgt fiir die Geschwindigkeit v des Masse-

punktes
ds

T dt

T L1 a 1 N2
f(u):/dt:/;ds:/\/—;;s)dx
0 0 0 g

mit der Lagrangefunktion

, 1+ ()’ 1 1+ ()’
F=F(uu) =4 2gu :\/%U -

Variationsproblem:

Gesucht ist u (z) € C* (0,a) mit f (u) — min, u(0)=0 und u(a)="0.

Da die Lagrangefunktion nur von u und u' abhingt, gilt fir die Eulergleichung (EG2)
in der ausdifferenzierten Form:

v =4/29u

Daraus erhdlt man

0 = Fu — Fuu/u/ — Fu’u’u”
= u’ (Fu — Fuu/u’ — Fu/u/u")

d
= —(F-uFy
dx< u'Fu)

Damit besitzt die FEulergleichung die Zwischenlosung

, 1 1+ (w)? (u')? ~
F—u Fu/ = - =C
V29 u u(l+ (u’)2)
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Multiplikation mit \/2g und Erweitern ergibt

1+ ()’ = ()’
u (1 + (u’)2)

=C, mit C = \/2¢gC

woraus die Differentialgleichung

u<1+(u')2> D mitD:% .

entsteht.
Wir setzen nun u’ = cott. Damit ergibt sich

D ., D
u:m = Dsin t:5<1—COS2t)
Weiter gilt
d 2D sint costdt
doe = —1;1 = PNt Cos =2D sin2 tdt
u cott

= D (1 —cos2t)dt
1
r = D(t—§sin2t>+E

D
= 35 (2t —sin2t) + E.

Anpassen der Randpunkte:

Somit muss D mit Hilfe des Endpunktes der Kurve bestimmt werden. Mit der Festlegung
¢ = 2t entsteht als Losung dieses Problems eine Zykloidenschar, wobei gilt % =r, der
Radius des abrollenden Kreises (u-Achse zeigt nach unten!):

v = 2(p—sing)

2
g (1 —cos o)
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4.4 Verallgemeinerungen

Gegeben sei die LAGRANGE-Funktion: F': [a,b] x R — R mit

F(z,u(z), u(:r),...,u(”)(:t))
fir Yu(x) € X=0C"(a,b).

F sei hinreichend oft stetig differenzierbar beziiglich aller Argumente.
Mit der LAGRANGE-Funktion wird folgendes Funktional gebildet:

f="Ff(u) = /F (z,u(z),u (2),....u™ (2)) dz

Definition 4.8 Variationsproblem auf einer Mannigfaltigkeit
Gesucht sind die stationdren Punkte u(z) € C" (a,b) von f (u) mit der
Nebenbedingung u® (a) = oy, und u® (b) = B,; 0 €R, B, €R  k=0,1,..,n—1

Satz 4.5 Jede Losung ug (z) des obigen Variationsproblems ist auch eine Losung der
EULER-Gleichung

d d2 d"
F,——F,+—F, )" —F ) = E
wm Bt s B F oo (1) o e =0 (EG),

Beweis:

Bildet man die erste Variation von f (u) mit h € C (a,b),
h®) (a) =h®™ (b)) =0 k=0,1,...,n—1und t € R, so ist:

b
p(t) = f<uo+th)=/F(:v,uo+th,u6+th’,...,ué”)+th<">) da

a

b
90/ (t)|t:() - / |:F'u,h + Fu/h/ + ...+ F'u,(n)h(n)} dz
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Fir £ =1,...,n und mit den jeweils k£ partiellen Integrationen
b
/ )
b
_ (k—1)7° d (k—1)
= [(Fu(k)> h LL - @Fu(k) h dx
b
(k—1)7° d h(-2) h*-2)
= [(Fu(k)) h }a - dz —F, + 2 FE, dx
k—1 dl b b dk
= —1)" ( =—F,® | h*®19 ~1 k/ —F,u | hd
[ 1) (P ) S0 [ (e ) e
erhélt man unter Berticksichtigung von
k-1 g b
(k—1—i)
> (- - u(k)) h ] 0
[ZZO <d a
die EULER-Gleichung
b n
o ()] = / ( kFu(k)) hdr=0 Yhe C (a,b),dh

O

o

(-D" (_dl,k Fum) =
k=0
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Beispiel 4.9 ( Balkenbiegung):

q(x)
\A 4 A4 YVVY

Auslenkung y () eines bei B | [
r=0undzr=a x=0 x=a
eingespannten Balkens - k)
mit der Streckenlast q (x) v z

x - Achse

y

Die Biegesteifigkeit des Balkens wird iber das Produkt E-I (x) berechnet, wobei I (x) das
Tragheitsmoment der Querschnittsfiiche Q (x) des Balkens und E der Elastizitatsmodul
des verwendeten Materials ist.

Die Formdnderungsarbeit W (y), die durch die Steckenlast q(x) verursacht wird, kann
man wie folgt definieren:

W= [ 3500 @F @)

Durch die feste Finspannung am Rand, wobei der Balken mit dem Anstieg Null in
diese hineinkommdt, fihrt zu den Randbedingungen (Mannigfaltigkeit!):

y(0)=y(0)=y(a) =y (a) =0
Die Auslenkung y (x) erfillt dann die Bedingung
W (y) — min.

Damit lautet die Lagrangefunktion

" 1 1
F=F(zyy")=5E(x)(y (#)* +y () q ()
und folglich
F, = ¢ () ;
, d
Fy, = 0 wund folglich %Fy/ =0
2

L Ry = (EI (@) " (@)"

Fy, = EI(z) y"(x) und folglich T
x
Als EULER-Gleichung entsteht dann die Differentialgleichung der Balkenbiegung
(BI () y' ()" +q(z) = 0.

Eine zweite Méglichkeit der Verallgemeinerung besteht in der Hinzunahme anders ge-
arteter Nebenbedingungen, wie z.B. beim Problem der Dido.
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Beispiel 4.10 Maximierung der Fldche zwischen einer gesuchten Funktion und der
x-Achse bei vorgegebenem Umfang (Problem der Dido):

y

[ y(x)dx — Mazimum

unter der Nebenbedingung

f:rxlz ds =1 (Z L2 — xl) ‘
f !

P, =(x,,0)" P, =(x,,0)" x

Die Lagrangefunktion hat in diesem Beispiel die Gestalt

F=F(z,y,y) =v.

Die Nebenbedingung kann als Funktional geschrieben werden, das eine zum zu mini-
mierenden Funktional analoge Gestalt besitzt:

/ds = / \/1+(y’)2dx:/ G(y)dz =1

mit G = G(z,y,y) =1+ (y)’

Zur Losung dieses Problems wird die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren an-
gewendet.
Wir definieren die Funktion

H(z,y,y') = F(x,y,y) + A\G(z,y,y) A€ER.

Nach dem Satz von EULER besteht eine Verbindung zwischen der Losung des Aus-
gangsproblems und einer Variationsaufgabe mit H(z,y,y’) als Lagrangefunktion.

Satz 4.6 Satz von EULER
Ist yo(z) eine Extremale von fff F(z,y,y)dz unter der Nebenbedingung

/ Gla,y,y)de =1, (o) = yrundys() = o

1

und ist yo(z) keine Extremale des Integrals der Nebenbedingung, so existiert eine Zahl
A € R, fir die yo(x) Extremale von f;f H(z,y,y")dx ist.(Smirnow: Lehrgang der Ho-
heren Mathematik IV, S. 183)
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Damit lisst sich ein Dualitétsprinzip fiir diese Aufgabenklasse ableiten: Die Multipli-
kation von f;;z F(z,y,y)dr mit einer Konstanten é#ndert die Extremale des Integrals
nicht. Folglich kann der Term H(z,y,y') = M F(z,y,vy") + AG(z,y,v'); A1, A2 € R als
symmetrisch in F'(x,y,y’) und G(z,y,y’) betrachtet werden. Damit fithren die beiden
folgenden Probleme auf dieselben Extremalen:

1. Ermittlung der Extrema von fff F(z,y,y")dz unter der Nebenbedingung
Z2
/ G(z,y,y")dxr =1 = const
2. Ermittlung der Extrema von f;f G(z,y,y")dz unter der Nebenbedingung

/ F(z,y,y")dx = ¢ = const

x1
Im Fall des Problems der Dido heif}t das, dass die beiden Probleme

1. Gesucht ist die maximale Fliche, die von einem Rand der Linge [ umgeben wird!

2. Gesucht ist der kiirzeste Umfang, den eine gegebene Fliche der Grofle ¢ haben
kann!

ein und dieselbe Losung haben. Nun soll dieses Problem gelost werden.

Beispiel 4.11 Mit der Lagrangefunktion
H(z,y.y) = F(z,y,9)+AG(z,y,y)

= y+)‘\/1+(y/)2v AeR

d
0 - Hy—%Hy/

= H,— Hyy' — Hyyy".

Da H = H(y,y') gilt, fiihrt wie im Beispiel ¢ Multiplikation mit y' zu einer Zwischen-
losung:

ergibt sich die FEulergleichung:

2
0 = y/Hy — Hy, (y,> - Hy’y’y”y/

d
= %(H_Q/Hy’) v

C = H-yHy,; CeR

= g+ a1+ @) - Y A—e—.

1+ (y)°
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Umstellung dieser Gleichung nach iy’ ergibt

C— 2
)\y — 1+(y,)2_ (y) -
1+ (y)
N2 ()2
) -0 1 -
1+ (y)? 1+ (y)°
ne A 2
,_dy VN (C—y)
4 Ao C—
de = =+ ¢ dy
N —(C—y)

Integration mit der Substitution t = N2 — (C' —y)? liefert die gesuchte Funktion y(z) :

+\ /N —(C—-y)? = z—D; DeR
(=D +(C—y? = N

Diese Gleichung beschreibt ein Kreissegment. Durch die Bedingungen ff 1+ (v )de =

[, y(z1) =0 und y2(x) = 0 konnen die Konstanten C, D und X bestimmt werden. Das
fiihrt jedoch auf ein nichtlineares Gleichungssystem.

Beispiel 4.12 Das HAMILTON-Prinzip

Mit den gleichen mathematischen Mitteln kann man die Bewegungsgleichungen eines
Massepunktsystems unter Bewegungseinschrankungen herleiten.

Gegeben sei ein System von n Punktmassen my, mit den Koordinaten xy(t), yx(t), und
zk(t), k=1,...,n. Die kinetische Energie des Systems betréigt dann

T — % imk (:ti(t) () + ziu)) .

Die Koordinaten x(t), yx(t), und z(t), k = 1,...,n werden im Vektor X (t) € R3"
zusammengefasst.



98 KAPITEL 4. VARIATIONSPRINZIPIEN

Ist das vorliegende Kraftfeld ein Potentialfeld, so wird das vorliegende mechanische
System konservativ genannt, und es kann die potentielle Energie U = U (t, X (t)) des
Systems bestimmt werden.

Die Differenz aus kinetischer Energie 7" und potentieller Energie U heifit
LAGRANGE-Funktion

F (t,? (t),—;z(t)) _ (t,—;{(t)) —U (4% (1))

mit %) = X
i

Das Integral
Te

W (X) :/F(t,?(t),‘:?(t)) dt

wird Wirkungsintegral genannt, wobei ¢, die Anfangszeit und T, die Endzeit des
mechanischen Vorgangs ist.

HAMILTON-Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung):
In konservativen Systemen lduft der tatséchliche mechanische Vorgang mit extremaler
Wirkung ab:
w (?) wird minimal.
Aus der notwendigen Bedingung fiir ein Extremum von W folgen mit den EULER-

Gleichungen die Bewegungsgleichungen nach LAGRANGE im allgemeinen

Fall:
oF doF B

i=1,..,3n.

bzw. im Speziellen wegen F' =T — U = £ ka <xz(t) + yi(t) + zi(t)) —U(t, X (1))
k=1

8_U —mpry = 0

6$k kLl —

oUu .

o — 0 k=1,.

6yk mrY ) y ooy Ty (*)
8—U —mgzg = 0

aZk k<k — .

(%) ist ein System von 3n Differentialgleichungen zur Berechnung der Bahnkurven
x1(t), ..., zn (t). Zur eindeutigen Losbarkeit sind Anfangsbedingungen in Form von An-

fangsorten X (to) = X und Anfangsgeschwindigkeiten X (ty) = Vo erforderlich.
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Liegen Bewegungseinschréinkungen ¢ (zy, yx, 2x,t) = 0; s = 1,...,m vor, so werden
diese mit Lagrangeschen Multiplikatoren in die Lagrangefunktion eingearbeitet:

m

F (t, X (1), b4 (t)) =T (t, 2 (t)) —U (6, (1) + ) Ao, (1, X (1)

s=1

Daraus entsteht iiber die Eulergleichungen das System der Lagrangeschen Bewegungs-
gleichungen:

OF dIF .
oz, _Ea@ =0 1=1,...,3n.
Im Speziellen erhélt man analog zu oben
o & O .
— As(t)=—2 — =0
a—U—i—Z)\S(t)%—mkg)k = 0; k=1,.,n, (%)

— + )\S(t)—s—mkzk =0
k

Beispiel 4.13 Feder-Masse-System :

x1 (1), 22 (t) - Auslenkungen k - k m, k
der Massen m = my; = my MW A vv A WM
aus der Ruhelage

X1 x2

k - Federsteifigkeit

m . : 1 1 1
T = B (41 + 43) U= §kxf+§k(a:1 —x2)2+§kx§
Fo= (@} +i) —k (o} - 2um + a3)
OF d OF
— ———— = —k(2x1—x2) —mi; =0
(9131 dt 8ZL‘1 ( o :E2> i
OF d OF
L 2 = Lk (2m0 —2) — My =
6w2 dt 8.132 ( 2 'Tl) 1 0

Damit lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

miy +k (2z1 —22) =0 miy + k (229 — 1) = 0.
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Beispiel 4.14 Pendel mit kleiner Ausl
T —
U

©
~mgl [dip = %mglgp2
0

mit du = ldy) und sin =
bei kleinen Auslenkungen

Dann ist

mit der allgemeinen Losung

¢ (t) = ¢y sin (wt) + cacos (wt)  und der Kreisfrequenz w = %

4.5 Anwendung auf elliptische Randwertprobleme

Es sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Wir betrachten
das Funktional

£(u) /G/ E (12 +12) — gl ) + wia, y)u} ddy +6 Z Ba(s)uQ - 5(s)u)} ds

mit u € C? (6) , s : Bogenlidnge. w, g seien stetige Funktionen auf GG. Weiter seien auf
dem Randstiick R; C 9G Randwerte 1. Art vorgegeben:

U|Rl = 9.
Damit bilden die Funktionen u im C? (5) eine lineare Mannigfaltigkeit:

u=u*+nh
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mit u* fest gewiihlt aus C? (G) und h € C? (G) mit h|g, = 0. Mit der Norm
lull = full oo + e lloo + [yl + [t llag + 2 2ty llog + gy [l

wird C? (@) zum Banachraum. Wir suchen nun die stationdren Punkte des Funktio-
nals f(u) und benstigen dazu die FRECHET-Ableitung von f'(u), die wir iiber die
Darstellung der Funktionaldifferenz f(u 4+ h) — f(u) bestimmen:

f(u-+h) —f(u //{ ((u+ h): (u+h)§)—%g(u+h)2+w(u+h)] dxdy

:Z etk 2 = s 1) as

_// E (ui + uZ) — %g'{f + wu} dxdy — / EauQ — Bu)} ds
G oG

Ausmultiplizieren, Zusammenfassen und Sortieren nach Potenzen von h liefert:

flu+h)—f(u // (ughy + uyhy) — guh + wh) dxdy+/[ozuh—ﬁh)] ds
oG
—I—// {— (h2 + h2) — 1ghQ] dzdy + /laths.
207 v 2 2
G Gle

Wir setzen nun

1
[12]] e //{ (h2 + h2) —§gh2] d:cdy+/2ah2ds

oG

und untersuchen diesen Term:

el < T ( /G/ 15 (IR %) = o P o +8é %amdS)
% (/G/ [1 — %g] dxdy +6Z%ads)

= ||n||-C =0 fiir ||h|| — 0, da C = const.

Die Terme

// [(uzhy + uyhy) — guh + wh) dxdy + / [auh — Bh)]ds
G

oG
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aus der Funktionaldifferenz sind linear und stetig in h. Sie stellen damit f'(u)h dar,
und die Eulergleichung lautet dann:

0="f'(u)h = // [(ugzhy + uyhy) — guh + wh] dxdy + / [auh — Bh)] ds.
G oG

Falls g(x,y) < 0in G und a(s) > 0 auf 0G gilt e(h) > 0, fiir ein h # 0 sogar e(h) > 0.
Folglich ist in einem stationdren Punkt, d.h. bei f'(ug)h = 0 die Funktionswertediffe-
renz immer positiv. Der stationire Punkt ist ein Minimum, falls es eine Losung der
Eulergleichung gibt.

Wir formen nun die Eulergleichung mit der 1. GREENschen Formel weiter um:

// [(ughy + uyhy)] dedy = // lgrad u - grad h] dxzdy

= —// [(Ugy + uyy) h] dedy + /%hds

G oG

0=f(u)h= —// [(Ugy + wyy) + gu — w] hdzdy + / [% + au — ﬁ)h] ds.
G hle

Fiir Funktionen 2 € C? (G) muss wenigstens u|z, = 0 gelten. Wahlt man h € C? (G)
so, dass sogar u|ge = 0 gilt, wird das 2. Integral Null und der Integrand vom 1. Integral
muss auch verschwinden, um die Gleichung zu erfiillen, d.h. es muss i.Allg. gelten

(Ugg + Uyy) +gu—w =0 inG.

Weiter muss dann das 2. Integral Null sein. Weil nun aber i. Allg. nur gilt u|g, = 0

folgt
ou
/ [% + au — ﬁ)h] ds = , d.h.
O0G\R1
ou
—+au = [ auf Ry =0G\R;.
on

Das entspricht Randbedingungen 3. Art (natiirlichen Randbedingungen auf Rs). Zu-
sammen mit den Randbedingungen 1. Art aus der urspriinglichen Aufgabenstellung
erhalten wir ein elliptisches Randwertproblem

(Uge +Uyy) +gu—w = 0 inG
u’R1 = ¢

@—I—au = [ auf Ry =0G\Ry,
on
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das zu der Variationsaufgabe

Suche Funktionen v € C?(G), die das Funktional f(u) unter der
Nebenbedingung u(z,y)|r, = ¢(z,y) minimieren, R; C 0G!
dquivalent ist. Es kann gezeigt werden, dass ein Infimum von f(u) bestimt werden kann,
dieses jedoch im Allg. iiber den betrachteten Mengen nicht angenommen weden muss.

Deshalb bettet man diese Probleme in besser geeignete Riume, die SOBOLEW-Réume,
ein. Fiir dieses Problem ist der Raum

H21 = {U € LQ(G) | Uy 5 Uy € LQ(G>7U|R1 = ¢}a

geeignet, wobei u,,u, die verallgemeinerten Ableitungen 1. Ordnung darstellen. Die
Funktionen h(z) werden dann aus

ol

H, ={u € Ly(G) | uy,uy € Lo(G),ulp, =0}

genommen. Nach dieser Verallgemeinerung ist die Variationsaufgabe #quivalent zur
verallgemeinerten (schwachen) Formulierung des Randwertproblems.
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5 Anhang

5.1 Messbare Mengen und messbare Funktionen

Definition 5.1 FEs sei A eine Familie von Mengen aus dem R™ mit folgenden Figen-
schaften (A, Be A ; Ay eA k=12 .. ):

a) Jede offene oder abgeschlossene Menge aus dem R™ gehort zu 2.

b) AnNBed AuUuBe2A A\Bed und

GAkEQ( ﬁAkEQ(

k=1 k=1
c¢) Fiir jedes A € A existiert eine Zahl i1 (A) mit 0 < p(A) < oo, wobei gilt

p(AUB) = p(A)+u(B) ,wenn ANB =2
1 (U Ak> = Z/”L (Ag) , wenn AN A= fiir k #m.
k=1

k=1

FEine beliebige Menge A € A  heifit dann messbar im R" und p(A) heifst das
n— dimensionale Maj$ der Menge A.

Definition 5.2 Das n— dimensionale Maf 1 (-) auf der Mengenfamile 2 besitze fol-
gende Figenschaften:
a) Fir jeden n— dimensionalen Kubus

C={(&,..&) ER |a; <& <b; j=1,..,n}

qilt

H (b; —a;)

7j=1
b) AcAmit u(A) =0« fu'r beliebige e > 0 existiert eine Folge von n— dimensio-
nalen Kuben {Cy} mit A C U Cy und Z w1 (Cy) <e.

c) Sind A,B € A und gilt u(A) =0 so folgt aus B C A auch (B) = 0.
Dann heith w(-) (n— dim.) LEBESGUFEsches Maf3.

105
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Bemerkung 5.1 Ist die Mengenfamilie 2 in dem Sinne “minimal”, dass jede andere
Mengenfamile 2, die auch die Bedingungen der Definitionen A.2 und A.3 erfillt, die
Famile A enthilt (A C A), so ist das LEBESGUEsche Mafs i (-) eindeutig bestimmi.

Folgerung 5.1 Jede endliche oder abzihlbare Menge von Punkten aus dem R™ hat
das LEBESGUFEsche Maf$ Null. Insbesondere hat die Menge aller “rationalen Punkte”
Q" ={(&,...&,) e R" | & € Q} das LEBESGUEsche Mafy Null (1(Q") = 0).

Beweis:
Es sei A = {x®} mit x* = (214, ..., z) € R" k = 1,2, ... und fiir beliebiges ¢ > 0

Sel
1n € < < 1'n 6. )
l’jk—§ 2—_nj_xjk+§ ?’ jZl,...,n .

Dann gilt A C |J C, und i (Cy) = %. Folglich ist

iu(ck) = %i G)k =e.

k=1 k=0

Ck = {(7717 777n) € Rn

Vereinbarung zum Begriff ”fast iiberall” (f.ii.a.)

FEine Eigenschaft P heifit fast iiberall wahr auf einer Menge M, wenn sie fiir alle
Punkte aus M mit moglicher Ausnahme der Punkte einer Menge Z C M mit dem
Mafle Null (x (Z) = 0) wahr ist.

Z.B. ist die Sprechweise: f,, (x) konvergiert fast iiberall auf M C R" gegen f (x)
( oder f,(x) konvergiert fiir fast alle x e M C R" gegen f(x) ) &quivalent zu
f(x) = nh_}nolo f, (x) fiir alle x € M \ Z, wobei Z ein beliebige Menge vom Mafle Null

(1 (Z) = 0) ist.
Definition 5.3 ( Sprungfunktion )
M C R" sei eine messbare Menge und

M:UMj mit M;NM; =@ fir i#j und p(M;) < oo.
j=1

Die Funktion f: M — K (=R oder C) mit f (x) = a; fir x € M; heifit Sprung-
funktion (D.h. eine Sprungfunktion ist stickweise konstant). Das Integral iber eine

Sprungfunktion ist durch
/f(x) dszM(Mj)aj
j=1

M
definiert.
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Definition 5.4 ( messbare Funktion )

Eine Funktion f : M C R™ — K heifst messbar, wenn gilt:

a) Das Definitionsgebiet Dy = M ist eine messbare Menge.

b) Es existiert eine Folge {f} von Sprungfunktionen £, : M — K, so dass

f(x)= kh_)rglo fi (x)  fir fast alle x € M.

Bemerkung 5.2 Die Funktion f : M C R" — K ist messbar, wenn sie auf der mess-
baren Menge M fast tiberall stetig ist.

Bemerkung 5.3 Die Funktionen o, 3,f,g: M C R* — K und f;: M C R" — K
(k=1,2,...) seien messbar. Dann sind auch die Funktionen

hix) = aX)fx)+8x)g(x); bk =[fX)]| und
F(x) = lim f; (x)

k—o00

messbare Funktionen.

Bemerkung 5.4 Andert man eine messbare Funktion auf einer Menge vom Mafe
Null, so ist die modifizierte Funktion ebenfalls messbar.

5.2 LEBESGUEsches Integral

Definition 5.5 ( LEBESGUFEsches Integral )

M C R" sei eine nichtleere messbare Menge. Die Funktion £f: M — K heif§t iber M
integrierbar, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

a) Es existiert eine Folge von Sprungfunktionen fi,: M — K mit

lim f;, (x) = f (x) fiir fast alle x € M.

k—o0

b) Fiir beliebige ¢ > 0 existiert ein ng (¢), so dass

/]fk(x)—fm(x)|dx<5 YV k,m 2 ng(e).

Ist £ integrierbar, so gilt
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Bemerkung 5.5 1. Ist M = @&, so ist [f(x)dx =0.
&
2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) f ist dber M integrabel,
b) [ f(x)dx existiert,
M

< OQ.

c) ‘I\[If(x)dx

Beispiel 5.1 M C R" sei offen und beschrinkt oder kompakt und f: M — K sei
beschrankt und fast iiberall stetig. Dann ist £ tiber M integrierbar.

Beispiel 5.2 f: M C R*" — K sei fast diberall stetig auf der messbaren Menge M
(eingeschlossen M = R"), und es gelte

const

f(x)] < W

V x € M und festes a > n.

Dann ist £ diber M integrierbar.

Beispiel 5.3 f: M C R" — K sei fast tiberall stetig auf der beschriankten messbaren
Menge M, und es existiere ein xo € M mit

const und festes 5 € N
< _
|_Hx_x0||ﬂ vxeM (x#x) mit0< 5 <n

If (x)
Dann st £ iiber M integrierbar.

Eigenschaften des LEBESGUE-Integrals

1. M C R™ sei eine messbare Menge mit p (M) < co. Dann gilt

/dX:,u(M).

M

2. Linearitit:
Die Funktionen f,g : M — K seien iiber M integrierbar und «, 5 € K. Dann ist
auch af + g tiber M integrierbar, und es gilt

/(af—i—ﬁg)dx:a/fdx +51\[ng.

M M
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3. Absolute Integrierbarkeit:
f:M — K seien iiber M integrierbar. Dann gilt [ f dx existiert < [ |f| dx
M M

/fdx §/|f| dx.
M

M

existiert. Aulerdem gilt:

4. Transformationsregel:
f: M C R" — K sei integrierbar iiber der nichtleeren offenen Menge M und
g : N — M sei ein C'— Diffeomorphismus ( d.h. g ist bijektiv und g € C* und
g~'e C') der offenen Menge N C R” auf M. Dann gilt

h[f(x) dx:N/f(g ) det{a‘i{;y(j’>}dy.

5. Majoranten Kriterium:
f: M — K sei messbar, und es existiere eine iiber M integrierbare Funktion
g: M — K mit |f (x)| < g(x) fiir fast alle x € M. Dann sind die Funktionen f
und |f| auch {iber M integrierbar, und es gilt

/fdx §/]f] dxg/gdx.

M M M

6. f:M — K sei eine messbare Funktion mit f (x) = 0 fiir beliebige x € M. Dann
gilt
/f dx =0 <« f(x)=0 fast iiberall auf M.

M

7. Additivitéit des Integrationsgebietes:
M, N C R” seien disjunkte messbare Mengen und f : M U N — K sei integrierbar
itber M und N. Dann ist f integrabel iiber M U N und es gilt

/fdx:/fdx—l—/fdx.

MUN M N

8. Konvergenz bzgl. des Integrationsgebietes:

EsseiM; C My C...und M = | M. f: M CR" — Kist genau dann tiber M
k=1
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10.

11.

12.

13.

KAPITEL 5. ANHANG

ffdx

M,

< Q.

integrierbar, wenn f integrierbar iiber My, (k= 1,2,...) und sup

in diesem Fall gilt
/ f dx = klim f dx.
M My,

Absolute Stetigkeit:
f: M C R"” — K sei integrierbar, dann gilt:

Vs>0§|5=5(e)>0,sodass'ffdx <eVACMmit p(A) <é.
A

Satz von FUBINI:
f: M C R"™™ — K sei integrierbar, dann gilt die Formel (auflerhalb von M wird
hier f (x,y) = 0 gesetzt und x € R", y € R™):

/f(x,}’) dxdy:/ /f(x,Y)dy dx:/ /f(x,}’)dx dy

Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:
a) Die Funktionen f;: M C R"™ — K seien messbar und der Grenzwert lim fj (x)

k—o0

existiere fiir fast alle x € M.

b) Es existiere eine integrierbare Funktion g : M — R, so dass |f; (x)| < g (x)
fiir fast alle x € M.

Dann gilt:

lim [ f; (x)dx = / lim f, (x) dx.

k—o0 k—oo

M M

Lemma von FATOU:
{f} sei eine Folge integrierbarer Funktionen f, : M C R” — R, und es gelte
a) fi, (x) = 0 fiir beliebige x € M und k = 1,2, ...
b) [fi(x)dx<C k=1,2,..
M

Dann ist:

/li_mfk(x)dxg lim /fk(x)dx.
X k—o0 ]CHOOM

Parameterintegrale:

Es sei f: M x P — K, wobei M C R" eine messbare Menge und P C K™.

Dann heifit das Integral F' (p) = [ f(x,p) dx Parameterintegral beziiglich des
M

Parameters p € P.
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Stetigkeit von Parameterintegralen:

Die Funktion F': P — K ist stetig, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) Die Funktion x — f (x, p) sei iiber M messbar fiir jedes p € P.

b) Es existiere eine integrierbare Funktion g : M — R, so dass

If (x,p)] <g(x) fiir jedes p € P und fast alle x € M.
c¢) Die Funktion p — f (x, p) sei stetig auf P fiir fast alle x € M.
14. Differenzierbarkeit von Parameterintegralen:

Die Funktion F': P — K auf der nicht leeren offenen Menge P C K ist differen-
zierbar und es gilt

/ (x,p)dx fiir jedes p € P,

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) Es existiere F' (p) = [ f(x,p) dx fiir jedes p € P.
M

b) Es existiere eine integrierbare Funktion g : M — R, so dass

'%f (x, p)‘ < g(x) fiir jedes p € P und fast alle x € M.

LEBESGUE-STILTJES-Integral

a) Die Funktionen f,h:(a,0) — C ( mit —oco < a < b < 0o ) seien messbar und die
Funktionen h und f - h seien tiber (a b) im LEBESGUEschen Sinne integrierbar.

b) Fiir bel. = € (a,b) sei g (z fh

Dann gilt:
b b
[t@dg@) = [t )i
b
f f(x)dg (z) — LEBESGUE-STILTJES-Integral
und

b
[f(z)g (z)de — LEBESGUE-Integral

a
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Funktionen von beschrinkter Variation

Die Funktion g :[a,b] — C (—o00 <a <b < 00) heift von beschrinkter Variation,

WeInn .
V(g)=inf)_ ‘g (xl(gm)> -g ( ,@1)‘ < o0,
k=1

wobei das Infimum {iber alle moglichen endlichen Zerlegungen D des Intervalles [a, b],
d.h.

a=a" <™ < <™ =p mit m=1,2..

zu nehmen ist.



