Hohere Mathematik / Teil 2

Cordula Bernert



i



Inhaltsverzeichnis

1 Unendliche Reihen

1.1

1.2

1.3

Zahlenreihen . . . . . . . . ... L Lo
1.1.1 Konvergenzkriterien fiir Zahlenreithen . . . . . . . .. ... ...
1.1.2 Eigenschaften konvergenter Reithen . . . . . .. ... ... ...
Funktionenreihen . . . . . . . . .. ... Lo
1.2.1  Grundbegriffe . . . . . ...
1.2.2 Potenzrethen . . . .. .. ... ... o oL
1.2.3 Eigenschaften von Potenzreihen . . . . . .. .. ... ... ...
1.2.4 Anwendungen der Potenzreihen . . . . . ... ... ... ....
FOURIER-Reihen (J.B. Fourier 1768-1830) . . . . . . . . ... ... ..
1.3.1 Die komplexe Form der FOURIER-Reihe . . . . . . . ... ...
1.3.2 Berechnung der Fourierkoeffizienten ¢, . . . . . . ... ... ..
1.3.3 Anwendungen der Fourierreihen . . . . . ... ... ... ....

2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1
2.2

2.3

24

2.5
2.6

3.1
3.2
3.3

Einleitung und Grundbegriffe . . . . .. .. ... ... ..o,
Differentialgleichungen 1. Ordnung . . . . . . . . .. ... .. ... ..
2.2.1 Richtungsfeld® . . . ... ... ... ... ... ...
2.2.2  Leicht integrierbare Spezialfille von Differentialgleichungen 1.

Ordnung® . . . . . . . ... ..
Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung . . . . . . . .. .. ... ..
2.3.1 Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung . . .
2.3.2  Ermittlung einer speziellen Losung der inhomogenen Differenti-

algleichung . . . . .. . .. ...
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten . . . . . .
2.4.1 Die homogene Gleichung® . . . ... ... ... .........
2.4.2 Die inhomogene Gleichung . . . . .. ... .. ... ... ...
Die Schwingungsdifferentialgleichung® . . . . . . . ... ... ... ...
Dynamische Systeme . . . . . . . . ... ...

Skalare Funktionen mehrerer unabhingiger Variabler

Definition . . . . . . . . .
Geometrische Veranschaulichung skalarer Funktionen . . . . .. .. ..
Grenzwerte und Stetigkeit skalarer Funktionen mit 2 Verénderlichen . .

iii

O © © Ut w W

10
12
14
15
16
17
26

29
29
35
35

37
41
42

43
49
50
ol
56
62

65
65
65
70



iv INHALTSVERZEICHNIS

4 Differentialrechnung von skalaren Funktionen
4.1 Partielle Ableitungen 1. Ordnung . . . . . . . ... ... ... .....
4.2 Partielle Ableitungen hsherer Ordnung . . . . . . ... ... ... ...
4.3 Das totale Differential . . . . . . . ... ... o oL

4.4 Gradient . . . . . ..
4.5 Extremwertaufgaben . . . . ... ... L oL

5 Integrale iiber ebene Bereiche (Flichenintegrale)
5.1 Berechnung von Flichenintegralen . . . . . . . . .. ... ... ... ..
5.2 Anwendungen der Flichenintegrale . . . . . ... ... ... ... ...

6 Erginzungen zur Linearen Algebra
6.1 Matrizen als lineare Abbildungen . . . . . . ... ... ... ...
6.2 Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . ... ...
6.3 Hauptachsentransformation . . . .. ... ... ... ... .......

71
71
73
73
7
79

85
86
92



Literaturverzeichnis

[1] MINOL: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, BG Teubner Ver-
lagsgesellschaft Band 3, 7/1, 7/2 und 10, U1, U2

[2] Stingl: Mathematik fiir Fachhochschulen, Carl-Hanser-Verlag
[3] Papula: Mathematik fiir Ingenieure Band 2, Vieweg-Verlag
[4] PreuB: Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Teile 2 und 5, Fachbuchverlag Leipzig

[5] PreuB: Lehr- und Ubungsbuch Mathematik fiir Elektro- und Automatisierungstech-
niker, Fachbuchverlag Leipzig

[6] Unbehauen: Systemtheorie (Akademieverlag), Lehr- und Ubungsbuch Mathematik
V fiir ET (Fachbuchverlag Leipzig)

[7] Greuel, Mathematische Ergéinzungen und Aufgaben fiir Elektrotechniker

[8] Bronstein: Taschenbuch der Mathematik, BG Teubner



LITERATURVERZEICHNIS



1 Unendliche Reihen

1.1 Zahlenreihen

Beispiel 1.1
Bei einer jihrlichen Verzinsung mit 6,2% werden 10 Jahre lang vorschiissig jeweils
2500 Euro auf ein Konto eingezahlt. Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren?
Anfang 1. Jahr: 2500
Anfang 2. Jahr: 2500 % 1.062 + 2500
Anfang 3. Jahr: 2500 % 1.0622 + 2500 * 1.062 + 2500
Anfang 10. Jahr: 2500 * 1.062° + 2500 % 1.062% + .... + 2500
Ende 10. Jahr: 2500 * 1.062%° 4 2500 * 1.062° + .... + 2500 * 1.062

=2500% g * (1 +q+ ¢+ ... + ¢°) = 35325, 44(Euro)

mit ¢ = 1.062 als Aufzinsungsfaktor

Beispiel 1.2
Gaufs sollte als Schiiler die Summe der Zahlen von 1 bis 60 bilden. Er rechnete wie

folgt:

s =14+2+3+..4+59+60
=(1+60)+(2+59)+....+ (30 +31)
=30 %61 = 1830

Beispiel 1.3 Ry =1+4+3+3+ .. =Y 51 =1 =2

wegen geometrischer Reihe mit a =1 und q = %

Beispiel 1.4 Ry =1+3+3+14+ ... => 50 3 ="
Diese Reihe heifit harmonische Reihe.

Beispiel 1.5 Paradoron von Achilles und der Schildkrote:

Die Schildkréte bekommt beim Wettlauf 1 Wegeinheit Vorsprung und hat eine Ge-
schwindigkeit von 1%)0 der Geschwindigkeit von Achilles. Angeblich kann Achilles die
Schildkréte niemals einholen, denn der zuriickgelegte Weg wird wie folgt betrachtet:

Schildkrite: sy =1+ 145 + 1557 + 1055 + -+
Achilles: sy = 1 + 155 + 107 + oo

so dass die Schildkriote stets ein winziges Stiick voraus ist.
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Definition 1.1 FEine unendliche Reihe ist ein Ausdruck der Form

E arp =a1 +as + ...,
k=1

wobei fiir die Glieder der Reihe aj ein Bildungsgesetz existiert.
Problem: Haben diese unendlichen Summen einen Wert?

Definition 1.2 Die Reihe Y .-, a

konvergent konvergent ist.
heifit  divergent wenn die Folge {s, =Y ,_ ar} ., divergent ist.
bestimmt divergent bestimmt divergent ist.

Die Summe s der Reihe ist s = lim,,_,o S, falls der Grenzwert existiert. Die Summe
Sy = Zzzl ay wird Partialsumme genannt.

Beispiel 1.6

R=Y 7 (-1)f=—-1+41-141—-1+...

=5 =—1; s =0, s3=-—1;...= Divergenz

Beispiel 1.7

Arithmetische Reihe: Y~ (a+ (k—1)b); s, =na+2(n—1)b
Unter den Bedingungen a # 0 und b # 0 gilt dann |lim,,_ . s,| = 00
Beispiel 1.8

Geometrische Reihe: > ro  aq®~ Sn = A
Unter den Bedingungen a # 0 und q#1 qilt dann

lgf <1: s=1lim, oS, = iy Konvergenz

lgl >1: s=1lim, .o |s,] =00 Divergenz

Beispiel 1.9
D e zk—lfl =2 1l (%)kfl = a-q = %q - 1710.5 =2

oder mit der Folge der Partialsummen folgt:

YimgT =l bt

81:]_

82:1—{—%

ss=1+3+3=1+3 ..
sp=1+ 5L

on—1

5 = limy, o0 8 = limy, o0 (1 4 2 ST 1) = lim, oo (1 4+ 1 — e 7)) = 2
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Beispiel 1.10
Shir=l+s3+z+7+....
S1 = 1
m=lt}=1
ss=1+3+3=1+2 ..

s =lim, 0 $5, =7(= 00)

Beispiel 1.11 Y77 & =1+5+5+5+... = %2 (Berechnung tiber Fourierreihen)

Probleme:

1. Der Weg tiber die Partialsummen ist sehr umsténdlich.

2. Oft interessiert nur, ob die Reihe konvergiert, nicht welcher Grenzwert sich ergibt.

1.1.1 Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen

Konvergenzkriterien sind einfach nachzupriifende Bedingungen, bei deren Erfiillung die
Konvergenz der Zahlenreihe gesichert ist. Es gibt verschiedene Konvergenzkriterien, die
entsprechend ihrem Einsatzbereich angewendet werden kénnen. Eine Aussage iiber die
Summe der Reihe ist damit aber nicht moglich.

Definition 1.3 FEine Reihe heifit alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd positiv
oder negativ sind. (s. Folgen)

Satz 1.1 LFEIBNIZ’sches Konvergenzkriterium
FEine alternierende Reihe konvergiert <=

1.klir£10|ak\ = 0 und

2. lag| > |ags] VEk > k.
Beispiel 1.12 Y77 (—1)+ ist konvergent nach Leibniz, denn es gilt:
th,HOOk—OundQ]a|:%>%—\ak+1| Vk>1

Definition 1.4 Wir betrachten Reihen mit positiven Gliedern:
Zzolak Zzolbk:; ag <bk; VEk. %
D ey Gk = My o0 D0y an < limy oo D00 be = D007 by

S o ag heifft Minorante zu Y - | by und
S 02 by heifst Majorante zu > - ay.
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Satz 1.2 Vergleichskriterium fiir Rethen mit positiven Gliedern.

konvergiert konvergente Majorante
Eine Rethe mit positiven Gliedern wenn sie eine besitzt.
divergiert divergente Minorante

3 s 1 1 1 _ o 1
Beispiel 1.13 stetiagt.. = S, ST
ist konvergent, denn sie besitzt die konvergente Majorante Y -, 2%(3 Beispiel 1.9)

Satz 1.3 Quotienten- und Wurzelkriterium

Wir betrachten fiir die Reihe /" | aj, die Folgen p, = |“2| oder p, = {/|ax| und den
Grenzwert p = limg_.o -

konvergiert pr<qg<l p<l1
Die Reihe Zzozl ag wenn Vk > ko bzw. wenn

divergiert pr=>1 p>1

Bemerkung 1.1 Fs ist keine Aussage maoglich bei p = 1, wenn nicht p, > 1 Vk > k.
In diesem Fall ist ein anderes Kriterium zu Rate zu ziehen.
Beispiel 1.14 > 77| IZ—Z, = % + 22—? + ?3—2, + ... ist konvergent, denn es gilt:

. o (B4 1)%R . (E+ 1) (E+ 1)K VR |
Quotientenkriterium: ]}1_)%10 FEE kh_%lo Rt kirglo(% + ﬁ) =0<1

Beispiel 1.15 ;2 a*sin® ka

1 1
sn(k £ Dy Sy,

Quotientenkriterium: p, = a(
Q@
auflerdem gilt weder p, < q <1 noch p, >1 Yk >ky =  keine Aussage maglich

Wurzelkriterium: p, = {/|a*sin® ka| = |a| {/|sin® ka| = limy_.e py, = |af
= Konvergenz fiir |a] <1

fems 3 , 32 33 _ N 3¢ Nyhoo 1038 N0 1 (30\k
Beispiel 1.16 15+ 55 + 555 T =2 i1 r = Dpe1 5 F = g1 7 (3)
1st divergent, denn es gilt:

~ 1 (3VE+1 . L(2\k _ 1 k_(3y _ 3
Quotientenkriterium: ]}1_)%10 (k+1)(§) TE(E) = lim a5 (5) =5 > 1

Beispiel 1.17 > ;7 ¢
Quotientenkriterium: limg o pp, = limg o0 |k_i1| =1

Wurzelkriterium: limg oo pr, = limg_ o0 ‘\“/% =1

= keine Aussage moglich (Reihe divergiert s. Bsp. 1.10 und Bemerkung 1.1, Integral-
kriterium)
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Beispiel 1.18 > 77 &

Quotientenkriterium: limg_o p, = limg_o |ﬁ\ =1

Wurzelkriterium: limg_, o pp, = limg_,00 { k—lz =1
= keine Aussage (Reihe konvergiert s. Integralkriterium)

Satz 1.4 Integralkriterium
Wir betrachten Y. | ar, mit ag > 0.
Gilt fiir k > ko : a, = f(k)|f = f(z), [ stetig, monoton fallend, so folgt:

Zak ist konvergent <= f(z)dx existiert.
k=1 ko

Bemerkung 1.2 Die Reihe wird als uneigentliches Integral tiber eine Treppenfunktion
gedeutet. Das Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale liefert dann die Aussage
des obigen Satzes:

f(x)
k) =ay < - AB

f(x)

B

Kk, Kk +1 X

Die griine Fldche reprisentiert die Reihe Z;ozko ay. Sie kann offensichtlich durch die
Fliche unter der Kurve |, kc;o f(z)dz nach oben abgeschdtzt werden. Existiert das Integral
muss folglich auch die Summe der Reihe einen endlichen Wert liefern.

Beispiel 1.19 > 7 & a>0;

1. Fall: a # 1 :

floo x%dx = limAﬁoo[ﬁxl’o‘]f‘

a>1: limAqmﬁ (Aal,l — 1) = ﬁ N Konvergenz

a<l: limpor— (A"*—=1) =00 ~ Divergenz
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2. Fall: a =1:

[ Lde = limaoo[In |2]]f = lima—oo(INA—In1) = lima_oolnA = 00 ~ Divergenz.

Die Reihe Y o2, k% a > 0; kann damit im Vergleichskriterium als Vergleichsreihe

benutzt werden.

Die Folgerung aus dem néchsten Satz bietet die Moglichkeit, manchmal die vermutete
Divergenz einer Reihe nachzuweisen:

Satz 1.5 Zzozl ay 1st konvergent = limy_,o, ar = 0.

Bemerkung 1.3 Die Umkehrung gilt nicht!!!!

Denn es gilt z.B. fiir die harmonische Rethe ;- %

einerseits : limy_,oc a;, = limy_,o % =0

aber andererseits wissen wir, dass die harmonische Rethe nach dem Integralkriterium
divergent 1st.

Bemerkung 1.4 Die logische Verneinung der Satzaussage liefert jedoch:
limy ooar #0 = D77, ay ist divergent.

Beispiel 1.20 > ;7| f/% ist divergent, da limy_.o ar = limg_ ’\“/% =1+#0
Satz 1.6 >~ |ak| ist konvergent = Y .- ay ist konvergent.
Definition 1.5 Konvergiert die Reihe y - | |ax|, so heifit " p- | ai absolut konvergent.

Beispiel 1.21 Y77 (—1)"5; ist konvergent da sie absolut konvergent ist.
Denn Y 321 5k = > pey |(=1)¥ 5| ist eine geometrische Reihe mit q = 3.

Definition 1.6 Konvergente, aber nicht absolut konvergente Rethen heiffen bedingt
konvergent.

Beispiel 1.22 > 77 % ist konvergent, aber die harmonische Reihe > 5o | + = > 1o, ’%

nicht. Somit ist Y po % bedingt konvergent.
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1.1.2 Eigenschaften konvergenter Reihen
Essei Y 02, ar = Aund Y -, by = B. Weiter gelte a, 8 € R. Dann gilt:
1. zzozl(ozak + 5bk> =aA+ ﬁB

2. Absolut konvergente Reihen kénnen multipliziert werden:
S 0= (w3 h) = 4B
k=1 k=1 k=1

3. In konvergenten Reihen konnen benachbarte Glieder zusammengefasst werden,
aber nicht in divergenten.

4. Nur in absolut konvergenten Reihen kann man beliebig gruppieren.

5. Konvergenz oder Divergenz einer Reihe bleiben erhalten, wenn endlich viele Glie-
der verdndert, gestrichen oder hinzugenommen werden.

1.2 Funktionenreihen

1.2.1 Grundbegriffe

Definition 1.7 FEine Funktionenreihe ist ein Ausdruck der Form
> fu(x) = fola) + ful@) + falz) + ..
k=0

Die Glieder der Reihe sind Funktionen einer reellen Variablen, die alle das gleiche
Definitionsgebiet haben.

Fiir jedes feste © = xy € R ergibt die Funktionenreihe eine Zahlenreihe, die mit den
aus 1.1 bekannten Kriterien untersucht werden kann.

Beispiel 1.23 > 77 (£)": fi(x) = (%)

geometrische Reihe mit q =% == Konvergenz fiir |5| <1, d.h. fir -3 <x <3

Definition 1.8
Konvergenzbereich von Y ;- fr(x) = {z € R | Y72, fu(x) ist konvergent}

Definition 1.9
Summe der Reihe Y oo fi(x) = limy, oo > p_g fu(x) = s(x).
s(z) ist eine im Konvergenzbereich definierte Funktion.
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Anwendungen der Funktionenreihen:

1. Funktionswertberechnungen
2. Ersatz von komplizierten Funktionen
3. Untersuchung technischer Objekte

4. Losung von Differentialgleichungen.....

1.2.2 Potenzreihen

Definition 1.10 Eine Potenzreihe ist eine Funktionenreihe der Form

o
Z ap(x — o)k
k=0

ay heifst Koeffizient, xo Mittelpunkt der Reihe. Die Entfernung r von xy bis zum Rand
des Konvergenzbereiches heifit Konvergenzradius.

Bemerkung 1.5 Der Konvergenzbereich der Reihe > o, ar(z — x0)* ist das offene
Intervall (xg—r,xo+1), wobei die Randpunkte x = xo+1r gesondert untersucht werden
mussen.

Bemerkung 1.6 Jede Potenzreihe konvergiert fiir v = xq mit der Summe ag.

Bemerkung 1.7 Eine Potenzreihe >, ar(x — xo)*, die nur fir x = o konvergiert
(r =0), heifit nirgends konvergent. Sie hat die Summe

5 = [Z a(x — x0)"

[ao +ay(x — x0) + az(x — 10)? + }

T=x0

T=x0

Fine Potenzreihe, die fiir alle x aus R konvergiert, heifit bestindig konvergent (r = 00).

Beispiel 1.24 Wegen dem Satz von Taylor gilt: cosz =Y, _(—1)" % + Ry;

x2n+1
(n+1)!

_ (COS(Qm))(”H‘l)xZnJ,J
|R,| =

(n+1)! <

—0 VeeR firn— o

N cosT = Z,iio(—l)k(’%!; r=o00: Die Reihe ist bestindig konvergent.
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Beispiel 1.25 > 77 % . Divergenz fiir v = 1, weil harmonische Reihe
Konvergenz fiir v = —1, wegen Leibnizkriterium
~N x=0; r=1, KB=I[-1;1)

Beispiel 1.26 > ;2 kla* :

| = limy oo [ S — Jimy (k4 1)]2] = 00 Va € R\{0}

: Ak41
limy o | o

—  Die Rethe 1st nirgends konvergent.

Bestimmung des Konvergenzradius:

Wir betrachten die Reihe Y 27 o ay (@ — 20)" = > 7o be

b = a(z — )" ist eine Zahl fiir jedes konkrete x. Unter Beachtung der Konvergenz-
kriterien fiir Zahlenreihen gilt dann: Die Reihe .- by ist konvergent, wenn gilt:

lim | ’f“| <1 bzw. lim {/Joef < 1.

k—o00

ak+1(x7:co)k+1

= Timy oo || = limy, o [BEEE0— | = Timy, o |25 - |2 — 20 < 1
— 1 —1 pu—

— |z — xo| < limg o0 el r

= Ir<r—x9<r

= xg—r<z<xo+T

Beispiel 1.27 > 7, % ;o by = ;’—:

= hmk_>oo | k+1| - hmk—>oo |2:JJ:11§Z| - | | <1

= |z|<2 <= 2<x<2 =r=2 12=0

Untersuchung der Randpunkte:

r=-2: Y2, Qi)k S o(=1D)F: unbestimmt divergent

r=2: o ;{k S 171 bestimmt divergent

= Konvergenzbereich: I = (—2;2)

Bemerkung 1.8
Diese Methode kann auch ber Potenzrethen angewendet werden, bei denen nur jedes
n-te Glied von null verschieden ist.

)2k

Beispiel 1.28 > 77 0 o by = (xfl.)zk; To =

x—1)2k+29k  p—1)?
| = limg o |2k+1(m D2kl = T2 <1

k+1

= limp_oo |7
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= |r-1P2<2 <= |z—-1<V?2
= —V2<z2-1<vV2 =1-V2<ax<14+2 =>7“:\/§;x0:1

Untersuchung der Randpunk‘te:

r=1-v2: Y32 0 2k =Yoo 1% bestimmt divergent

r=1+v2: Y2 0 Qk =Yoo 1% bestimmt divergent
= Konvergenzbereich: I = (1 —/2;1 ++/2)

1.2.3 Eigenschaften von Potenzreihen

Satz 1.7

Konvergieren die Reihen Y o ar(z — 20)* und >3 bi(x — x0)* fiir |x — x| < R und
stimmen thre Summen in diesem Intervall iberein, so gilt a;, = b, Vk.

D.h. die Potenzreihendarstellung ist eindeutig.

Bemerkung 1.9 f = f(x) sei in einer Umgebung U(xq) von xq beliebig oft differen-
zierbar. Nach dem Satz von TAYLOR gilt:

k)
fay = 1 k:(!%) (v — w0)" + Ru(2).
Gilt lim R,(z) = 0 Ve U(x),so folgt

o (k)l’o L
o) = oL e

Diese Reihenentwicklung wird TAYLOR-Reihenentwicklung genannt. Sie ist in U(xo)
konvergent und eindeutig.

Beispiel 1.29 f(z) =¢* = fP®(z)=¢* Vk;
Seizg=0. = fRO0)=1 Vk

k

A flz)=¢"= Z % ist konvergent Vx € R (s. obige Folgerung)
k=0

Weitere Eigenschaften von Potenzreihen:

1. Potenzreihen koénnen im Konvergenzbereich gliedweise differenziert und inte-
griert werden; Der Konvergenzbereich bleibt dabei erhalten.
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Beispiel 1.30 —— =1+ z+2? +2° + ...

ist eine konvergente geometrische Reihe fiir |x| < 1.

T =—In(l—z)=c+i2+i + Lt + L fir |z <1

~ ln(l—x):—Z:ozl%

2. Das Produkt von Potenzreihen bildet im Durchschnitt der Konvergenzbereiche
der beiden Reihen, die als Faktor auftreten, wieder eine konvergente Potenzreihe.

2r=sinzx-sinz

Beispiel 1.31 y = sin
y=(z—gad+ 325 —.) (z — 23+ F2° — ...)
=a? — Lot + Fab — ..
—%x‘l + (%)2906 — ..
+2a8—
y=a?—Zat+ Zab — .

2 1y2 1 1.1 _ 36460 _ 3442 _ 2
da 5 + (3!) =345 76 6= 34566 — 34566 — 533

3. Division von Potenzreihen

Satz 1.8 Es seien f(z) =Y oo axz®, g(x) = > 12, bra® gegeben; g(0) = by # 0.
Dann ldsst sich % n einer gewissen Umgebung von x = 0 in eine Potenzreihe

> oo ckx entwickeln.

Beispiel 1.32 y = tanz = c1x + c32° + ¢c52° + ...
(ungerade Ezxponenten, da tanzx eine ungerade Funktion ist)

tanz - cosx = sinzx

(z+esxd+ o+ ) (1— g2 + gat — g8 — ) =0 — F2d + 25 — .
ar+ (=% +ce)* + (¢ —S+e)a+ .. =z — g2+ 2% — ..
N =1
N I
C5+%—§!:% = 052%....

~ tanx:x+%x3—|—1—25x5+....
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1.2.4 Anwendungen der Potenzreihen

1. Beweis der Eulerschen Formel e** = cosx + i sin x

(2) | () (i)' | (i)'

S T 2! T
., r 22 3 gt 5
+ZF_§_Z§+Z+ a—
2 ot . 3 2P
= (1—54-5—4— )+Z(F_§+§_+)
= CcoS T + 18in x

2. Gliedweise Integration

e Das Integral Si(z) = fom %dt,der sogenannte Integralsinus, ist geschlossen
nicht losbar.

T t2 t4
Si(z) = l—=4+—=—+...|dt
W = [(1-F+5-+)
x3 xd
= x—3.3!+5.5!—+...

VTR = [P (14— )

_ 1.4 1.7 1 .10 _ 0.5
= [v+ 52" — 52" + 57 +..]9

~
~

o~ 050768

N [—=

3. Grenzwerte unbestimmter Ausdriicke

T —sinx x—(% 3?"’"@_? +>
ﬂlﬂli%x—xvl—x2 - }flg(l) x—x(l—“’;—%— )
= lim £ 1z =
1
T3

4. Niherungsweise Berechnung von Funktionswerten

c080.5 =1 — 5t + g7 — g + —-- ~ 0.87758
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1.3 FOURIER-Reihen (J.B. Fourier 1768-1830)

Probleme:

e cinheitliche Darstellung von periodischen Vorgéingen, speziell Schwingungen
(Akustik, ET,...)

e Potenzfunktionen sind Schwingungen aber nicht gut angepasst.
e Besser eigenen sich harmonisch verwandte Sinus- und Cosinusfunktionen.

e Jede Schwingung ist eine Linearkombination der Grundschwingung und harmo-
nischer Oberschwingungen. (s. Saiteninstrumente)

=  Wir betrachten trigonometrische Funktionenreihen der Form:

Qo > .
ft) ~ 53 + kz:; Ay sin(wkt + @) 1. Art
ft) ~ % + ) (ay cos kwt + by, sin kwt) 2. Art
k=1

Definition 1.11 Solche Funktionenreihen der 1. bzw. 2. Art heiffen Fourierreihen.

Beide Formen sind dquivalent:

Ay sin(wkt + ;) = Ag(sin kwt cos @, + cos kwt sin ¢;,)
= Ay, cos ¢y, sin kwt + Ay, sin ¢, cos kwt
= ay, cos kwt + by, sin kwt

=
ap = Ak sin P bk = Ak COS Y,
a
Ay = 1Jai+b2, ¢, =arctan b_k
k
Bezeichnungen:
Ay : Amplitude; ¢, : Phasenkonstante
w : Kreisfrequenz; T = %” : Periode
Anwendungen:

e Untersuchung von Schwingungsverldufen bei nichtsinusférmiger Erregung, insbe-
sondere Spannungen und Stréme, da viele Vorgénge erst mit nichtsinusformigen
Schwingungen realisierbar sind, z.B. siigezahnférmige Spannungen bei der Ablen-
kung in Bildrohren, Rechteckimpulse als Takt- und Synchronsignale, ...
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e Dimensionierung von Filtern, z.B. von Bandpass-, Hochpass-, Tiefpassfiltern,
Mehrwegboxen, ...

e Hilfsmittel in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, z.B. zur Losung
von Wiérmeleitproblemen oder der Losung der Gleichung der schwingenden Sai-
te,...

1.3.1 Die komplexe Form der FOURIER-Reihe
Aus dem Kapitel Komplexe Zahlen ist die Eulersche Formel bekannt:

e =cosy+isiny (x)= eV =cos(—y)+isin(—y), dh
e =cosy —isiny (xx)

Aus (%) und (*x) kann die komplexe Darstellung der Funktionen siny und cosy ge-
wonnen werden:

(%) + (xx) ergibt: (%) — (%) ergibt:
2cosy = e +e W 2isiny = e — e W
cosy = ———— siny = ———
Y 2 Y 2i

Die 2. Art der Fourierreihe geht damit iiber in

ft) ~ % + Z(ak cos kwt + by, sin kwt)
k=1
_ QW 4 i{a l(eikwt Femikety 4y, 1 (eikwt _ efikwt)]
2 k=1 °2 “2i
a >..a b
— EO + Z{{(ezkwt 4 efzkwt) o Ekz (ezkwt . efzkwt)]
k=1
o0 . .
ao Ak — W0k gy | Ok 00k gy
= —+ [———— "™ ——¢ ].
2 P 2 2
— b b
Wirsetzennun:coz% ck:ak2zk; ck:ak—gzkz—k.

Damit erhalten wir die 3. Art der Fourierreihe:

f(t)N Z CkeikWt.

k=—00
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Zu beachten ist dabei die Beziehung w =

2r
=

Die Koeffizienten ¢, heiflen komplexe Amplituden.

Es gilt:|cy| = |ay £iby| = $1/a + 02 = 1 A,

Die Folge der ¢ nennt man auch Spektralfolge zu f(t).
Umrechnungsformeln fiir die 2. Form der Fourierreihe:

ap = cp +c_g fur k>1,
bk = Z(Ck — C,k) f’LLT k Z 1;

ag = 2C0

(bo = 0)

Die weitere Arbeit erfolgt mit der komplexen Form, weil sie die geschlossenste Darstel-
lung ist und hauptséchlich in der ET eingesetzt wird.

Probleme:

1. Fiir welche Funktionen existiert eine Fourierreihendarstellung?

2. Wie ist die Konvergenz der Fourierreihe gegen f(t) beschaffen?

3. Wie werden die Koeffizienten ¢;, berechnet?

1.3.2 Berechnung der Fourierkoeffizienten c;

Hilfsrechnung: w = 2%; k,neN

T . .
/ ezkwt . e—zkwtdt
0

T
/ ezkwt . efmwtdt
0

T
/ ldt =T
0
T
/ ei(kfn)wtdt
0

1

i(k—n)wt1T
iw(k —n) l b
1 : 27
= qpilken)FET 0
iw(k —n) l ¢l
1
m[cos(k —n)2m + isin(k — n)2m — 1]

0, da cos(k —n)2m =1 und sin(k —n)2r =0

Man sagt: das Funktionensystem {ei*wt}2 ist orthogonal.

=—00
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Annahme:
f(t) ist durch eine auf [0, 7] konvergente Fourierreihe darstellbar: f(¢) ~ > 70 ¢e™™.
Dann gilt:

T T 0
/ f(t)efikwtdt _ / ( Z Cleiwlt> . efikwtdt
0 0 1=
% T
_ Z Cl/ ezwlt fzkwtdt
l=—o0 0

R T fir l=k _ . |
= Z cl{ 0 fir 14k = ¢ (s. Hilfsrechnung!)

Damit ergibt sich:

T
cL = %/0 f(t)e Rty (+)

Satz 1.9 Ist f(t) im Intervall [0,T] stickweise stetig differenzierbar, so kann f(t)
mit (+) als Fourierreihe dargestellt werden. Hat f(t) bei t = to eine Sprungstelle, so
konvergiert die Reihe im Punkt ty gegen den Wert %(limt_,to_o F() 4 limg .40 f(21)).
Man schreibt deshalb: f(t) ~ > 0 cpe™™.

Beispiel 1.33 f(t)=1t—2=1%(t—n) fir 0<t<2m T=2m w=1
f(t) A
T
2
-2n 2n t
T
)
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f(t) ~ Z Ckezkt
k=—oc0
1 27
G = 5 f(t)eldt
0
1 (71
1 1.1 .
= 57 gl 7
1.1
= 4—{54’7{'2 - 27'('2] = 0
T
1 27 )
G = 5o f(t)e ™ dt
0
1 (71
— . _t 7’thdt
or ), 2t e
1 (t_ﬂ) —ikt 1/ —ikt 7412
e [ s 7 dt T
el e T
1 (t—m) —ikt L ikton
= e 2t o

Lo i, L (t = 7) 120
E[e (ﬁ_T)]O

1 1 T
47T[(cos km — isin k‘ﬂ')(k Zk)
1.1 T 1 T
- g~ ()
_ i[_ 1] _
C drt Tik' o 2k 2k
Zusammenfassung:
- ikt - L ikt __
t) Z cre™ =0+ Z 556 =
k=—00 k=—00,k#0 k=—00,k#0

Unter Beachtung von

ap = 2co = 0; ak:ck%—c_k:ﬁﬂLz(ik):O
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be = i(cx — cop) = i(2= — 575) = 15 = —1 gilt weiterhin:

o0

ft) ~ % + Z(ak cos kt + by sin kt)

= Z—Esmkt:—zzsmkt
k=1 k=1

Sagezahnfunktion mit den ersten drei Maherungen

15F 3 .

s2 ff

S1

Bemerkung 1.10 e™*" = cos(wkt) + i sin(wkt) = cos (35kt) + i sin (3£kt)

15t etne periodische Funktion mit der Periode p = %

Bemerkung 1.11 Ist f(t) p- pemodzsch so gilt fiir allea € R : fa+p fe)yde = [ f(

= In der Formel fiir ¢, = % fo Ye~ Wk dt ist der Integrand T- pemodzsch. Das In—

tegral muss nur tber eine Periode erstreckt werden, egal wo sie liegt. Im Allgemeinen
verwendet man ein Intervall der Linge T in der Umgebung des Nullpunktes.

m fur —5<t<7%
f(t) = , T=2m w=1
0 far Z<t<iE
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A
f(t)
—TC
| : : ‘ ; >
_ 127 ; T 2n t
k=—oc0
| s
G = 5 f(t)edt
™ J)_=
1 [ 1. .=
= — wdt = —[mt]2«
2w 7% 2w 2
1 7 T T
= 3~ (3)l=3
1
ck = — f(t)e *dt
27T 7%
1 z ikt g, L T _ikt13
T owm ). L e
_ %[_%(6%% o—ik( g))]
T g
_ %% k5 _ efik:%]
)
11, 4z gz, 1. o7
g — [ 2 ¢ 2| = — k—
2 | = gsinkg
+ fir k=-3,1,5,9,...
= 0 fiur k=2,4,6,8,...
—2 fur k=-1,3,7,11, ...
Zusammenfassung:
= ikt T = T ikt
f(t) ~ che —§~|— Z —smkEe
k=—00 k=—00,k#0
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Unter Beachtung von ag = 2¢y = m;  gilt weiterhin:

0 fur k=2,4,6,..
%(_1)+%k.1:—% fur k=3,711,...

1 k=1,5,9, ..
bk = i(Ck — C_k) = 0 fﬁT’ k= 2,4,6, =0 Vk
' ur k=3,7,1

) = 2
= g+ Ecoskt— Z Ecoskt
k=1,59,... k=3,7,...
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Bemerkung 1.12 Sei f(t) gerade = f(—t) = f(t)
k= l/i f(t)e k<t
Tz

0 5
f(t)e *tat + / f(t)e"‘mdt]
0

Nl =

SIS

N

T
. 2 .
f(—tnew)e™rendt e, + / f(t)e”mdt] mit t = —tpey
0 0

) T
1 (= | |
-7 / "R 4 e ™ dt wegen gerader Funktion
1 0%
=7 / F(t)(cos kwt + i sin kwt + cos kwt — i sin kwt)dt
0

= z/2 f(t) cos kwtdt eR.
T Jo

Bemerkung 1.13
Wegen c;, = %(ak — ibg) folgt by = 0. Die Reihe ist eine Cosinusreihe:

f(t) ~ % + ;ak cos kwt.

Bemerkung 1.14
Wegen cos kwt = cos(—kwt) folgt cr, = c_y, und damit ay, = cx, + c_ = 2¢,.

Bemerkung 1.15 Sei f(t) ungerade = f(—t) = —f(1).
FEine analoge Rechnung zu Bemerkung 1.12 fiihrt zu

T
1 2 ) )
o = —/2 f(t) (=™t 4 o=ty gy
T J

T
1 L
= f/2 f(t)(— cos kwt — isin kwt + cos kwt — i sin kwt)dt
0

T
—9 [z
= TZ / f(t) sin kwtdt (rein imagindr)
0
Bemerkung 1.16
Wegen ¢, = %(ak — ibg) folgt ar = 0 und by, = —%ck Die Reihe ist eine Sinusreihe:

ft) ~ Z by sin kwt.
k=1

23
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Beispiel 1.34 f(t) = %t : gerade Funktion, T = 4r, w = %

f(t)

x 2

14

T
k= —/2 f(t) cos kwtdt
T Jo

2 [T r 2
= 2 Licos(kZpyar
it J, 8 cos(h7 1)

2

1 t
= %) tcos(kg)dt

_ Lz in@—g/in@dt
Tk k)] .
12t kt 2 2  kt

= 16 Zsm?—kg %cos?h

_ Lf2eom ’I€2_7T+2 2 kQ_ﬂ_O_i 0
TR sin — T T 0S5 13 Cos
1[4, ., 4
= 16 |0V k_}
_ ii[(_l)k )= 0 fir k gerade
16 k2 n sz fir k ungerade
~ ikwt zkt/2
f(@) > e 8 Z
k=—00 k=—00,k#0

k ungerade
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Bemerkung 1.17 Ist die Funktion nur auf einem endlichen Intervall [a,a + ] vor-
gegeben, kann sie auf R periodisch fortgesetzt werden. Danach ist dann eine Fourier-
rethenentwicklung maglich. Die Fortsetzung sollte an den technischen Hintergrund an-
gepasst werden.

Beispiel 1.35 Seia = 0.

(0] Yt
f } > } } >
- I I t - I I t
2 2 2 2
ungerade Fortsetzung gerade Fortsetzung

Bemerkung 1.18 Das Gibbssche Phinomen:

Maherung 521 fir den Rechteckimpuls / Gibbsches Phanomen

351 —

25 —

g 151 i

05k —

Oy TR v

4k —
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Maherung 521 filr den Rechteckimpuls / Gibbsches Phanomen /2
T T T T

Die Approximation der Funktion erfolgt nach dem Prinzip
T
/ |f — sn|?dt — 0 fir N — oo.
0

Daraus ergibt sich einerseits die Mittelwertseigenschaft der Fourierreihe an der Sprung-
stelle und andererseits ein Uberschwingen der Partialsummen sy (t) einer Fourierreihe
in der Umgebung der Sprungstelle von f(t) fiir hinreichend groffes N um =~ 17.89%.

Dieses Uberschwingen wurde von J. W. Gibbs (1839-1903) beschrieben und heift deshalb
G'ibbssches Phinomen.

1.3.3 Anwendungen der Fourierreihen
In der Elektrotechnik wird oft auch mit der 1. Art der Fourierreihe gearbeitet:
ag . .
f(t) ~ 5 + ;Ak sin(wkt + ¢y,).

Es werden die Amplituden A und die Phasenverschiebung ¢, in Abhéngigkeit von der
Frequenz w untersucht. Es gilt:

Ay =2|cp|  fur k>1; ag=2c

Cr + C_p
P, = arctan ——

ir k>1;, 73
Z(Ck — C—k) f = %o

Aj und ¢, werden im Amplituden- bzw. Phasen- oder Frequenzspektrum dargestellt.
Amplituden- bzw. Frequenzspektren sind diskrete Spektren:
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A A
¢
A Al
o1 o5
AS
0] o 5®  Frequenz 0] o 5®  Frequenz
Amplitudenspektrum Frequenzspektrum

Beispiel 1.36 Klirrfaktor

Der Klirrfaktor dient zur Beurteilung der Abweichung einer nichtsinusformigen Wech-
selstromgrafe f(t) vom Verlauf einer rein sinusformigen Wechselstromgrife, die durch
die Grundwelle (k=1) dargestellt wird. Z.B. betrachtet man Ein- und Ausgang eines
elektrischen Bauteils (Verstdrker, Filter,...), an das eine rein sinusformige Grof$e an-
gelegt wird und untersucht die Abweichung der Ausgangsgrofse von der Fingangsgrifse.
Der Klirrfaktor ist wie folgt definiert:

L 21?;2 Ai _ ZZ‘;24|CI~:‘2
> 1 A > e Alex/?

Zz‘é |cx|? _ 220:2<ai + bi)
> ey lenl? > e (@ +b7)

Bei einem Dreieckstrom f(t) = %|t| t € [—m, 7| gilt z.B.:

cost cos3t cosbdt

f@) ~
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Weitere Anwendungen:

1. Analyse und Synthese von Signalen, Dimensionierung von Filtern
2. Berechnung linearer Stromkreise bei nicht sinusformiger Anregung

3. Losung von Differentialgleichungen, die Schwingungsprozesse beschreiben



2 (Gewohnliche
Differentialgleichungen

2.1 Einleitung und Grundbegriffe

Beispiel 2.1 Betrachten Federschwinger mit der Federkonstanten k > 0 :

—_—— e — == - Ruhelage x =0

Gesucht:
Gleichung zur Berechnung der Auslenkung x = x(t) der Masse m aus der Ruhelage:

Zum Zeitpunkt t = 0 gilt:

Anfangsauslenkung z(0) = xg
Anfangsgeschwindigkeit  (0) = vy
d> .
Beschleunigung der Masse: a= d_tf =2z
Riicktreibende Federkraft : F=m-a (NEWTON)
—krx=m-x

— A) mi+kr=0
Wenn die Schwingung nicht im Vakuum stattfindet, kommt die Reibungskraft hinzu:
F =ri. Sie wirkt der Schwingung entgegen: —kx —ri =m - &
= B) mi+ri+kr=0
Die Schwingung kann von auflen durch eine aufgepragte Kraft F(t) beeinflusst werden:

— C) ma+ri+ke=F()

29
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Definition 2.1 FEine Gleichung, die als gesuchte Grofie eine Funktion einer Verdnder-
lichen und Ableitungen dieser enthdlt, heifst gewdéhnliche Differentialgleichung.

Bemerkung 2.1 FEs ist wichtig, dass die gesuchte Funktion und deren Ableitungen in
einer Differentialgleichung nur an einer Argumentstelle auftreten.

Definition 2.2 Die Ordnung der Differentialgleichung wird durch die héchste auftre-
tende Ableitung der gesuchten Funktion bestimmt.

Im Beispiel von oben ist damit die Ordnung der Differentialgleichung 2.

Definition 2.3 FEnthdlt die Differentialgleichung additive Terme ohne die gesuchte
Funktion und deren Ableitungen, so heifst die Differentialgleichung inhomogen, ande-
renfalls homogen.

Im Beispiel von oben ist folglich die Differentialgleichung C) inhomogen, die Differen-
tialgleichungen A) und B) sind homogen.

Definition 2.4 Sind in einer Differentialgleichung die gesuchte Funktion und thre Ab-
leitungen nur linear miteinander verknipft, so heifit die Differentialgleichung linear,
anderenfalls nichtlinear.

Im Beispiel von oben sind alle 3 Differentialgleichungen linear, da z, & und z durch eine
Linearkombination miteinander verbunden sind.

Definition 2.5 Treten in einer Differentialgleichung die gesuchte Funktion und ihre
Ableitungen ausschliefSlich als Argumente in Potenzfunktionen auf, so bestimmt der
héchste Exponent dieser Potenzfunktionen den Grad der Differentialgleichung.

Im Beispiel von oben ist der Grad aller 3 Differentialgleichungen 1.

Gewohnliche Differentialgleichungen sind héufig in Naturwissenschaft und Technik an-
zutreffen:

Beispiel 2.2 Beschreibung von elektrischen Stromkreisen:

u, t=0
a N

duc
RC% + uc = Uq
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Beispiel 2.3 Beschreibung von organischem Wachstum und Zerfall:

dx

mit x : Masse des zerfallenden (radioaktiven) Stoffes und k : Zerfallskonstante, k > 0

Beispiel 2.4 Beschreibung eines einseitig eingespannten Stabes:

wober o ein Materialparameter ist.

Beispiel 2.5 Beschreibung eines mathematischen Pendels:

mgsin ¢(t) = mid(t)

mit ¢ : Ausschlagswinkel, g : Erdbeschleunigung, m : Masse

Beispiel 2.6 Beschreibung von gekoppelten Federschwingern:

Pt A

> y=y(V)

ay® + by =cy, a,bceR
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Im Folgenden wird Beispiel 2.2 zur Losung ausgewihlt. Reicht die oben angegebene
Gleichung aus, um wu,. eindeutig zu bestimmen?

du, DUy —
RO Ue S— Voraussetzung : u, - U 7& 0
dt N U = Ug = const. 18t Losung
du, B ﬁ Substitution : z = uy, — U,
u, —u.  RC dz = —du,
dz 1
— = — | —=dt
z / RC
1 -
| = —t+K
n |z| 70 +
~ 7 . _
lug —ue| = e~ T . K K = ef( f/l.%r g = te > 0
—et  fur u,—u, <0
Uy — U = Ke ®o; K eR~ {0}
U = Ug— Ke e

Mit K = 0 wird die Losung u. = u, erreicht. Damit ergibt sich

K eR.

.t
U. = ug — Ke ®T;

Die Losung ist durch die Differentialgleichung nicht eindeutig bestimmt. Durch die frei
wiihlbare Konstante K gibt es unendlich viele Funktionen, die die Ausgangsgleichung
erfiillen. Zur Auswahl einer einzigen sind Zusatzinformationen notig, z.B. iiber den
Ausgangszustand bei t = 0:

u(0)
0

Ue

u(t<0)=0
uq—Keo - K =y

uq(1 — 6_%)
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uc/u,

3.75 7

2.5 3.75 5 t/(RC)

Geometrische Interpretation: Durch die Anfangsbedingung erfolgt die Auswahl der
Kurve mit K = u, aus der Kurvenschar.

Definition 2.6 Die Losung (Das Integral) einer gewohnlichen Differentialgleichung n-
ter Ordnung ist jede, in ihrem Definitionsgebiet n-mal stetig differenzierbare Funktion,
die mit ihren Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

Es werden drei Losungstypen unterschieden:

1. Die allgemeine Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

enthilt n unabhiingig wihlbare Konstanten Cy, Cy, ...C,, (Parameter):
x =x(t,Cy,Cy,...Cy) bzw. y = y(z,Cy, Cy, ...Cy).
Die grafische Interpretation ist eine n-parametrische Kurvenschar.

. Eine spezielle (partikulire) Losung erhélt man aus der allgemeinen Losung durch

spezielle Wahl der Konstanten C', Cy, ...C,,, z.B. um Zusatzbedingungen zu erfiil-
len. Zusatzbedingungen an einer einzigen Stelle tg € D;: x(to), @(to),...z" 1 (tg)
bzw. y(x0), ¥ (20),...y" 1 (x0) heiBen Anfangsbedingungen oder Anfangswerte,
die Aufgabe Anfangswertaufgabe (AWA). Zusatzbedingungen an mehreren Stel-
len von D; nennt man Randbedingungen oder Randwerte, die Aufgabe Rand-
wertaufgabe (RWA).
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3. Als singulér bezeichnet man Losungen, die man nicht durch eine spezielle Kon-
stantenwahl aus der allgemeinen Losung erhalten kann.

Beispiel 2.7 Betrachte die Differentialgleichung y*((y/)? +1) —1=0.
Deren allgemeine Liosung lautet: (x — C)? + y* = 1.

Y A

NK
XA

1

DAV

Nachweis: Ableitung der allgemeinen Losung:

<
Il
[

2 —-C)+2yy = 0 ~

Zusammen mit der nach y* umgestellten allgemeinen Lisung y* = 1 — (z — C)?

ergibt sich nach dem Finsetzen in die Differentialgleichung:

z—C

AP -1 = == e -
— - @-opE S -
- -G
= (@-CP+1—-(z—-C)P*-1
— 0

Die allgemeine Liosung ist eine Schar von Kreisen mit dem Radius r = 1 und den
Mittelpunkten M = (C;0)7 :

Z.B. ist die spezielle Losung mit C' = 0 der Einheitskreis. Die Einhiillenden der
Kurvenschar y = £1 sind ebenfalls Losungen der Differentialgleichung:

()2 +1)—1=1(02+1)—1=0
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Diese kénnen aber nicht durch spezielle Konstantenwahl aus der allgemeinen Lo-
sung erhalten werden und sind deshalb singuldre Losungen.

2.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.2.1 Richtungsfeld*

Die allgemeine Form einer Differentialgleichung 1. Ordnung lautet:

explizite Form: = f(z, )
implizite Form: F ( YY) =

Geometrische Veranschaulichung:

FEine explizite Differentialgleichung ordnet jedem Punkt des Definitionsgebietes von
f(z,y) einen Wert der Ableitung 3/ der gesuchten Funktion zu. Diese Ableitung gibt
die Richtung der Tangente an die Losungskurve im Punkt P = (z,y)” an. Das Zah-
lentripel (x,y,y’) nennt man Linienelement. Die Menge aller Linienelemente ist das
Richtungsfeld der Differentialgleichung. Linien, die Punkte gleichen Anstieges verbin-
den, heiflen Isoklinen. D.h. auf ihnen gilt 3/ = ¢ = const.

Beispiel 2.8 3/ = ——

Isokline y
y' = const.

Die allgemeine Losung ist eine Schar konzentrischer Kreise um den Ursprung.
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Beispiel 2.9 ¢/ = 22

Isokline y 1 '
/
y' = const. + K
’ /
_ , ,
’ / N
=+ 4 /
4 Y] !
4
i /
-1 ’ /
P ’ ’
’ - 71 Y
s - g /
z L >
/ . P - y -
Linienelemente [ ' [ T . X
/ I
/ 7 _+ -
/ . id
2 ’ =
/7 Vi
! , ,
1 Vi B
/
! -
/
! /
1

Die allgemeine Liosung ist eine Schar von kubischen Parabeln.

Durch die Linienelemente wird der Anstieg der Losungskurve angegeben. Geometrisch
bedeutet damit die Losung der Differentialgleichung das Finden von Kurvenscharen,
deren Tangentenrichtung mit dem jeweiligen Linienelement zusammenfillt.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine einparametrische
Kurvenschar y = y(z,C). Folglich gibt es unendlich viele Losungen y = y(x) der
Differentialgleichung 1. Ordnung v = f(x,y).

Satz 2.1 Sei f(z,y) stetig in Dy. Dann geht durch jeden Punkt P € Dy mindestens
eine Losungskurve y = y(x) der Differentialgleichung v = f(x,y).

Satz 2.2 Sei f(x,y) stetig in Dy. Es existiere %5 in Dy und sei dort stetig. Dann geht
durch jeden Punkt P € Dy genau eine Losungskurve y = y(x) der Differentialgleichung

y/ - f(x,y)-
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Folgerung 2.1 Unter den Bedingungen von Satz 2.2 hat die AWA y' = f(z,y);

y(xo) = yo tmmer genau eine Losung. Mit Hilfe des Anfangswertes y(xo) = yo wird aus
der Kurvenschar der allgemeinen Lisung eine spezielle Losung, die durch den Punkt
Py = (zo;90)" verliuft, ausgewdhit.

2.2.2 Leicht integrierbare Spezialfille von Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung*

Trennung der Veridnderlichen

Wir betrachten Differentialgleichungen der Art:

J = L= fa9) = gx) hy) mit o)) #£0 ()

dy
—— =g(z)dz
)~
— /% = /g(x)dx + C:  Allgemeine Losung von (x)
)
Der Fall h(y) = 0 fiihrt evtl. zu einer singuléren Losung.

Beispiel 2.10 siehe Beispiel 2.2 aus 2.1: Aufladen eines Kondensators

Beispiel 2.11 FEntladen eines Kondensators tiber einen Widerstand

Anfangsbedingung beit =0: u.,=u >0

uc+uR:uc+iR:O
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du, 0,
Miti=c . e ergibt sich:

dt
du,
u.+ CR - prli 0
du, 1 :
CZ = —apls ue # 0; u. = 0 ist aber Losung!
du 1
< = — [ —=dt
/ U CR
t ~ e fiur w;—wu.>0
Inju,| = ——==5+K; K = % e
el CR { —e& fir u, —u. <0

U, = Ke’ﬁ; KeR

denn u. = 0 ist Losung der Differentialgleichung. Die Lésung der AWA erfogt durch
Berechnung der Konstanten der allgemeinen Losung mit Hilfe der Anfangsbedingung:

w0 =u=K-1 ~ wu,=ue °F

Beispiel 2.12 Der radioaktive Zerfall einer Stoffmenge x(t) geniigt der AWA:

dx

prie —kx;  x(0) =z
Nach Integration ergibt sich:
d
@ / “kdt 40
x
In|z] = —kt+C
r = 4o kHC _ 4 Okt

r = (et CcCeR

da x = 0 ebenfalls Losung ist.

Differentialgleichungen vom Typ ¢/ = f(az + by +¢); a,b,c€R

Differentialgleichungen dieses Typs kénnen durch Einfithren der Substitutionsfunktion
u = ax + by + ¢ auf Differentialgleichungen mit getrennten Variablen zuriickgefiihrt
werden.

y =L = flax+by+0) = [
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Nach Differentiation der Substitutionsfunktion u und Benutzen der Differentialglei-
chung ergibt sich:

du @
% = a+bd$
d
ﬁ = a+bf(u)
du
/_Hbf(u) _ /dx+C; a+bf(u) £0.

Differentialgleichungen dieses Typs kénnen durch Einfithren der Substitutionsfunktion
u = ax + by + ¢ auf Differentialgleichungen mit getrennten Variablen zuriickgefiihrt
werden.

d
y =22 = flaz+ by +0) = f(u)

Nach Differentiation der Substitutionsfunktion u und Benutzen der Differentialglei-
chung ergibt sich:

du @
% = a+bd1}
du
o = a+bf(u)
du
/—a+bf(u) = /dx+C’, a+bf(u) #0.

Der Fall a + bf(u) = 0 muss gesondert untersucht werden und fiithrt unter Umstéinden
zu einer singuléren Losung.

d
Beispiel 2.13 ¢/ = d_y = (4o + 9y)? = u?;  Substitution: u = 4z + 9y;  f(u) = u?;
T

Damit ergibt sich:
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d d
s 49y =449 — 44002
dx dx
du ~
e d
/4+9u2 /:c—i—C

~ 1 du 3 3
r+C = Z/T%UQ ZZQU;dZ:§d’LL

~ 1 2
r+C = /dz

4°3) 1422
16 = Laret fan 2
T = = arctanz = — arctan —u
6 6 2
3 3
tan(6x + C) = §u:§(4x+9y)
2
dr+9y = gtan(6x+0)
1,2
y = §(§tan(6x—l—0)—4x)
2 4
y = 2—7tan(6x+0)—§x

Differentialgleichungen vom Typ v/ = f (g) : Ahnlichkeitsdifferentialgleichun-
x

gen

Differentialgleichungen dieses Typs kénnen durch Einfithren der Substitutionsfunktion

w="2 auf Differentialgleichungen mit getrennten Variablen zuriickgefiihrt werden.
x

v =L= (%)= fw)

Nach dem Differenzieren der Substitutionsfunktion und Einsetzen in die Differential-
gleichung ergibt sich:

U :% ~N y=u-x; x=#0
dy du
dy  du
flu) = %—%x—l—u
dx du

= = flu)—u#0

u) —

fu) = u
du dz
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Der Fall f(u) —u = 0 muss ebenfalls gesondert untersucht werden und fiihrt unter
Umsténden zu einer singuléiren Losung.

922 4 3y?
Beispiel 2.14 y’:u; y(2) =2
2xy
922 +3y*> 92 3y 9 3
,——:—— _—— = = -1 —_ g
Y= oy oy tar v taus /W
Mitu="Y ~ y=u-x; xF#0 ergibt sich:
x
_dy  du -9 4 3
flu) = 7= dxx—i-U— 5 —l—2u
du 9 _1+3 9 _1+1 9+ u?
—x = —u —u—u=-u —u =
dx 2 2 2 2 2u
2u dx 9
/9+u2du = 7—%0, da 9+u”#0

Mit der Substitution v =9+ u?, dv = 2udu erhdlt man dann:

/ 2u du = /@z/d—x—l—é
9 + u? v x

In(9+u?) = Injz|+C

9+u®> = Ol
2

9+L — Claf
x

y* = (Cla| - 9)2”
Die Anpassung des Anfangswertes y(2) = 2 ergibt:

4 = (20-94 ~ C=5
y? = 52°—92% fir x>2

2.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die allgemeine Form linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir y = y(z) lautet:

y+a(x)y=f(z);  (+)

Dabei heifit a(z) Koeffizientenfunktion und f(z) rechte Seite oder Storfunktion.
Gilt f(x) # 0 Va € D,, so liegt eine inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung
vor, anderenfalls eine homogene.
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Satz 2.3 Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (+) ist die
Summe von einer partikuldren Losung y,(z) der inhomogenen Differentialgleichung und
der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung yp(x):

y(r) = yp(z) + yn()

2.3.1 Die allgemeine L6sung der homogenen Differentialglei-
chung

Die homogene Differentialgleichung zu (4) lautet: ¥ + a(x)y =0
Methode: Trennung der Veridnderlichen

y +alzly = 0 (++)
Z—i = —a(a)y y#0
dy

= / —a(z)dz : allgemeine Losung von (4+)
Y

Zusétzlich muss gepriift werden, ob y = 0 eine Losung von (++) ist. Dann gilt aber
Yy’ = 0 und nach Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

Y + a(x)y=0+a(z)-0=0
Damit muss in der allgemeinen Losung von (++) y = 0 mit enthalten sein:

Inly| = /—a(x)dx—i—C’

e—fa(x)dx—l—C _ e—fa(x)dx . eC’

lyl =
= De Joloi D>0
—De~Ja@dz fir <
Y — [a(z)dx -
+De fur y >0

Zusammen mit der Losung y = 0 ergibt sich:
Vh= De—fa(a:)dx DeR

Zur Losung ist es moglich, entweder diese Formel zu benutzen (kurzer Weg) oder die
Trennung der Verdnderlichen jedes Mal erneut auszufiihren (langer Weg).
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Beispiel 2.15 ¢/ —y == — homogeneGleichung: y' —y =0
Storfunktion: f(r) = x
Koeffizientenfunktion: a(z) = —1

kurzer Weg:
yh:De—f—ld;c:Dezc DeR
langer Weg:
y—y =0
dy . ..
- = y y # 0; y =0 ist aber Losung
d
9 _ /da:
Yy
Inly = z+C
ly| = eT¢ =¢"-e”
= De” D >0

_ —De* y>0
y = +De* y <0

yn = De” DelR

2.3.2 Ermittlung einer speziellen Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung

Auch hier werden wir allgemein eine Losungsformel herleiten, die sofort benutzt werden
kann (kurzer Weg). Alternativ kann natiirlich auch jedes Mal erneut die Losungsme-
thode angewendet werden (langer Weg).

Wir suchen nun eine partikuléire Losung von: v/ + a(x)y = f(z)

Methode: Variation der Konstanten nach Lagrange

Ausgangspunkt ist die Losung der homogenen Gleichung:
yr=De [ @% — D.3(x) DeR

y(x) kann damit aus der Losung des homogenen Problems abgelesen werden. Fiir die
partikuléire Losung des inhomogenen Problems stellen wir nun folgenden Ansatz auf:

yp=D(x)e | ““*= D(x)j(z)
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D.h. wir setzen die gleiche Losungsstruktur wie bei der Losung der homogenen Glei-
chung an, lassen aber die Konstante variieren. Sie wird damit zu einer Funktion von z.
Nach Differentiation ergibt sich:

yp =Dy + Dy

y ist eine spezielle Losung der homogenen Differentialgleichung (D = 1) und erfiillt
damit diese auch: y = —a(x)y. Einsetzen in die obige Gleichung liefert:

Yp = D'y + D(—a(z)y)

In der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich damit:

Yo + al@)y, = DY+ D(—a(x)y) + a(z)Dy = f(x)

Dy = )
Vi = 1@
_ iy,
far =[5
()

D(z) = /Txdx(—l—E)

Da nur eine partikuldre Losung gesucht wird, wihlt man stets £ = 0. Anschliefend
muss D(z) in den Ansatz

yp=D(x)e | ‘= D(x)j()

eingesetzt werden, um die partikulére Losung y, zu erhalten.

In der ersten Zeile ist beim langen Weg eine Rechenkontrolle moglich: Es miissen sich
nach dem Differenzieren und Einsetzen in die Differentialgleichung stets zwei Terme
aufheben! Bei richtiger Rechnung ist dann die Differentialgleichung fiir D(z) stets mit-
tels Trennung der Verdnderlichen losbar.

Beispiel 2.16 Weiterfiihrung des obigen Beispiels: y' —y = x mit der allgemeinen
Lésung der homogenen Differentialgleichung:
y = De". = Ansatz: y, =D (x)e* =D (x)y ~y=¢€"

kurzer Weg:
D(z) = /%dmz/%dx

= /xexdm = —xex—i-/e”dac
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Yy = D(z)e" = (—ze® —e )"

= —x—1
langer Weg:
y, = D'e"+ De”
Yy —Yp = D'e"4 De® —De* =z
D'e* = =z

dD = ze*dx

D = /xe‘xdx

Die weitere Rechnung ist identisch mit dem kurzen Weg.
Die allgemeine Losung der Ausgangsdifferentialgleichung lautet somit:

Y=1Yp+yn=—2—1+ De"; DelR

Beispiel 2.17 (22 +2)y — 22y = 3(2? + 2)%, y(—=1)=6
2x
x4+ 2
1. Schritt: Lésung der homogenen Differentialgleichung:

~ y —

y = 3(2* + 2)

@ = 2 dx
y 2242
Inlyl = In(z>+2)+C

Yn = D (iL‘2 + 2)
2. Schritt: Losung der inhomogenen Differentialgleichung (langer Weg) :

y, = D(z)(2*+2)
y, = D'(z)(2*+2) + D(x)2x

2x
x? +2

2x

D'(z)(z*+2) = 3(2°+2)
D(x) = /3dx =3z

D(z) (z* +2) = 3(2* + 2)

Fiir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich damat:

yp = D(z) (x2 + 2) = 3x(2* +2)

45
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3. Schritt: Gesamtlosung des AWP

Yy = Ypt+uyn=3x(@"+2)+ D (2* +2); DeR
yawp(—1) = =3(1+2)+D(1+2)=6
3D = 6+9=15
D =5

yawp = 3z(z®+2)+5(2°+2) = 3z +5)(z* +2)
= 3z®+ 62 +52° + 10

Beispiel 2.18

w

z_
3

yl + a:2y = 2%

1. Schritt: Lésung der homogenen Differentialgleichung:

y+2%y = 0
d
Yoo e
Y
L 3
Inlyl = —37 +C
Yy, = Def%xs

3. Schritt: Gesamtlosung:

1
Y= Yty =gl i 4 De 5%
1
y = (s2*+ D)e 3" DeR
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Beispiel 2.19 FEinschalten eines RC-Gliedes an eine Wechselspannung

ey lllc
u

u, = U sinwt; u:(t <0)=0
Nach Kirchhoff gilt:

—ug + iR +u. =0

du,
Mt 1. = C’d—i und T = C'R folgt dann:
du,
—Uq + O%R + U = 0
du,
RC I +u. = uy

du. .

T CZ +u., = Usinwt

du, n lu ~ Usinwt

dt T < T

Das ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung mit
1 U sin wt
a(t) = —und f(t) = :
T
du, 1

1. Schritt: Losung der homogenen Differentialgleichung: I + —u. =0
T

Uep, = De~Ja®dt _ De—f%dt — De_%t,
2. Schritt: Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Uep = D(t)e_%t:D(t){[C
u, = D)4 D(D)e ()

47
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% lucp = D'(t)e%t+D(t)e%t(—%)+%D(t)e;t:USiant
prpyet - Lt
by = [ ([ LD
U ert 1 ‘

= ?m(; sinwt —wcoswt) (2x partiell, Gohler)

U 7%+t 1
= —m(;smwt—wcoswt)
T

Damit ergibt sich fiir die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

1y UT@ét 1 . 1y
Uyp = D(t)e ~ :m(;smwt—wcoswt)e’?

or (= sinwt cos wt)
= ———(—sinwt —wcosw
1472w T
3. Schritt: Gesamtlosung:
Ue = ucp"—uch
Ut

1 . _1y
= m(;smwt—wcoswt)—FDe T

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung u.(t = 0) = 0 findet man weiter:

Ut
0 = ——(0-— D
1+ 72w2( w)+
U
D - TW
1+ 72w?
Ue = m(sin wt — wT coswt + (.UTG_%LL)

U
= Tr20 (LUTG_%t + Asin(wt — ¢))

Nebenrechnung: sinwt — wt coswt = Asin(wr — ¢) = Asinwr cos ¢ — A coswT sin ¢
— Asing=wr; Acos¢=1;

—  A’cos?¢p+ A?sin’gp=A2=14+w?r? = A=1+w?r?
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—  tano Asin ¢ ino wT wT
an ¢ = = wr; sing = — = ——
Acos ¢ ’ A VIt wo2re?

Damit geht u,. tiber in
U = _U (m'e*%t + V1 + w?r?sin(wr — ¢))
¢ 1+ 72w?

U ( Wr__ -ty V1+w?r? sin(wr — 6))
- T _— T —
V14 1202 V1 + 7202 V14 71202

— L(sin de~ 7 + sin(wr — )

V1+ 71202

= fliichtiger Anteil + stationdrer Anteil

Der fliichtige Anteil entspricht der Losung des homogenen Problems unter Finbeziehung
der Anfangsbedingung. Er konvergiert mit t — oo gegen Null. Der fliichtige Anteil
entspringt dem schwingenden System.

Der stationdre Anteil entspricht der partikuldren Losung des inhomogenen Problems
und widerspiegelt den dufleren Finfluss auf das System. Er setzt sich fiir t — oo durch.

2.4 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Im Folgenden beschiiftigen wir uns mit der Losung von Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten. Sie haben in der Technik eine grofle Bedeutung und bieten

eine einfache Moglichkeit, die Wirkungsweise der Integraltransformationen zu demons-
trieren.

Die allgemeine Form der einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten lautet:

Y™+ a1y + L+ ary + agy = f.
Die Losung einer linearen Differentialgleichung setzt sich additiv aus der allgemeinen

Losung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung und aus einer speziellen
Losung der inhomogenen Differentialgleichung zusammen:

Yges (l‘) =Yp (l‘) + Yn (ZC) :
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2.4.1 Die homogene Gleichung*

Allgemeine Form:
Y™+ an 1y + L+ ary +agy =0

Fiir diese Sorte von Differentialgleichungen kann stets eine Losung angegeben werden.
Diese ist ein sogenanntes Fundamentalsystem aus n linear unabhéingigen Losungen:
Der Losungsansatz y = e fiihrt beim Einsetzen in die Differentialgleichung auf die
charakteristische Gleichung;:

AN 4 oa, AN 4 a e + e = 0
N4 @y N Fadta = 0

Dieses Polynom n-ten Grades hat im Bereich C nach dem Fundamentalsatz der Algebra
genau n Losungen.

1. Jeder k-fachen reellen Losung A; entsprechen im Fundamentalsystem die k par-
tikuldren Losungen:

AT

e , xez\ix’ 2 >\Z'.73,“

xe oFlehie,

2. Dem k-fach auftretendem Paar konjugiert komplexer Wurzeln A\ = « + i3 ent-
sprechen die 2k partikuldren Losungen:

¢ 1e% cos B

zF71e? sin B

e cos fx, xe® cospfux, ...

e*sinfr, xe*sinfux,....

Beispiel 2.20 y® —2y" — /" — 4y + 12y =0; y = e

= M2 - N -4\+12=0
Mattels Hornerschema findet man die Losungen

M=X=2und A3y = —1+iv/2=a il
—> allgemeine Losung:

yn (r) = Ciyr + Coya + C3yz + Cays

= (1% + Chze®® + Cye ® cos V2z + Cue * sin V2z

Beispiel 2.21 y® +8y" + 16y =0; y =
— M +8\?4+16=0 hat die Lisungen
Ay =20 und Agjy = =21 (d.h. k=2; a=0; 3=2)
—> allgemeine Losung:

yn(x) = Ciyr+ Coya + Csys + Cayy
= (jcos2zx + Cysin2x + Cyx cos 2x + Cyxsin 2x
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2.4.2 Die inhomogene Gleichung

Gesucht ist die eine partikulire Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung
n-ter Ordnung;:
Y + a1y + 4 ary + agy = f.

Bekannt ist die Losung y;, der homogenen Differentialgleichung
Y™ + a1y + L+ ary’ + agy = 0.

yn (x) = Ciyr () + Coy (x) + ... + Cryy ()

wobei {y; (z)};—, ein Fundamentalsystem bildet.

Variation der Konstanten

Im allgemeinen Fall wird fiir die Losung der homogenen Gleichung die Variation der
Konstanten durchgefiihrt, d.h. es wird folgender Ansatz fiir y, getroffen:

Yp () = Cr ()1 () + Co (2) Y2 (2) + ... + C () Y () -

Da die Funktion y, () die Differentialgleichung erfiillen muss, wird sie differenziert,
und die Ableitungen werden in die Differentialgleichung eingesetzt. Mehrfache Wieder-
holung dieses Vorganges und Vereinfachungen zur Einddmmung der entstehenden Flut
von Termen fiihrt zu fogendem linearen Gleichungssystem:

1 Cl 4+ 120 + ... +y,C = 0
1 Cr+1ysCo+ ... +y.Cl = 0

yIC 4y 4 4y el =
1 (2) Y2 (z) Yn () ¢ 0
v () yh () Yn (2) Cy _ 0
2 (@) 48 () Y (2) C S

Die Systemdeterminante ist die sogenannte Wronskideterminante W. Weil die Funktio-
nen y;, @ = 1,2, ...,n linear unabhiingig sind, gilt W # 0, d.h. das Gleichungssystem ist
immer eindeutig losbar. Die Losung C (z) , C5 () , ...C! (z) liefert durch Integration die
gesuchten Funktionen C (z),Cs (z),...C, (). Mit dem Einsetzen in den Ansatz fiir
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yp erhélt man die gesuchte partikuldre Losung der Differentialgleichung. Anschlieflend
wird die Gesamtlosung bestimmt durch

Yges (1:) =Y (I) + Yn (I) .

Beispiel 2.22 ' +y = —
sin x

Die Léosung der homogenen Differentialgleichung y” +vy = 0 lautet mit der charakteris-
tischen Gleichung \> +1 = 0; Aijg = i :

yp () = Cysinx + Cycosz.

yp(x) = Ci(x)sinx + Cy(z)cosz

Mit diesem Ansatz fiir y, ergibt sich das Gleichungssystem

sinx cosw Y\ 0
cosz —sinz ¢y ) = )

Zum Lésen dieses Gleichungssystems wird die Cramersche Regel benutzt:

sinxz coszx

D = ) = —sin?z —cos’x = —1

cosr —sinz

D 0 CcoS T CcosS T

1 = 1 : = T

sinx s .z smx
sinz 0

D2 — 1 — 1
COST =

ST

Damit ergeben sich folgende Gleichungen fiir die unbekannten Funktionen C}(x) und

Cy (x) :

D CoS T
Ci(@) = ﬁ:sinx
D
Y (x) = 32:_1
Ci(x) = /Césxdx:/cotxdx:1n|sinx|+K1
sinx
Cy(x) = /—1dl‘:—$“r‘K2

Die Konstanten Ky, und Ky werden null gewdhlt, weil nur eine partikuldre Losung
bendtigt wird. Somit gilt: Cy (z) = In|sinx| und Cy () = —x. Durch Einsetzen in den
Ansatz fiir y, ergibt sich:
yp (x) = C)(x)sinz + Cy(z)cosz
In |sin z| sin x — z cos x.
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Die Gesamtlosung lautet:

Yges () = yp () +yn (2)
= In|sinz|sinz — xcosz + Cysinx + Cycosx

Diese Losungsmethode ist sehr aufwendig und fithrt schon bei einfachen rechten Seiten
zu komplizierten Integralen.

Ansatzmethode

Wenn die Storfunktion f(x) eine bestimmte Struktur hat, kann man die partikuléire
Losung mit der Ansatzmethode bestimmen. Der Ansatz fiir die partikulére Losung wird
dann nach der folgenden Tabelle entsprechend der Gestalt der rechten Seite (Storfunk-
tion) aufgestellt:

Storfunktion f (x) Ansatzfunktion y, (x)
e (bg + bix + ... + byx™) 7'e®®(By + Bix + ... + Ba™)
e®®(ky cos fx + ko sin fx) zle® (K, cos fx + Ky sin Bz)

e[ (kio + ky1x + ... + kima™) cos Bz+  2le®[(Kig + Kpx + ... + Kp,,2™) cos So+
+(koo + ko1 + ... + kopr™) sin B +(Ky + Koz + ... + Ko,a™) sin S]

Dabei bedeuten die Konstanten «, 3, b;, k;, und k;; fest vorgegebene Zahlenwerte
aus der Aufgabenstellung. Die Konstanten B;, K;, und K;; sind unbestimmte Koeffi-
zienten, die im Laufe der weiteren Rechnung ausgerechnet werden miissen. Die Grofie
[ ist 0, wenn die Zahl A\ = o £ i keine Losung der zugehorigen charakteristischen
Gleichung der entsprechenden homogenen Gleichung ist, anderenfalls ist sie gleich der
Vielfachheit dieser Losung (Resonanz).

Der Ansatz wird in die Differentialgleichung eingesetzt, und die unbestimmten Koeffi-
zienten aus dem Ansatz werden iiber einen Koeffizientenvergleich bestimmt.

Bei der Aufstellung der Ansatzfunktionen ist Folgendes zu beachten:

1. In der Ansatzfunktion sind stets alle Koeffizienten By bis B,,,, K1, K5 bzw. Kiq
bis K3i,, und Ky bis Kj,, mitzufiithren, auch wenn einige der entsprechenden
Koeffizienten in der Storfunktion nicht auftreten.

Beispiel 2.23
Storfunktion f(x) Ansatzfunktion y, ()

Tx? A+ Bx + C2?
—4sin 3x Asin3x + Bcos3x
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2. Lautet

f(x)=by+bix+ ..+ bua™

und ist A = 0 [-fache Wurzel des charakteristischen Polynoms der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung, oder lautet die Storfunktion

f(x) = e**(ky cos Bz + ko sin fx)

und ist A = a + i3 [-fache Wurzel des charakteristischen Polynoms der entspre-
chenden homogenen Differentialgleichung,
so muss der Term 2! als Faktor in den Ansatz aufgenommen werden.

. Ist die Storfunktion f (x) eine Linearkombination von mehreren Stoérfunktionen

entsprechend Tabelle, so ist der Losungsansatz eine Linearkombination der ent-
sprechenden Ansatzfunktionen.

Wegen dem Superpositionsprinzip fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung kann auch mit den einzelnen Ansatzfunktionen getrennt gerechnet werden
und erst danach die Gesamtlosung zusammensetzen.

Beispiel 2.24 fiir den Losungsansatz:

y' — 5y + 6y =e* (20 —1) = charakteristische Gleichung: \* — 5\ +6 =0

= A2 =25%£+6.25-6=25=%0.5
= M =3 M=2= vy, =013+ Che®

f(x) = 3% (21’ — 1) = Yp(ohne Resonanz) — e?:a:(A + B‘T)

— o =3=X\
—  y, =12'e’(A+ Bx)

Beispiel 2.25 fiir den Losungsansatz:

Y — 4y + 5y =Te**sine = charakteristische Gleichung: \* — 4\ +5 =0

= Mp=2+V4-5=2=+y
=y, = e**(Cycosz + Cysin )

f(l‘) =T7e*siny = Yp(ohne Resonanz) = e (A cosx + Bsin l‘)

= =2, 51:1 — M:2:|:Z:/\1/2

= vy, =z'e*(Acosz + Bsinz)

Beispiel 2.26 fiir den Losungsansatz:

y" + 2y — 3y = a® — bxe** = charakteristische Gleichung: \*> +2)\*> — 3\ =0

— )\120, )\2/3:—1:&\/14—3
= Yy =01+ Che 3" + Cse”
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f(l’) =% — 51}621 - Yp(ohne Resonanz) = (A + Bz + sz) + €2I<D + EI)
- Oél:0,0éQ:Q - o = M
=y, =a'(A+ Bx+ C2?) +¢**(D + Ex)
Beispiel 2.27 zur Berechnung partikuldrer Losungen
Y —5y"+8y —dy = 2> +e* = charakteristische Gleichung: \> =5 \*+8\—4 =0

— )\1 = ]_, )\2/3 =2
—  yp = C1e* + Cae® 4 Cyze?”

f(l’) = iL'2 +e" - Yp(ohne Resonanz) = A+ Bz + C!LQ 4+ De™®
— 051:()7&)% 052:—17&)\i,i:1,2,3

yp = A+ Bx + Cax* + De™*
y, =B +2Cx — De™*

y, =2C + De™®

y, =—De™®

L

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

??4e " = Y — by + 8y, — 4y,
= (=De*)=5(2C+ De ) +8(B+2Cx — De ™) —4 (A+ Bz + Ca* 4+ De ™)
= ¢ (=D —5D —8D —4D) + 2* (—4C) + 2 (—4B + 16C) — 10C + 8B — 4A

Damit ergibt sich tiber den Koeffizientenvergleich:

1

—18D =1 = ——

8 = 13

1

—4C = 1 — CO=—7

—4B+16C = 0 = DB=4C=-1

1 1 -22 11
~1 B—4A = A= (-10(-= B e
0C +8 0 = ( 0( 4>+8( ))4 T <

Als partikuldre Losung erhalten wir:

11 PR S
= —— —x—-x"——e
Yp 8 IR
Yges = yp+yh
11 1

1
= -3 -a- i g€ O + Coe®™ + Caze™
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Beispiel 2.28 zur Berechnung partikuldrer Losungen
y' +y=sine = charakteristische Gleichung: > +1 =0
— MNp=Fi(a=0; B=1) = y,=Cisinz+Cycosx
f(z) =sinx = Yp(ohne Resonanz) = Asinz + Bcosx

= o =0; 8=1 = pu==xi=N\p

— y, = x(Asinz + Bcosx)

=y, = Asinx+ Bcosz + r(Acosr — Bsinx)

=y, = Acosz — Bsinx + Acosz — Bsinx + z(A(—sinz) — Bcos )
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
: i
sz = Yy, +Yp

= 2Acosx —2Bsinx — zAsinz — xBcosx + x(Asinx + Bcosx)

= 2Acosx —2Bsinz.
Damit ergibt sich tiber den Koeffizientenvergleich:

24 = 0 = A=0
2B =1 = B:—%.

Als partikuldre Losung erhalten wir:

1
Yp = —gprcosz =

Yges = Yp + Yn

1
= —Excosx + Cisinz + Cycos .

2.5 Die Schwingungsdifferentialgleichung™
Die homogene Gleichung
y' +ay +by=0, a>0,b>0

entspricht der freien geddmpften harmonischen Schwingung. Es sei y = y(t). Mit dem
Ansatz y = e ergibt sich durch Einsetzen in der Ausgangsdifferentialgleichung die
charakteristische Gleichung

N +a\+b=0.

In Abhéingigkeit von a und b gibt es entweder
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1. zwei verschiedene reelle Nullstellen Ay und X\,

2. eine zweifache relle Nullstelle \; = Ao
3. ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen Ay = —5 + \/“7‘2 —b.

1. Fall: \; 7£ )\2; A€ R; A ER

Der Losungsansatz liefert y;(t) = e*!;  yo(t) = e*?!. Damit ergibt sich

yn(t) = CreMt 4 Coe".

Das ist der aperiodische Fall. Er tritt ein, wenn der Koeffizient a, d.h. der Reibungs-
anteil, hinreichend grof ist. Es gilt dann A\; < 0; A2 < 0. Die Reibung bremst die
Bewegung so sehr, dass sie ausklingt und keine Schwingung zustande kommt.

2. Fall: \j =\ =—-5 €R
Der Losungsansatz liefert y;(t) = e 2%;  ya(t) = te~ 3! : aperiodischer Grenzfall.
yn(t) = Cre 2t + Cyte 3t
3. Fall: \y =X, € C
Es gilt dann Ay = —5 4 B¢ mit 8 = —% + 0.
Der Losungsansatz liefert () = e~ 2' cos ft; yo(t) = e 2! sin L.
yn(t) = Cre~ 3% cos Bt + Che™ 3t sin Bt

Dieser Fall entspricht einer harmonischen Schwingung mit Diémpfung, d.h. einer ab-
klingenden Schwingung.

Fall 3a: Fehlende Reibung: a =0
Damit gilt Ay = Ay, rein imaginér.

yn(t) = C} cos ft + Cysin Gt

Dieser Fall entspricht einer harmonischen Schwingung ohne Dampfung, d.h. einer kon-
stanten Schwingung.

Die inhomogene Gleichung
v'+ay +by=f(t) =ccoswt, w#p

beschreibt eine erzwungene Schwingung mit der Storfunktion f(¢) = ccoswt. Fiir die
partikulidre Losung ergibt sich dann

?Jp(t) = K coswt + Ky sinwt.
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Im Fall 3 der geringen Déampfung (a # 0, klein) gilt:

Yges = Yn T Yp
= Che 2 cos Bt 4+ Che 2 sin Bt + K coswt + Ko sinwt
= e_%t(Cl cos it + Cysin 5t) + (K cos wt + Ko sin wt)
= e 2Csin(fBt + @) + K sin(wt + 1) (2.1)
= Einschwingvorgang + Dauervorgang

(Nebenrechnung: C'sin(5t + ¢) = C'sin 5t - cos ¢+ C'sin ¢ - cos 5t = C) cos Bt + Cysin 5t
= Ccosp=Cp; Csing=0Cy C?*=C?+C3% tang = g—j)

Der Federschwinger schwingt also nach dem Einschwingen mit der Erregerfrequenz, die
Amplitude K und die Phasenverschiebung ¢ sind verschieden zu der Erregerschwin-

gung.

Im Fall 3a ohne Diampfung kommt es zu einer Uberlagerung von zwei harmonischen
Schwingungen:

Yges = yh+yp
= Csin(ft+ ¢) + Ksin(wt + 1), w # 5.

Wenn zusitzlich gilt w = /3, so hat die partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung
die Gestalt

yp(t) = Ktsin(St + )
und es gilt

Yges = Yn + Yp
= Csin(ft + ¢) + Ktsin(ft + ).

Die partikulire Losung sorgt bei t — oo fiir ein unbeschrinktes betragsméfiiges Wachs-
tum der Gesamtlosung. Es kommt zur Resonanzkatastrophe.

Beispiel 2.29 FElektrischer Schwingkreis:

®ilt) | Rdi(t) i)
ar L dat | LC

SRR

. oy . .., _ R. _ 1.
Fall 1: aperiodische Losung: a = 75 b= L
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/\1/2: \/Q—Z— = — \/ j:wl mztwlz (%)2—710

in(t) = CreM 4 Che™!
= Cle( 25+l g Cpelar et
e o L(Cret + C e_wlt)
Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

Z(O) =0 :>0201+02:>01=—02
U

-/ . -~
i'(0) = 7 —
U R R 0
f = Ol(_ﬁ —I—wl)e + 02(—E — W1>€
R R
= _02(_E+w1)+02(_ﬁ —wl)
U
f = —202&)1
U U
02 2Lw17 Cl 2LW1
Damit ergibt sich:
r, U 1 1
(T — —2—t —pwit .~ —wit
in(t) ez Lw1(2 5¢ ")
= e 2! v sinh(wyt)
W1
Fall 2: aperiodischer Grenzfall: A\yjp = —5 = —% —

in(t) = e 2! (Cy + Cat)
Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

i0) = 0 =0=0C,
N U

U R
7 (Coe™ 32" + Oyt ( 2L> %) =g
U
Z = C
7 2
Damit ergibt sich:
in(t) = Yt
MU= €
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i(t)

0.625T
057
0.3757
0.257

0.1257

Fall 3: geringe Dimpfung:

— 2 _ _R R\2 1
Mp=—5Ey T -b=—5%+(G1) 16
_ _R 4 ; R \?2 1 _ _ R 4 ; . _ R\2 1
=g i —(35) t oo =g Fiwe mitws=1/=(31) + ¢
in(t) = e 3rt (C1 cos wat 4+ Cy sin wat)
Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

i(0) = 0=0=0C,

U
i'(0) = —=
0 = =
U
7 = e_%tCsz Cos wgtlt:o
= CQWQ
Damit ergibt sich:
_ Ry U .
’Lh(t) — e 2L Sin wot
W2

Fall 3a: ohne Dimpfung: R=0 =— a=0
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— A=/ 15 = tiy /15 = tiws

ih = Cl COS (A)gt + 02 sin Ld3t
Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

i(0) = 0=0=0C,
U

U
f = CQ(,L)3 COS W3t|t:0
U U
Cy = ve

Lws s /% \/E

: c . /1
in(t)y=U 7 sin ﬁt

Bei einer Anregung von auflen gilt :

Damit ergibt sich:

f(t) = Ccos(wt)

lges = n+1p

= () sin(wst + ¢5) + Cysin(wt + @)

i(t)

2t

all

61

Fall 3a

0 1.25 25 3.7 5 6.25 t
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Im Resonanzfall gilt: w3 =w —
Z.ges - Cl Sin(u}?,t + ng) + Cgt Sin(cdgt + gb)

Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

.
—
(@)
~—
I

O:>02018i1’1¢3:>0201
v_
L

= (Cy[sin(wst + ¢) + tws cos(wst + @)]|1=o

=L
—

(@n)
N—

Il

= (sysing

S~ S

Damit ergibt sich:

, u .
lges = mtsm(wt + Qb),

d.h. eine betragsmdfsig unbeschriankt wachsende Funktion fir t — oo.

2.6 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System ist ein mathematisches Modell eines zeitabhiingigen Prozes-
ses,dessen weiterer Verlauf nur vom Anfangszustand, aber nicht von der Wahl des
Anfangszeitpunktes abhingt. Der Begriff des dynamischen Systems geht auf die Ma-
thematiker Henri Poincaré und George David Birkhoff zurtick.

Man unterscheidet zwischen diskreter und kontinuierlicher Zeitentwicklung und erhlt
folglich zeitdiskrete, zeitkontinuierliche und hybride dynamische Systeme.

Zur Beschreibung eines dynamischen Systems ben¢tigt man eine Menge T, die den
Zeitraum beschreibt, eine nichtleere Menge X, die die moglichen Zustiéinde des Sys-
tems enthélt sowie eine Operationg, die T'zX auf X abbildet. Diese muss fiir beliebige
s,t € T'und z € X den folgenden beiden Bedingungen geniigen:

1. ¢(0,z) = = (Identitétseigenschaft)

2. ¢(s, o(t, x)) ¢(s +t,x) (Halbgruppeneigenschaft).

Beispiel 2.30 zeitliche Entwicklung der Populationsgrofie einer ungehindert wachsen-
den Bakterienkultur

Zu einem festen Zeitpunkt hat die Population die Grifle v € RT. Die Populationsgro-
e beschreibt also den Zustand des Systems, das heifst, der Zustandsraum des Systems
ist die Menge X = [0,00) = R*. Betrachtet man zundchst die Zustinde xq, x1,xa, . . .
zu den diskreten Zeitpunkten t = 0,1,2,... erhdlt man ein zeitdiskretes dynamisches
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System: Der Zeitraum T enthdlt die natiirlichen Zahlen zuziiglich t = 0 , d.h. T =
{0,1,2,3,...} = Ny. Es gilt weiter z; = ax;_1 mit dem konstanten Wachstumsfaktor a.
Damit erhalten wir fir den Zustand zu einem Zeitpunkt t € T':

Ty = AQTl¢—1 = CLQ.Tt_Q = ... = a,t.ll?o.

xo bezeichnet dabei den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t = 0. Wdhlen wir nun den
Zeitpunkt s € T, s > t und untersuchen den Zustand des Systems zu diesem Zeitpunkt:

Ty = a*x; = a*a'To = Typs.
Bezogen auf die Funktion ¢ heif$t das aber
$(0,70) = o,

o(t,x) = x;=a'mg
¢(57 ¢(t> .I’)) = ¢(37 xt) = asatﬂUo = Tsyt = ¢(8 + t,l’)-

Damit sind die Identitits- und Halbgruppeneigenschaft von ¢ erfillt und das Tripel
(T, X, ¢) bildet ein dynamisches System.

Die Verbindung zum aktuellen Inhalt dieses Moduls ergibt sich aus der Tatsache, dass
das wichtigste Mittel zur Beschreibung zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme auto-
nome gewohnliche Differentialgleichungen sind. Das sind gewohnliche Differentialglei-
chungen, die nicht explizit von der unabhingigen Variablen abhingen:

y" (@) = fly(a),y' (@), ...y V(@)

Sie konnen in ein Differentialgleichungssystem von n gekoppelten Differentialgleichun-
gen umgeformt werden. Diese damit beschriebenen dynamischen Systeme bezeichnet
man auch als autonome Systeme.

Beispiel 2.31 Federoszillator
Im allgemeinen Fall lautet die Differentialgleichung

mi(t) + ri(t) + kx(t) = F(t), r>0,k>0.

Mit dieser allgemeinen rechten Seite ist die Differentialgleichung jedoch nicht autonom,
da dort eine explizite Abhingigkeit von t vorhanden ist. Wir setzen also F(t) = 0 und
entfernen damit die von auflen wirkende Kraft:

mi(t) +ra(t) + kz(t) = 0
i) = ——i(t) —
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Damit ergibt sich fir x(t) die Gestalt einer autonomen gewdhlichen Differentialglei-
chung, deren Liosungen translationsinvariant sind, d.h. es gilt

x(t)=x(s+t) mitseR

Wir benutzen als Zeitraum T = [0, 00) und als GrofSen, die den Zustand des Oszillators
beschreiben, das geordnete Paar (x(t),v(t)) aus dem Ort x(t) und der Geschwindigkeit
v(t) = @(t),die die schwingende Masse m zum Zeitpunkt t hat. Als Ausgangszustand
benutzen wir die Werte x(0) = xy sowie v(0) = £(0) = vo.Damit lassen sich die Ei-
genschaften des dynamischen, autonomen Systems beweisen und der Federoszillator ist
ein solches.

Will man den allgemeinen Fall mit der rechten Seite F(t) mit einschlieffen, so muss
man die Ausgangsdifferentialgleichung formal in ein entsprechendes Differentialglei-
chungssystem tiberfiihren.

Wir setzen
w(t) = w(t)
nt) = i) =2
T

Damit ergibt sich fiir y1(t) die Gestalt einer autonomen gewdhlichen Differentialglei-
chung:

dy, (1)
dt

= (1) = L) - %x(t) + %t)
= Lyl - Lt + 2
)

= f(yo(t),y:(t),42(?)




3 Skalare Funktionen mehrerer
unabhingiger Variabler

3.1 Definition

Aus dem 1. Semester ist der Vektorraum R™ bekannt: Es ist die Menge der geordneten
n-Tupel z= (21,79, ...,7,)T reeller Zahlen. Jedem geordneten n-Tupel entspricht ein
Punkt des n-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten (z1, zs, ..., z,) . Bekannt ist
weiterhin die Euklidische Norm || 2’| = \/2? + 22 + .... + 22 als Abstand des Punktes
7 vom Ursprung. Diese Norm entspricht der Zuordnung einer reellen Zahl zu dem
Punkt 7’ € R™.

Definition 3.1 Es sei Dy eine Teilmenge des R" : Dy C R". Wenn durch eine Vor-
schrift jedem Punkt T = (21,29, ...,1,)" € Dy genau emne reelle Zahl y € Wy C R
zugeordnet wird, so ist durch die Vorschrift auf Dy eine reelle Funktion von n unab-
héngigen Verdnderlichen x1, xa, ...z, mit dem Wertebereich W erkldrt.

explizite Form: y = f(x1,7y,..7,) = f(T) = f(P)

implizite Form: F(zy, 2o, ..7,,y) = F(Z,y) =0

Beispiel 3.1 f(7') = ||7|| = /22 + 2+ ... + 22

Q
Aregr/x? + y? + 22

Punkt P = (x,y,2)" durch die Punktladung Q im Ursprung erzeugt wird.

Beispiel 3.2 ¢(z,y,2) = . elektrostatisches Potential, das im
Beispiel 3.3 T'(z,vy, 2,t) : Temperatur im Punkt (z,y,z)" des Zimmers zur Zeit t

)T eines Gelindestiickes

Beispiel 3.4 p(x,y, z) : Luftdruck im Punkt (z,y,z

Reelle Funktionen von n unabhéingigen Verdnderlichen werden auch skalare Felder ge-
nannt (in der Technik manchmal unzuléssig verallgemeinernd Potentiale).

3.2 Geometrische Veranschaulichung skalarer Funk-
tionen

1. Wir betrachten Punkte P € Dy | f(P) = ¢ = const.. Die Menge dieser Punk-
te heiBt Niveaufliche, wenn D; C R?® bzw. Niveaulinie, wenn D; C R? auch
Aquipotentialfliiche bzw. Aquipotentiallinie.

65
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Beispiel 3.5 Isobaren auf der Wetterkarte sind Linien, die Orte gleichen Luft-
druckes verbinden.

Beispiel 3.6 » = 22 + 12

Niveaulinien: z = x* + y* = ¢ = const.
Die Nweaulinien sind folglich Kreise mit dem Radius c.

A

y

X2+ y?= ¢

v

7
&)
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Beispiel 3.7 w = 22 + y? + 22
Niwveauflichen: w = 2% + y* + 2% = ¢ = const.
Die Niveauflichen sind folglich die Oberflichen der Kugeln mit dem Radius c.

Beispiel 3.8 ¢ = ¢
Aregr/x? + 3% + 22
K
Niwveauflichen: ¢ = = ¢ = const.

NCERTE

— =2yt

— =2y + 2

Die Niwveauflichen sind ebenfalls Kugeloberflichen mit dem Radius c.

2. Wir betrachten Schnittflichen der Art: xz; = ¢ = const.

Beispiel 3.9 z = 2% + 32
Sei x = 0 = const. = 2z = y?: Parabel tiber der y-Achse;

Set y = 0 = const. — 2z = 2% Parabel iiber der x-Achse;

3. Speziell bei Funktionen mit nur zwei unabhéngigen Versinderlichen kann eine
Darstellung im R? erfolgen.

Beispiel 3.10 Achsenabschnittsform der Ebenengleichung:
ar +by+cz=d = Lritz=1

A
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Beispiel 3.11 Implizite Funktion: x?> +v%+ 22 =1:

Einheitskugel

— 2z =+/1—22—y?: obere Halbkugel

Dy ={(z,y)" | 2* +4? <1} : Fliche des Einheitskreises im R

Wy = [—1;1] : Intervall auf der z-Achse
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Beispiel 3.12 f(z,y) = sin(x + y)

/
7
7
/)
/
/
n
7
7
/
/i

Beispiel 3.13 f(z,y) = 21 42
T Yy
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3.3 Grenzwerte und Stetigkeit skalarer Funktionen
mit 2 Verdnderlichen

Definition 3.2 Die Funktion f(x,y) sei mindestens in einer Umgebung Up, des Punk-
tes Py = (z0,90)" € Dy C R? mit Ausnahme von Py definiert. Dann hat f in Py den
Grenzwert o, wenn es zu jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle P = (z,y)" € Dy
mit d(P, Py) = \/(x — 20)® + (y — y0)? < & gilt |f(x,y) — a] <e.

Schreibweise:  lim  f(x,y) =« oder lim f(z,y) =«
(zy)—(z0,y0) P—Py

Definition 3.3 Die Funktion f(Z') heifit im Punkt P° = T'° stetig, wenn
a) P° € Dy und
b) lim f(7) = f(=°) gilt.

r—x



4 Differentialrechnung von
skalaren Funktionen

4.1 Partielle Ableitungen 1. Ordnung

f(xey) = h(y) f(x,y,) = g(x)

z=1(x,y)

v

Po = (Xo ’ Yq))T

Fiir festes z¢ bzw. yo sind die Funktionen g(x) = f(z,y) und h(y) = f(zo,y) von einer
Verénderlichen abhiingig und kénnen in der bekannten Weise differenziert werden:

df(x,40) _ dg(x) — lim g(xo + Ax) — g(x0) — lim f(xo+ Az, y0) — f(z0, y0)
or |, dz Az—0 Ax Az—0 Az

0f(xo,y) _ dh(y) — lim h(yo + Ay) — h(yo) ~ lim f(zo,y0 + Ay) — f(z0, v0)
8y y=10 dy Ay—0 Ay Ay—0 Ay ’

71
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Diese beiden Grenzwerte charakterisieren das Anstiegsverhalten der Funktion f(z,y)
im Punkt Py = (29, %0)” in x- bzw. y-Richtung. Sie heiflen partielle Ableitungen nach
bzw. y. Ist f(z,y) differenzierbar fiir alle (z,y) € M C R?, so sind die partiellen Ablei-
tungen selbst wieder Funktionen von x und y. Als Voraussetzung wird benétigt, dass

i
f(Z) = f(a1,22) in U (T°) definiert ist. Bezeichnung: %I) oder  f.(7°)
T |z=70

of (¥')

=0
Partielle Xblei%ﬁﬁrgen lassen sich analog bei Funktionen mit n Verénderlichen definie-
ren. Es werden dann bei der Grenzwertbildung fiir die Ableitung alle die Variablen
festgehalten, nach denen gerade nicht abgeleitet wird.

Die Ableitungsregeln sind entsprechend der Definition analog zu den Regeln bei der
Ableitung von Funktionen einer Verdnderlichen.

Es sei u =u(z,y); v=v(z,y); [f=f(t). Dann gilt:

bzw

oder  f,(7°)

O(u £ v) ou n Jv

Ox or = Ox
Iu-v)  Ou o v
Ox 0w Ox
( u ) | UgD — Uy
V/zx v2
Of(u(x,y) _ df Ou
P = 2 (Kettenregel).

Beispiel 4.1 z = f(z,y) =ax +by+¢; a,b,ceR

Zy = a; 2y =0b

Beispiel 4.2 z = f(x,y) = 3z%y*

2, = 6ay? z, = 120%y?

Beispiel 4.3 ¢(z,y,2) = i(ﬁ R 22)05
0

0 4re

1

¢Z = _F@?( 2 +y2+22)*1'5(2z)
Qz _

Beispiel 4.4 w(z,y, z) = 2* + 22%yz? + sin 22

2,2

w, = 2 + 4wy wy, = 22222 w, = 4z%yz + 22 cos 2*
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4.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Es sei f(7') = f(x1,79,..7,), T € G C R". Existiert 8% im gesamten Gebiet G,
so ist diese Funktion wieder von den n Verénderlichen abhiingig und moglicherweise
differenzierbar:

o, of,  Of

8951 8xk N 8xk8xl

Diese Ableitung heifit partielle Ableitung 2. Ordnung. Analog werden partielle Ablei-
tungen beliebiger, endlicher Ordnung definiert.

Beispiel 4.5 f = f(z,y); n=2

d (of\ _ &*f _ d (Of\ _ O*f _
algm) =@z = o 5(5) = gy = Jay
9 (Of\ _ &*f 9 (0f\ _ 0%f _
%(a_y) — 9ydxr fyx a_y(a_y) — oy fyy

Fiir gemischte partielle Ableitungen 2. Ordnung gilt der Satz von SCHWARZ (1843 -
1921):

Satz 4.1 Satz von SCHWARZ:
Es sei [ = f(z,y). foy und fy, seien stetig in der offenen Menge G C R2. Dann gilt

Jay(@,y) = fya(z,y).
Bemerkung 4.1 Dieser Satz gilt analog auch fiir n > 2.

Bemerkung 4.2 Dieser Satz gilt analog auch fiir gemischte partielle Ableitungen ho-
herer Ordnung.

Beispiel 4.6 z = z(z,y) = ¥
2y = ya¥ 1 2y =a’Inx

Zay =2V ya¥ne oz, =ya¥lne 4+ a¥d
Zoy =2V (14 ylnz) Zyr = ¥ H(ylna + 1)

4.3 Das totale Differential

f = f(z,y) besitze stetige partielle Ableitungen in der Umgebung Ux des betrachteten
Punktes Py = (wo,y0)". Weiter sei Poa = (zo + Ax,yo + Ay)? ein Punkt aus dieser
Umgebung. In Analogie zum eindimensionalen Fall f = f(z) stellen wir nun die Frage:
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Wie grof3 ist der Zuwachs Af = f(xo + Az, yo + Ay) — f(z0, yo)? Bei Anwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung in einer Koordinatenrichtung erhilt man:

Af = flzo+ Az, yo+ Ay) — f(0,%0)
= f(zo+ Dw,yo + Ay) — f(mo, 90 + Ay) + f(@0,y0 + Dy) — f(0,%0)

= folzo + 1182, 90 + Ay) Az + f,(zo, yo + T2Ay) Ay (MWS)

— (fx(il?Oa Yo) + ¢(Fx)> Az + <fy(950,yo) + IZJ(A—)x)) Ay

o A Az . . .
Mit Az = ( Ay) und der Stetigkeit von f, und f, in Ux folgt

lim_¢(Az) = 0
Nx— 0

E—
lim_ ¢(Az) = 0.
Az—0

Bei Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung in A_>x gilt:

Af = fo(xo,90) Dr + f (w0, Yo) Ay.

Dieser in Az und Ay lineare Anteil des Funktionszuwachses heifit totales Differen-
tial.

Definition 4.1 FEs sei f(x1, 2, ..., z,) stetig partiell differenzierbar nach 1, s, ...x,.
—
Fiir 7° € D; und beliebige Zuwichse Ax = (Axy, Ay, ..., Az,)T gelte

pr= 5@+ 5 - 1@ = 3 T 4 o(50) |53

~—~

1=

mit lim— & qﬁ(A—ar;) = 0. Dann heipt f(T') total differenzierbar und

n —0
df (7°) = Z 3f8(§ >d$z‘

i=1

das totale Differential von f in T° beziiglich des Zuwachses dz.
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Gegeniiberstellung:

y_

Y 4

Yo = f'(w0,0) - ( — x0)

£(x)

Geradengleichung fiir dieTangente
f(x) im Punkt Py = (xg, yo)”

an

|
|
|
|
|
\
T X
X, X

Anstieg der Tangenten: f'(zo)

z— 20 = fa(o,y0) (& — o) + fy(z0,Y0) (¥ — o)

f(xy) = h(y) f(x,y,) = g(x)

X Tangentialebene Py=(xy,¥o,2)"

Ebenengleichung fiir die Tangentialebene
an f(z,y) im im Punkt Py = (9, yo, 20)"

Diese Ebene wird aufgespannt durch die
Tangenten an die Schnittkurven
2= h(y) = f(o,y) und
z=g(x) = f(z, ) :

= h(y) = 20 + fy(%0, Y0)(y = %0)
z=g(x) = 20 + fu(2o, yo)(x — o)

Das totale Differential gibt den linearen Anteil des Funktionszuwachses an, d.h. den
Funktionszuwachs, der entsteht, wenn die Bildfliche von f im Punkt F, durch die
Tangentialebene ersetzt wird. Durch Auswertung der Formel fiir das totale Differential
kann die Gleichung fiir die Tangentialebene aufgestellt werden. Im Fall n = 2 gilt:

df (o, yo)

= fu(w0,y0)dx + f, (w0, yo)dy.

Anwendungen des totalen Differentials liegen z.B. in

der Aufstellung der Gleichung fiir die Tangentialebene

der Losung von totalen Differentialgleichungen

der Losung von Differentialgleichungen mittels integrierendem Faktor

der Priifung der Wegunabhiingigkeit bei Kurvenintegralen 2. Art

der Fehlerrechnung u.v.a.m.
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Beispiel 4.7 Sei f(x,y) = In /22 + y2. Wir bestimmen die Tangentialebene an diese
Funktion im Punkt PO (1 1T,
z—20 = fa(o.y0)(® — 20) + fy(20,Y0) (¥ — Yo)
2x 2
L NCERT 5| (@ —w0)+ | w-w
0 2<\/x2+y2> 2<\/x2—|—y2>
I0) )
1 1
7 —1InvV2 = §(x—1)+§(y—1)
1 1 1
z2——x——-y = —In2-1.
2 2 2

Beispiel 4.8 Zur Abschitzung des absoluten (relativen) Fehlers einer der unmittelba-
ren Messung nicht zugdnglichen Grofle z :
Es sei z = f(Z,7); Nz = Z(Z,y) — z(x,y), wobei die Messwerte x und y mit den
maximalen Messfehlern von Ax und Ay gemessen werden und T bzw. y die wirklichen
Werte von x bzw. y sind:

y—yl < Dy dhy—Dy<y<y+Ay

T—z] < Axdh x—~Ax<z<z+Ax.
Damit ergibt sich fir Az = Z(Z,9) — z(z,y)

|Az] = |dz| < | fo(@,y)||Az] + | fy (2, 9)]| Ayl

Gegeben seien die Messwerte a = (10 £0.01)em, b= (6 £0.01)cm, ¢ = (5+£0.01)cm
und m = (270 £ 0.5)g fir einen Quader. Gesucht ist eine ndherungsweise Abschdtzung
fiir den Maximalfehler der Dichte .

_ m_m
p= V. abe
|Ap| =~ |dpl
< ' ‘|A|+‘ ‘|Ab|+' ‘|A|+‘ '|A
= |2 |Aa|+)—E‘|Ab|+)—w‘mc|+‘@‘mm|
m (|Aa|l |AD|Acl  |AmM]
= — +i—
abc a b c m
<\Aa| VAN VANG |Am\)
= p + =
a b c m

B 270g 0.01 n 0.01 n 0.01 . 0.5
10-6-5cm3 \ 10 6 ) 270

0.00587——
cm

Q
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Fiir den relativen Fehler ergibt sich damit:

[Apl 001, 001 001 05
p  — 10 6 5 270
0.0065220.652%.

Q

4.4 Gradient

Definition 4.2 Es sei f(7) partiell differenzierbar,
~ T — — —
Ax = (Axy, Az, ..., Ax,)' = Azye] + Axses + ... + Axpe,. Der Vektor

of | - of| - of | —
61'1 =0 1 81'2 =0 ot 8xn =0 e
heift Gradient der Funktion f im Punkt 2°.
of of
0x1 | =0 oz | O
Schreibweise: gradf(x°) = : . fiirn = 3 gilt: gradf(x°) = g—g Y
af of *
0zn ) 0z | 70
90
0
Bemerkung 4.3 Durch FEinfiihren des formalen Vektors V = % , dem soge-
Bz
nannten Nablaoperator, folgt gradf = V f.
Bemerkung 4.4
of of af
df(7% = = A — A Az,
f(l’ ) 8351 o T+ 61‘2 o To + + al'n o X

—0\ A
= gradf(27) - Ax (Skalarprodukt!)

Beispiel 4.9 f(z,y) = In /22 + 32 N

. 1 2 B T

‘ VIR 22 /a2 2 2P+ P
1 2y Y

fy p— p—

JE L PR Pt

1 x
d N
gr(lf x2+y2 ( y )
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Die partiellen Ableitungen f, und f, sind aufer im Ursprung stetig. Damit ist f total
differenzierbar in D; = R?\(0,0)7

df =

2 +

1 dz
j(xdx + ydy) = gradf - ( dy ) .

1
Im Punkt Py = (1,1)T gilt dann gradf|p, = = < ! )

2\ 1
o e DALY
Belsplel 4.10 F = m
—Ymame
F, = -2
‘ (22 4+ y2 + 22)? *
- 2x
VF = e 2y
2 1 .2 4 2)2
(22 +y2 + 22) 9.
Rechenregeln:
Voraussetzungen: a,b € R; a,b = const.;

f(Z),g () seien skalare Felder, h = (), x € R eine Funktion einer Veriinderlichen
1. grad(af + bg) = agradf + bgradg

2. grad(f - g) = (gradf)g + f (gradg)

dh
T 7 - gradf

Beispiel 4.11 Fiir das obige Beispiel ergibt sich damit als Gleichung fiir die Tangen-
tialebene im Punkt Py (vergleiche mit oben!).

z—xn = z— [(R )2 f( 0)

3. gradh(f) =

= gradf
B T —
S0G
z—%ln2 = 2(91:—1 % -1
1 1
—§x—§y—|—z = 51112—1.

df | o | o
Folgerung 4.1 — wird mazimal, wenn gradf (x°) und [ parallel sind. Folglich zeigt

der Gradient in die Richtung des Raumes, in der die Funktion am schnellsten wdchst.
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d,
Folgerung 4.2 —i misst die Zunahme von f(') bei Verschiebung von T'° in Rich-
dl

tung T um den Weg Az
D.h. die Anderung von f pro Wegeinheit hat in 7 ° in Richtung von gradf ihren Ma-
zimalwert, nimlich || gradf (Z°°)]) .

Folgerung 4.3 In der zum Gradienten senkrecht stehenden Richtung gilt:

— =0 % f = const.
l

d

Definition 4.3 Die Zusammenstellung aller ersten partiellen Ableitungen einer Funk-

tion f(@) an der Stelle T° in einer Matriz nach folgendem Schema bezeichnet man
als JACOBI-Matrix:

O OH ... O
0z Ox2 O0zn,
— . .
Jy(x0) = : :
(9;1)1 8332 aﬂfn ?0

4.5 Extremwertaufgaben

Betrachten f = f (x,y) : eine gekriimmte Fliche im Raum. Bei Extremwerten liegt die
Tangentialebene parallel zur x-y-Ebene.~

0 = df (R)
= fo(P)dx+ f,(P)dy
f{j Eigg z 8 } Gleichungssystem fiir Py = (g, 0)"

Satz 4.2 Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines FExtremums
Es sei f = f(x,y), Dy CR% [ sei partiell differenzierbar. Ist P° = (xo,yo)" die

Stelle eines relativen Extremums, so gilt ﬂ} =0und &L| =0.
oz | Py dy P

Diese Bedingung ist nicht hinreichend, denn es gilt:
Beispiel 4.12 f(z,y) = 2% — 1, Py = (0,0)"

f:(0,0) = 2z|p =0
fy<070) = _2y|P0:0
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aber andererseits gilt weiter

f(z,0) = 22>0inU(R)
f0,y) = —y* <0inU(R)
f(0,0) = 0,

d.h. es liegt ein Sattelpunkt vor.

Satz 4.3 Hinreichende Bedingungen fiir einen Extremalpunkt

Es sei f = f(x,y), D; C R? [ besitze stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung.
Gilt:

| _— |  _
1. 8x‘P0_O und oy PO—O.

2. D(PO) = fmm(PO)fyy(PO) - [fxy(PO)]2 >0
3. fux(Py) <0, so liegt bei Py ein relatives Mazimum vor.

4. fox(FPo) >0, so liegt bei Py ein relatives Minimum vor.

Bemerkung 4.5 D = f..f,, — [fy]? = det < ;m ?Ey > heifit Diskriminante von f.
vz Jyy

Bemerkung 4.6 Gilt an einer extremwertverddchtigen Stelle P
a) D(PRy) < 0, dann liegt in Py ein Sattelpunkt vor.

b) D(Py) =0, dann ist keine Aussage zu Py moglich. Zur Entscheidung
missen hohere Ableitungen von f herangezogen werden.
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Bemerkung 4.7 Im Fuall von mehr als zwei Verdnderlichen kann die notwendige Be-
dingung erweitert werden auf

of

ox; =0

Hinreichende Bedingungen fiir diesen Fall sind komplizierter. Es gilt

Satz 4.4 FEs sei f = f(7); T € Dy CR™. Weiter sei f zweimal stetig differen-
zierbar in Dy. Gilt:

af
. =0 =1,2
8%; —o ) 7 ) &y I
Pf(T0 - : .
2. A= (an); Gk = 55— besitzt durchweg positive (negative) Eigenwerte,
T;0X

dann hat f(7') bei @ = 70 ein relatives Minimum (Mazimum).

2
1
Beispiel 4.13 f(z,y) = % — 4oy + 9y? + 32 — 14y + 5; D; = R? ~

fo = r— 4dy+ 3=0
f, = —dz+18y—14=0

Die Lésung dieses linearen Gleichungssystems durch Multiplikation der 1. Zeile mit 4
und Addition zur 2. erqibt

2u—2 =0
Yo = 1
o = 4y0—3:1

In diesem Beispiel entsteht also nur ein einziger extremwertverddchtiger Punkt:
Py = (1,1)T. Nun wird die hinreichende Bedingung tiberpriift:

fez(1,1) 1

fyy(l,l) = 18

f:cy(L 1) = fyfc =—4
D(1,1) = 18—16=2>0.

)

Damit liegt in Py ein Extremum vor. Da f..(1,1) =1 > 0 gilt, ist es ein Minimum.
Wir erhalten also als Extrempunkt: Py = (1,1, =5)7.
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Beispiel 4.14 FEs liege ein Quader mit den Kantenldingen x,vy, z vor. Gegeben ist die
Summe der Kantenlingen S = x+y+ z. Fir welche Werte von x,vy, z ist das Volumen
des Quaders mazximal?

V f x.y.z
z = S—x—y

Durch FEinsetzen ergibt sich eine Zielfunktion, die nur noch von zwei Verdnderlichen
abhdngig ist:

V =a2y- (S—x—y)
= ayS — 2y — .

Die notwendigen Bedingungen lauten:

Vo = yS—2my—y*=y(S—22-y)=0
V, = x5 —2°—2zy=2a(S -z —2y) = 0.

Durch Nullsetzen der Faktoren in den verschiedenen Kombinationen ergeben sich die
extremwertverddchtigen Punkte

1. P, =(0,0)", wenn man die Faktoren x und y null setzt.
S S, 4
2. P, = (g, g) , wenn man die Faktoren (S —2x —y) und (S — x — 2y) null setzt:
S = 2z+y
S = x+2y ~
-5 = =3y

3. Py =(0,9)T, wenn man die Faktoren x und (S — 2z —y) null setzt:

z =0
S = 2x4+y=y

4. Py =(S,0)T, wenn man die Faktoren y und (S — x — 2y) null setzt:

y = 0
S = r+4+2y=u=x.

Offensichtlich konnen die Punkte Py, Ps, Py keine Maxima liefern, da wegen einer
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Kantenlige gleich null das Volumen ebenfalls null sein muss. Die Uberpriifung der
hinreichenden Bedingungen ergibt Folgendes:

D = ViV = Vg,

= (-2y)(-2z) — (S — 2y — 22)*
day — (S — 2y — 22)*

Dy = 0-S52<0 ~ Sattelpunkt in P,

SS 25 28
D, = 4-=—(S—"——-=2)?
2 33 3 7 3)
4 1
= 552 — 552 >0 ~  Ezxtrempunkt in Py

D3 = 0—(=S)*<0 ~ Sattelpunkt in Py
Dy = 0—(=9)%*<0 ~ Sattelpunkt in P,

Im Punkt Py wird nun auf Mazximum oder Minimum gepriift:

S
‘/m;|P2 - (_Qy)’P2 - _2§ < 0.

S S
Folglich liegt in Punkt (g, g)T ein Mazximum vor. Der zugehorige z-Wert und

das Volumen lauten

z = S—x—yzg

13
V—2—75.

Das folgende Bild zeigt die zum Mazimum fiihrende Funktion V = 3xy—xy*—2%y,
d.h. es wurde S = 3 gewdhlt.
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5 Integrale iiber ebene Bereiche
(Flachenintegrale)

Wir betrachten das Volumen unter einer Fliche f(x,y):

A
z

v

Voraussetzungen:

1. Wir bilden V,,(w) = >0, f(&,n,)|AG;| mit (§;,n,) € AG; fiir beliebige Zerle-
gungen w des Gebietes G.

2. f(x,y) sei stetig und beschrénkt auf G
3. G sei beschrankt und abgeschlossen.
Definition 5.1 Gilt fir jede Zerleqgung von G mit lim;_,., max; |AG;| =0
Jim Vi) = 1

mit ein und derselben Zahl I, so heif$t

Iz//Gf(af,y)d:rdy

Flachenintegral von f(x,y) tber G.

85



86 KAPITEL 5. INTEGRALE UBER EBENE BEREICHE (FLACHENINTEGRALE)

Eigenschaften, die aus der Definition folgen:
L [[,cf(z,y)dzdy = c [, f(z,y)dzdy
2. [fo(f(z.y) + gla,y))dady = [ [z, y)dudy + [[; 9(x,y)dzdy

3. [fo f(a,y)dady = [[g, f(x,y)dedy + [[g, f(z,y)dedy
fir G=G{ UGy A G1 NGy =10 (bzw. eine Menge vom Maf3 Null)

Bemerkung 5.1 dxdy ist zundchst als Symbol fiir das Flichenelement AG; zu ver-
stehen. Die Form von AG; muss deshalb nicht als rechteckig vorausgesetzt werden.

Bemerkung 5.2 [ gibt das Volumen des Zylinders mit der Grundfiiche G und der
Deckfliche f(z,y) an

Bemerkung 5.3 Gilt f(x,y) =1 dber G, so gibt I den Flicheninhalt von G an.

Die Definition ist jedoch zur Berechnung dieser Integrale ungeeignet.

5.1 Berechnung von Flichenintegralen

Wir withlen eine achsenparallele Zerlegung von GG in m Teilintervalle in x-Koordinatenrichtung
und in n Teilintervalle in y-Koordinatenrichtung. Die Begrenzungskurve von GG wird in
zwei Funktionen von x zerlegt: y;(x) sei die untere und y,(z) die obere Begrenzung:

A y
b, e
T+ ¥
| G | |
| \
T TSe |
bl —
y4(x)
| | | | | | | | | | n
T T T T T T 1T T 1 -
a &; a, X
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Heuristische Uberlegung;:
Zuerst Ausfithrung eines Grenziiberganges:

= nlbli%o Z(nhlgo § :f(fi,nj) Ay) Ax;
i=1 j=1
Fiir festes £; miisste gelten:

n y2(&;)
lim >~ f(6m) By = [ F&)dy = F(E)
n—oo =1 y1(§;)

= I = lim ZF(Q)A@:/ F(z)dz

i=1
= I= //G f(z,y)dzdy = /:2(/:::) [z, y)dy)dz

Bemerkung 5.4 Das in Klammern eingeschlossene Integral ist ein Parameterintegral,
da der Integrand und die Grenzen von einem Parameter x abhdngen. Dieser ist bei der
Integration wie eine Konstante zu behandeln.

Beispiel 5.1

Fa) = [ @ty

1 ) y=3—x
= (xy+§y)
y=1
1 1
= a3-2)+ 360 -3
1
= —§$2—x+4

Bemerkung 5.5 Wenn die Reihenfolge der Summationen vertauscht wird und ;1 (y)
bzw. x5(y) die linke bzw. rechte Begrenzung von G bezeichnen, so ergibt sich villig

analog:
b2 z2(y)
1= [[ fdsdy= [ saizay
G b1 Jz1(y)

Satz 5.1 Bei der Fxistenz des Flichenintegrals und des Parameterintegrals fiir
x € |ay,as] (bzw. y € [by,bo]) kann das Flichenintegral nach den oben angegebenen
Formeln berechnet werden.
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Fiir praktische Berechnungen wird G in endlich viele Normalbereiche zerlegt.
Normalbereich beziiglich der x-Achse:

A

y ,(%) Yalx)

a) Projektion von G auf die x-Achse — 1,9, x3,24

b) Ermittelung der unteren/oberen Funktionen =  yi(z),v2(x),y3(), ya(z)
Gi={(z,y) | m1<o<z9; w(z) <y <ya(z)}

Gy =A{(z,y) | ws<z<xzy ys(x) <y <walr)}

Normalbereich beziiglich der y-Achse:

Ya
Yaj 77772

X3(Y)

Yaf—m—-

Yo| ===
X4(Y)

Yef -

v

a) Projektion von G auf die y-Achse = y1, 92, Y3, Ya

b) Ermittelung der ,linken/rechten” Funktionen =— x1(y), z2(y)
Gi={(z,y) | m=<y<ys x(y) <z<a(y)}

Gs={(z,y) | p<y<ys zs(y) <z <a(y)}
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Normalbereichen kénnen analog auf den réumlichen bzw. n-dimensionalen Fall iiber-
tragen werden.

Bemerkung 5.6 Die Wahl der Integrationsreihenfolge kann den Rechenaufwand be-
einflussen!

Bemerkung 5.7 Fiir rechteckige Bereiche G ist die Integrationsreihenfolge beliebig:

J[ 1wy~ | K / " . y)de)dy = / K / " b )y

Beispiel 5.2 I = [[(z + y*)dzdy
G

A
y
T3
1 ‘ y=
oYX,
1 2 X

1 2
(—gac?’ + 227 — To + ;)dx

0
Loa, 2 72+26
= |—= T T+ =
2" 73" T3 371,
4 2.8 T-2-2 262
-+ +

3 2 3

=7.33
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Normalbereich bzgl. der y-Achse : G ={(xz,y) | 1<y<3; 0<z<3-y}

w

([ (@+y*)dz)dy

[e=]

1
5:52 + yza:} dy

1

(B—y)+3*(3—y))dy

N —

(

(=1 + 3.5y% — 3y + 4.5)dy

S — e T T TY—

1, 35, 3, °
= |yt =t - Sy 45
l4y+ T Y Tyt v,
1 3.5 3 1 35 3 -
= 34+ =3 - -9+4+45.3+- - +-—-45=T.
33 59+ +t1- gty —45=733

Beispiel 5.3 f(x,y) = 2x — y sei auf B definiert
y 6]

557

45]

357

25]

157

057

0 051 156 2 25 3 35 4 45 5

X
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B besteht aus den Normalbereichen B; und B, beziiglich der z-Achse:

y 6

55

5

45

4

35 Bz

3

25 Ya(X

2

15 B1

)

05 Y4(X)

% @51 152 253 35 4 455
Bi={(z,y) | 0<2<3 zo<y<igah
By={(z,y) | 3<z<5 1<y<6;

Gesucht: I = [[ f(z,y)dB
B

I

T

(

/

(22 — y)dy)dx

1
2 .2
=]
122 .
T
3

f(z,y)dB + f(z,y)dB (Aufspaltung von B)
J

(Herstellung der Doppelintegrale)
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7 35 35
p— . . 12 —_—— —_— . —_
2.3_3333—1— 5} 25 59—|—23
21 70 111
B R e

Die Aufteilung von B in Normalbereiche bzgl. der y-Achse ergibt drei Teilgebiete und
damit einen erhblich hoheren Integrationsaufwand:

y 6]
85
; G
45
4
35
3
25 (:2
2]
15
1
w /G
0 —t—+—+ —t—+—+ +—

0 051 1 2 253 354 45 5

X

5.2 Anwendungen der Flichenintegrale

1. Falls gilt f(z,y) > 0in B, sostellt I = [[ f(x,y)dB das Volumen eines Zylinders
B

mit der Grundfliche B und der Hohe f(z,y) dar. D.h. gilt f(z,y) = const. =1,
so ergibt sich als Zahlenwert fiir I der Flicheninhalt Ag von B:

V://f(x,y)dB; AB://ldB

Ist die Bedingung f(z,y) > 0 in B nicht erfiillt, so muss bei der Volumenberech-
nung das Flichenintegral an der Kurve f(x,y) = 0 geteilt werden (Analogie zur
Flichenberechnung mit eindimensionalen Integralen!). Bereiche mit unterschied-
lichen Vorzeichen von f(x,y) sind getrennt zu behandeln und die Ergebnisse zum
Schluss dem Vorzeichen entsprechend zu addieren.

Ist fi(z,y) die Grundfliche des Korpers, fo(z, y) die Deckfléche iiber B, dann gilt

V- / / o) — fi(x,y)]dB
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2. Sei B mit einer Massenbelegung versehen. Dann kann jedem Punkt
P = (z,y)T € B eine stetige Flichendichte p(z,y) zugeordnet werden. Fiir die
Masse des Flidchenstiickes B gilt dann:

m = //p(x,y)dB

3. Berechnung des Flichenschwerpunktes eines ebenen Bereiches B mit der Fli-
chendichte p(z,y) :
1
v = o [ [ antean
m
B

1
ys = —//yp(x,y)dB-
m
B

Ist die Dichte p = p, = const., so kann in den obigen Formeln der Faktor p, vor

das Integral gezogen werden. Mit 22 = £ = = entstehen dann die Formeln fiir

Bpg B
den geometrischen Schwerpunkt:

1

B
_l//dB
yo—B yab.

B

4. Berechnung der Flichentrigheitsmomente eines ebenen Bereiches B mit der Fli-
chendichte p(z,vy) :
a) beziiglich der z- bzw. y-Achse:

I, = //y%(l’,y)dB
I, = / / 2*p(z,y)dB

b) Polares Triigheitsmoment bzw. Trigheitsmoment bzgl. des Koordinatenur-

sprunges
Iy = // r*p(z,y)dB = //(x2 +y°)p(z, y)dB
B B
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6 Erginzungen zur Linearen
Algebra

6.1 Matrizen als lineare Abbildungen

Ein linearer Raum ist eine Menge von Elementen zwischen denen eine Addition und
eine Multiplikation von einem Element und einer skalaren Grofle A € C definiert ist.
Fiir diese beiden Rechenoperationen gelten analoge Rechengesetze wie im linearen Vek-
torraum (s. Mathematik 1). Es seien nun zwei lineare Rdume X und Y gegeben.

Definition 6.1 FEine Abbildung T : X — Y mit y =T [z], x € X, fiir die gilt
T [xy + Bao] = oT [11] + BT [x2] a,be€K; z,1,€X

heifit lineare Abbildung. Die Elemente x werden als Urbilder und die Elemente y als
Bilder bezeichnet.

Beispiel 6.1 Die Funktion f(x) = 6z ist in diesem Sinn eine lineare Abbildung von
X =R nach Y =R, denn es gilt

flaz + Bra) = 6(axt + Brz) = a(6x1) + B(622) = af (x1) + B[ (22)2; a, 5 €K

Beispiel 6.2 Die Funktion f(x) = 6x + 1 ist in diesem Sinn keine lineare Abbildung,
denn es gilt

f(Oé.CL‘l + 61‘2) 6(0&1‘1 + ﬁl‘g) +1= C¥6.T1 + 561'2 +1
abry + a+ B6xy + [
a(6zy 4+ 1) + (622 + 1)

af(z1) + Bf(w2); o, €K

I N

Beispiel 6.3 Nun sei A eine Matriz vom Typ (n,m), @ ein Vektor vom Typ (m,1).
Dann ezistiert das Matrizenprodukt y = AT und ist vom Typ (n,1). Nach der Distri-
butivitdt des Matrizenproduktes erhalten wir

Aaz; + B73) = adzy + ATy, a,BEK

Somit wird durch die Matriz A eine lineare Abbildung T vom linearen (Vektor-)Raum
R™ in den linearen (Vektor-)Raum R™ definiert: T [2] = AT .

95



96 KAPITEL 6. ERGANZUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA

Lineare Abbildungen sind in der Mathematik und der Technik weit verbreitet. Deshalb
werden wir nun einige Bezeichnungen und Eigenschaften kennenlernen.

Definition 6.2 Das Urbild des Nullelementes 0 € Y wird als Nullraum oder Kern der
linearen Abbildung T bezeichnet:

N(T)={zeX |T[z] =0}
Die Dimension dieser Menge N(T') heifst Defekt von T.

Definition 6.3 Die Menge der Bilder der linearen Abbildung T heifst Bild der linearen
Abbildung oder Wertebereich (englisch ,range”), Bezeichnung R(T'). Die Dimension
dieser Menge heifst Rang von T, d.h. rg(L) = dim(R(T)).

Remark 6.1 Der Rang einer Matriz (Definition s. Mathematik 1) stimmt mit dem
Rang der linearen Abbildung tberein, die durch diese Matrixz definiert wird:
rg(T) = rang(A).

Beispiel 6.4 Das Bild der obigen Funktion f(x) = 6x ist der allgemein bekannte
Wertebereich dieser Funktion: R(T) = R, er hat die Dimension 1,
d.h. rg(T) = dim(R(f)) = 1. Der Nullraum N(T) = {0}.

Beispiel 6.5 Das Bild des Matrivoperators T [7'] = AZ ist eine Teilmenge vom Raum
R": R(T) C R", diese habe die Dimension r < n, d.h. rg(T) = dim(R(f)) = r. Dann
hat der Kern der Abbildung die Dimension n — r. Als Illustration betrachte man die
folgende Matriz A und spezielle Vektoren 7z

Az(l _1),7:<a>,a:const.ER
1 -1 a
A?:(8>.

Somit wird der Unterraum der Vielfachen des Vektors z auf das Nullelement des Bildes
abgebildet.

Damit ergibt sich N(T') = {7

Dann gilt stets

7 = ( Z > , a = const. € R}, dim(N(T)) = 1.

Benutzt man allgemeine Elemente von X = R? als Urbilder, erhdlt man mit

(1 -1 r\ [ r—y
w=(13)(6)- ()
(zufillig) den Unterraum R(T) = N(T) C Y = R? mit der Dimension 1,
d.h. rg(T) =1 =rang(A).
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6.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir betrachten im Folgenden nur noch Réume X = R" = Y = R", die durch eine
lineare Abbildung in Matrixform miteinander verbunden sind.

Es sei also T = A eine Matrix vom Typ (n,n), 7 ein Spaltenvektor vom Typ (n, 1),
AeC.

Problem: Gibt es Vektoren 7, 7 # 0 derart, dass sich die Multiplikation A7 auf die
einfachere Operation A& reduziert?

Definition 6.4 FExistiert ein Vektor @, T # 6), so dass die Gleichung AT = \7
gilt, so heifst X Eigenwert und T der zugehérige Eigenvektor.

Bemerkung 6.1 a € C, a #0 — A(aT) = aAT = )T = \a7T)
Neben @ ist auch o@ ebenfalls Eigenvektor. D.h., Eigenvektoren sind nicht eindeutig.

Bemerkung 6.2 Die Menge aller Eigenwerte wird als Spektrum von T bezeichnet.

Berechnung von Eigenwerten:

AT =0T = (A-AE)T =0
—
Fall 1: rang(A — AE) =n = z=0
7 ist dann aber entsprechend Definition kein Eigenvektor.

Fall 2: rang(A — AE) <n = 3 nichttriviale Losungen 7’
Forderung fiir deren Existenz:

det(A — AE) = 0 : Charakteristische Gleichung der Matrix A.
det(A — AE) = P,(\) = 0 ist die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte.

Folgerung 6.1 aus dem Fundamentalsatz der Algebra (GAUSS)
Jede Gleichung n—ten Grades besitzt im Bereich der komplexen Zahlen genau n Lo-
sungen, wobet die k—fachen Losungen k—mal zu zdhlen sind.

Folgerung 6.2 Fir eine (n,n)-Matriz existieren genaun Eigenwerte, wobei die k— fachen
k—mal zu zdhlen sind.

Folgerung 6.3 Figenwerte einer reellen Matrix konnen komplexe Zahlen sein.

Bemerkung 6.3 Die Figenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell.
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Beispiel 6.6 zur Berechnung von FEigenwerten

0 -1 0
A= -1 -1 1
0 10
0—Xx -1 0
det(A—A\E) = det -1 —-1-Xx 1 = (=N (=1=X) (=)= (=)= (=})

0 1 0—A

=M1 =N +22 =-AN+A1-2)=0
)\1:0, )\2:—2 )\3:1

Beispiel 6.7 zur Berechnung von Eigenwerten
5 4
e
o— I 4
det(A — pFE) = det 5 3-p =5 —p)(—=3—p)+20

=—15+20—bu+3u+pt=p?>—-2u+5=0
o =142i, jpp=1-—2i

Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert \;:

1. Losen des Gleichungssystems (A — \;E)7 = 6), d.h. wir suchen den Kern der
Abbildung "= A — \,E.

2. Darang(A— NE)=r<n = Losung enthilt n — r Parameter.

3. Durch unterschiedliche Wahl der n — r Parameter ist es moglich, n — r Eigenvek-
toren @ zu finden, die nicht durch Multiplikation mit einem Faktor ineinander
iiberfithrbar sind.

Beispiel 6.8 Sei A wie in Beispiel 7.6:

1 T2 I3 b

0 -1 0] 0

1 -1 110

A =0, lose (A— ME)T = AT =0 0 1 00
1 -1 10

0 -1 010

0 1 010

Wihle x5 =t=1, x9=0, —x1—29+23=0 = x1=1
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—
— FEVi=1|0
1
Ty Ty T3 b
2 -1 0 0
- -1 1 1 0
Ny = —2, ldse (A— \E)T = (A+2E)7 =0 0 1 2|0
2 -1 0 0
0o 1 17]0
0o 1 2 0
Wihle x5 =t =1, xz9=—-2x3=-2, 2x1—2,=0 =— 1x1=-1
-1
—
— FEVy=1 -2
1
Ty T2 I3 b
-1 -1 0 0
_ -1 -2 1 0
A3 =1, ldse (A—\E)T = (A—E)7T =0 0 1 -1 10
1 1 0 0
0 —1 1 0
0o 1 -1 0
Wihle x5 =1t=1, xz9=23=1, x1+29=0 =—= 17=-1
% -
— FEV;= 1
1
Beispiel 6.9 Zu der Matriz
—4 -3 3
C= 2 3 —6 | gehoren die Figenwerte: Ay = Ao = —3 und A3 = 5.
-1 -3 0
Berechne die Eigenvektoren zu Ay = Ay = —3 :

Lose (C — \ME)T = (C+3E)7 =

99
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Ty T2 T3 b
-1 -3 3 0
2 6 —6 0
-1 -3 3 0
1 3 -3 0
0O 0 O 0
0O 0 O 0

rang(C'+3E) =1
I :O—3$2+3$3

= 2 Parameter, 2 Eigenvektoren

—> —3
Wihle o =1, xz3=0 — FEV|= 1
0
3
—
Wihle xo =0, x3=1 = FEV,= 0
1

Bemerkung 6.4 Figenvektoren zu paarweise verschiedenen Figenvektoren sind linear
unabhdngig.

Bemerkung 6.5 Linearkombinationen von FEigenvektoren zum gleichen Eigenwert sind
wieder ein Eigenvektor zu eben diesem Eigenwert.

Folgerung 6.4 Sind alle n Figenwerte paarweise verschieden, so gibt es eine Basis
V= {EVI, EV;, ..., EVn} aus den Eigenvektoren zu den Figenwerten Ai, g, ...\, von
T=A.

6.3 Hauptachsentransformation

Die Hauptachsentransformation ist in der (euklidischen) Geometrie ein Verfahren, mit
dem man die Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln, ...; Ellipsoiden, Hyperboloiden,
... (Kurven und Flichen 2. Ordnung) durch eine geeignete Koordinatentransformation
auf die entsprechende Normalform bringt und damit ihren Typ und ihre geometri-
schen Eigenschaften, wie z. B den Mittelpunkt und die Halbachsen bestimmen kann.
Dafiir werden orthogonale Matrizen als Transformationsabbildungen benutzt, damit
Liangen und Winkel bei der Transformation nicht veréndert werden. Wesentlicher Be-
standteil ist dabei die Diagonalisierung einer symmetrischen Matrix mit Hilfe einer
orthogonalen Matrix, die sogenannte Hauptachsentransformation. Sie findet auch in
vielen anderen Wissenschaftdisziplinen Anwendung, z.B. in der klassischen Mechanik,
der theoretischen Physik, in der Statistik, bei der elektronischen Bildverarbeitung, in
der Informatik bei der Mustererkennung zur Datenreduktion, ...
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Definition 6.5 Eine Matriz Q vom Typ (n,n) heifit orthogonal, wenn gilt QTQ = E.

Folgerung 6.5 Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix stehen paarweise senk-
recht aufeinander, sie bilden eine Orthonormalbasis im Raum R™.

Folgerung 6.6 Eine orthogonale Matriz ist immer requldr, es gilt. Q' = QT

Bemerkung 6.6 Eine orthogonale Matriz vermittelt eine winkleltreue Abbildung, die
die Lingen der abgebildeten Vektoren erhdlt.

Bemerkung 6.7 |detQ] =1

Beispiel 6.10 Die Finheitmatriz ist orthogonal. (Nachweis Hausaufgabe!)

Beispiel 6.11 Die Matriz () = \/L— ( ;1 _45 ) ist ebenfalls orthogonal, denn
Q7O - 4 — i__ 15+25 20-20\ (10
-\ 5 40 40\ 20—20 254+16 ) \ 0 1 /)°

Im Folgenden schriinken wir uns auf lineare Abbildungen mit symmetrischen Matrizen
A vom Typ (n,n) ein. In diesem Fall gibt es immer eine orthogonale Matrix ) so dass
D = QT AQ eine Diagonalmatrix ist. Die Hauptdiagonale von D enthilt dann die Ei-
genwerte von A. Eine symmetrische Matrix A besitzt immer n reelle Eigenwerte, wobei
n—fache auch n—mal gezéhlt werden miissen. In () verwendet man als Spaltenvektoren
die normierten Eigenvektoren. (Bei mehrfachen Eigenwerten muss u.U. aus den zuge-
horigen Eigenvektoren mit Hilfe des Orthogonalisierungsverfahren nach E. SCHMIDT
einer Orthonormalbasis berechnet werden.) Damit bei der Abbildung die Orientierung
der Vektoren erhalten wird, sind die Eigenvektoren so zu orientieren, dass det@) = +1
gilt.

Betrachtet man A als lineare Abbildung 7', so entspricht die Anwendung von 7T einer
Koordinatentransformation in eine neue Basis e, €3, ...6,. Fiir die Vektoren in den

ﬁ
verschiedenen Koordinatensystemen (7': altes, ¢ : neues Koordinatensystem) gilt dann

=Q¢; £=Q'T=qQ'7.
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0 —1
Beispiel 6.12 A= | —1 -1
0 1

hat die Eigenwerte \y =0, X = -2 A3=1

— — —
und die Eigenvektoren EV; = , BV, = . EVy =

I N

SESILSIL
S-S

(s. Bsp. 7.8). Damit ergibt sich als orthogonale Transformationsmatriz

Q= . detQ = —1

S o%k
EVED
Shabgi

Um den Richtungssinn der Vektoren bei der Transformation zu erhalten, muss ein
Eigenvektor, d.h. eine Spalte das Vorzeichen wechseln, z.B. die mittlere:

1 1 -1
V2 V6 3
Q=| 0 % = |. detQ=+1
RS |
V2 V6 V3
und wir erhalten tatsachlich
0O 00
D=QTAQ=|0 -2 0
0 01



