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1 Unendliche Reihen

1.1 Zahlenreihen bis (24.03.20)

Achtung: Absiitze, die mit * gekennzeichnet sind, sind fakultativ. Das Zei-
chen ,,v” heif}t ,fiir alle”. (Es ist der Allquantor.)

Beispiel 1.1 (zur Motivation)
Bei einer jihrlichen Verzinsung mit 6,2% werden 10 Jahre lang vorschiissig jeweils
2500 Euro auf ein Konto eingezahlt. Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren?

Anfang 1. Jahr: 2500
Anfang 2. Jahr: 2500 %« 1.062 + 2500
Anfang 3. Jahr: 2500 % 1.062% + 2500 * 1.062 + 2500
Anfang 10. Jahr: 2500 % 1.062° + 2500 * 1.062% + .... + 2500
Ende 10. Jahr: 2500 * 1.062%° + 2500 * 1.062° + .... + 2500 * 1.062
=2500%q* (1 +q+ ¢+ ... + ¢°) = 35325, 44( Euro)
mit ¢ = 1.062 als Aufzinsungsfaktor

Beispiel 1.2 (zur Motivation)
Gauf$ sollte als Schiiler die Summe der Zahlen von 1 bis 60 bilden. Er rechnete wie

folgt:

s = 1+243+...+594+60
= (1460)+ (2+59) +.... + (30 +31)
30 % 61 = 1830

Gaufl war als Erster nach wenigen Minuten fertig. Sein Lehrer hatte Angst um Gauys,
weil es damals fiir falsche Losungen Schlige geben musste und Gauf$ ein kleiner, zierli-
cher Junge war. - Aber die Losung war richtig, und sein Lehrer erkannte die Fdhigkeiten
von Gaufs, gab thm Zusatzunterricht und vermittelte ihn weiter, als er ihm nichts mehr
beibringen konnte.

Beispiel 1.3 (zur Motivation)

Ry=1+g+i+3+ . =X gr =17 =2

wegen geometrischer Reihe mit a =1 und q =

N [= ||
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Beispiel 1.4 Ry =1+3+3+1+ ... => 00 1 ="

Diese Reihe heifit harmonische Reihe. (wichtige Reihe - merken!)

Beispiel 1.5 Paradozon von Achilles und der Schildkrite (zur Motivation):

Die Schildkrite bekommt beim Wettlauf 1 Wegeinheit Vorsprung und hat eine Ge-

schwindigkeit von ﬁ der Geschwindigkeit von Achilles. Angeblich kann Achilles die
Schildkréte niemals einholen, denn der zuriickgelegte Weg wird wie folgt betrachtet:

Schildkréte: s; = 1+ ng + %02 + ﬁ + ...
Achilles: sy = 1 455 + 102 + oo

so dass die Schildkrite stets ein winziges Stiick voraus ist.

Aufgabe zum Verstindnis: Veranschaulichen Sie sich die Wege auf einem
Zahlenstrahl zur Zeit t =0 (1 Summand bei s1, kein Summand bei s2), t =1 (2
Summanden bei sy, ein Summand bei s3) und t =2 (3 Summanden bei s1, 2 Sum-
manden bei s5),: 1m = 10cm

Definition 1.1 FEine unendliche Reihe ist ein Ausdruck der Form
Zak =a1+as+....,
k=1
wobei fiir die Glieder der Reihe aj ein Bildungsgesetz existiert.
Aufgabe zum Verstindnis: Schreiben Sie die ersten 4 Glieder der Reihe
Yo ar = o3k +1) auf, d.h. berechnen Sie a;, =3k +1 firk=1,2,3,4.

Problem: Haben diese unendlichen Summen einen Wert?

Definition 1.2 Die Reihe Y, ax

konvergent konvergent ist.
heifst  divergent wenn die Folge {s, =Y ,_ ar} -, divergent ist.
bestimmt divergent bestimmt divergent ist.

Die Summe s, = Y _,_, ax wird Partialsumme genannt. Die Summe s der Reihe ist dann
der Grenzwert s = lim,, . s, falls er existiert.

Beispiel 1.6 zur Illustration
R=Y 7 (-1)f=—-1+1-141—-1+...
=s51=—1; s5,=0; s3=-1;...= Divergenz

Aufgabe zum Verstindnis: Schreiben Sie die ersten 4 Partialsummen
Sn =Y 1, a; der Reihe Y - (3k+1) fiirn=1,2,3,4 auf. Was vermuten Sie,
was passieren wird, wenn gilt n — oo ?
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Beispiel 1.7 (wichtige Rethe - merken - A-Teil des Seminars!)
Arithmetische Reihe: Y o~ (a + (k= 1)b); s, =na+%(n—1)b

Unter den Bedingungen a # 0 und b # 0 gilt dann |lim,, . s,| = 00
Beispiel 1.8 (wichtige Rezhe - merken - A-Teil!)

Geometrische Reihe: > o, aq®~ Sp = 11_‘1
Unter den Bedingungen a # 0 und q#1 qult dann:

_a_
1—q
lgl >1: s=1lim, .o |s,| =0 Divergenz

lgf <1: s=lim, s, = Konvergenz

Beispiel 1.9 fiir eine geometrische Reihe
Zk 12k1 Zkl (%)]%1:2;0:1@'91%1:&:1%0.5:2

oder mit der Folge der Partialsummen folgt:

Shamr=1+s+3+5+.
s1=1

52:1—1—%
ss=14+3+3=1+3 ..

o 21’1,7171
Sn - 1 + on—1

s =1im,, o0 8y = lim,, oo (1 + 27;:1) = limy oo (1 + 1 — 5= r) = 2

Beispiel 1.10 HarmonischeReihe

S =l+gtz it

s1=1

e

ss=1+3+3=1+2 ..

s =lim, o 8, =7(= 00)

Wichtig: Obwohl die Glieder der harmonischen Reithe monoton fallen und

gegen Null konvergieren, kann man zeigen, dass die Reihe keine Summe
hat, sondern den ,,Wert co”.

Beispiel 1.11 (zur Illustration)

S =ltgmtetaEt..= %2 (Berechnung tber Fourierreihen)

Probleme:

1. Der Weg iiber die Partialsummen ist sehr umsténdlich.

2. Oft interessiert nur, ob die Reihe konvergiert, nicht welcher Grenzwert sich ergibt.

Wichtig: Damit braucht man eigentlich nur priifbare Bedingungen, die an-
zeigen, ob die Reihe konvergiert oder nicht.
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1.1.1 Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen

Konvergenzkriterien sind einfach nachzupriifende Bedingungen, bei deren Erfiillung die
Konvergenz der Zahlenreihe gesichert ist. Es gibt verschiedene Konvergenzkriterien, die
entsprechend ihrem Einsatzbereich angewendet werden kénnen. Eine Aussage iiber die
Summe der Reihe ist damit aber nicht moglich.

Definition 1.3 Fine Reihe heif§t alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd positiv
oder negativ sind. (s. Folgen)

Verstindnisfrage: An welchem Faktor erkennt man, dass die Glieder einer
Folge/Reihe abwechselnd unterschiedliche Vorzeichen haben?

Satz 1.1 LEIBNIZ’sches Konvergenzkriterium (sehr wichtig - merken - A-Teil!)
Eine alternierende Reihe konvergiert <=

1.klim la]| = 0 und
2. |6Lk| Z |ak+1| szk()

Achtung Allgemeinbildung: LEIBNIZ bitte nur mit ,Z” - wie die Kekse, die nach ihm
benannt wurden! So etwas war Ende 19./Beginn des 20. Jahrhundert iblich, siche auch
,Bismarckhering oder Schillerlocken”.

Beispiel 1.12 zur Anwendung:
> req(—1)%+ ist konvergent nach Leibniz, denn es gilt:

1. limy oo 1 = 0 und 2. |ak|:%2k%r1:|ak+1| vk >1

Definition 1.4 ( merken - A-Teil!)
Wir betrachten Reihen mit positiven Gliedern:

Siiak Soneabe axn <bp Yk~
Do @ = Ly, oo >y ap <Hmyoo Doy b = D0y br

> pey ai heifst Minorante zu y p- | by und
> rey b heifst Majorante zu Y7~ ay.

Verstindnishilfe: Stellen Sie sich wie bei den Folgen einen Polizisten vor, der den
Gauner an eine Seite nimmt und ihn dorthin dirigiert, wo er hin soll. Der Polizist
entspricht dann der Mino- bzw. Majorante, die die Reihe beschrinkt, d.h. der Polizist
lasst den Gauner nicht an sich vorbei auf die andere Seite.
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Satz 1.2 Vergleichskriterium fiir Reihen mit positiven Gliedern (wichtig - merken
- A-Teil!)

konvergiert konvergente Majorante
Eine Reihe mit positiven Gliedern wenn sie eine

divergiert divergente Minorante
Verstindnishilfe: Wie oben, wenn der Polizist zur Wache geht (d.h. die Majorante
konvergiert), muss der Gauner auch dorthin. Wenn der Polizist zwischen Wache und
Gauner durchlduft, (d.h. die Minorante divergiert), kommt der Gauner auch nicht dort-
hin.

Beispiel 1.13 zur Anwendung*)

Tttt E =Y s

ist konvergent, denn sie besitzt die konvergente Majorante Y 5~ | ¢ (s. Beispiel 1.9)
FEinordnung: Da Ihnen als Ingenieurstudenten die Basis fiir Abschdtzungen i.Allg.

fehlt, wird die Anwendung dieses Kriteriums eine fakultative Aufgabe.

Satz 1.3 Quotienten- und Wurzelkriterium (sehr wichtig - merken - A-Teil!)

. . . . o0 . . M Kk
Wir betrachten fiir die Reihe y;~ ) ax die Folgen p, = |==| oder pj, = +/|ax| und den
Grenzwert p = limg_,o pj-
konvergiert pr<qg<l p<l1
Die Reihe Y - | ay wenn Vk > ko bzw. wenn :
divergiert pr > 1 p>1

Bemerkung 1.1 Fs ist keine Aussage moglich bei p = 1, wenn nicht p, > 1 Vk > k.
In diesem Fall ist ein anderes Kriterium zu Rate zu ziehen.

Verstindnisfrage: Schreiben Sie fiir die Reihe > ;- ,(3k +1) auf:
g, a1 (k wird in ay, durch (k+ 1) ersetzt), Quotient p,, Wurzel p,.
Bendtigen Sie bei dieser Rethe den Betrag? Bilden Sie limy .. p, fir bei-

de Varianten. Welchen Schluss ziehen Sie daraus fiir die Konvergenz der
Reihe?

Bemerkung 1.2 Diese Kriterium ist auch fiir das Folgekapitel sehr wichtig, ebenso
wie das Leibniz-Kriterium. Deshalb gibt es mehrere Beispiele, die Sie in Analogie an-
wenden kénnen sollen. Fs wird meist mit dem Grenzwert gearbeitet, um Abschditzungen
zu vermeiden.

Beispiel 1.14 > ;7| ’Z—Q, = % + 22—2, + ‘3—2, + ... 15t konvergent, denn es gilt:

: L . (k+1% . (k+DKk+DE 11
Quotientenkriterium: ’}LI& m = lim RIS = ]}Lr&(% - ﬁ) =0<1

besitzt.
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Beispiel 1.15 Y77 a*sin® ka
sin(k 4+ 1)ar

sin ko o= Bl
auflerdem gilt weder p, < q <1 noch p, >1 Yk >ky = keine Aussage maglich

Quotientenkriterium: p, = a(

Wurzelkriterium: p, = {/|a*sin ka| = |a| {/|sin® ka| = limy_.e py, = |af
= Konvergenz fir |a| < 1

. . 2 3
Beispiel 1.16 73’2—1—2?’?4—;’?4—. —Zk 1k;2k = Zk lk 3722211%(3)’“
st divergent, denn es gilt:

Quotientenkriterium: khng (kil)(%)’fﬂ k(3)F = hm (k—frl)(?’) — 331

MERKE: Bei Zahlenreihen ist oft der Betrag nicht nétig (wenn ndmlich positive Rei-
hen betrachtet werden). Im ndichsten Kapitel wenden wir diese Kriterien jedoch auf
Terme an, bei denen das Vorzeichen i.Allg. nicht bekannt ist. Gewohnen Sie sich bitte
deshalb an, den Betrag schon jetzt immer mitzufiihren, auch wenn er nicht zwingend
notig ist. (Im Gohler stehen diese Kriterien nur fir positive Reihen. Deshalb fehlt dort
der Betrag- Achtung! Verwenden Sie besser eine eigene Formelsammlung). WK und QK
sind anndhernd gleichstark. Deshalb bringt ein Wechsel im Falle p = 1 meist nichts.
Fiir alternierende Reihen ist das Leibniz-Kriterium stdarker und deshalb zu bevorzugen.

Beispiel 1.17 fir das Versagen von WK und QK: > 77| +
Quotientenkriterium: limy_ o, p,, = limg_ o, ]k—_’il] =1

Wurzelkriterium: limg o pp, = limg o f/% =1

= keine Aussage moglich (Reihe divergiert s. Bsp. 1.10 und Bemerkung 1.1, Integral-
kriterium,)

Beispiel 1.18 fiir das Versagen von WK und QK: Y ;- | %

Quotientenkriterium: limy, o p, = im0 |2 a5y 2| =1

Wurzelkriterium: limy .o pp, = limg_o0 { k_z =1

= keine Aussage (Reihe konvergiert s. Integralkriterium)

Leider ist dieser Versagensfall gar nmicht so selten. Deshalb wird noch ein stdirkeres
Kriterium bendtigt. (Das nimmt man aber nur dann, wenn es nétig ist, weil es etwas
mehr Arbeit verursacht).
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Satz 1.4 Integralkriterium (sehr wichtig - merken - A-Teil!)
Wir betrachten Y p- | ax mit a > 0.

Gilt fiir k > ko : a, = f(k)|f = f(z), [ stetig, monoton fallend, so folgt:

Zak ist konvergent <= f(z)dx existiert.
k=1 ko

Bemerkung 1.3 *Die Reihe wird als uneigentliches Integral tiber eine Treppenfunkti-
on gedeutet. Das Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale liefert dann die Aus-
sage des obigen Satzes:

f(x)
f (k) =2y <

L f (x)

k) k,+1 X

Die griine Fldche reprisentiert die Reihe ZZO:,% ay. Sie kann offensichtlich durch die
Fldache A unter der Kurve f(x) A = f,:)o f(z)dz nach oben abgeschditzt werden. Existiert
das Integral, muss folglich auch die Summe der Reihe einen endlichen Wert liefern.

Beispiel 1.19 zur Erarbeitung eines abgeleiteten einfacheren Kriteriums:
Dz a>0;

1. Fall: a # 1 :
[ de = lima o [T a0

a>1: limA_)ooﬁ (Aal,l — 1) = ﬁ ~  Konvergenz
B a<l: limpeor— (A7 —=1) = ,0" ~ Divergenz
2. Fall: a =1:

[ 2de = lima_oo[In |2]]{ = lima—oo(InA—In1) = lima_.oolnA = o N Divergenz.
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Bemerkung 1.4 (sehr wichtig - merken - A-Teil!)

Die Reihe 77, k% a > 05 kann damiat im Vergleichskriterium als Vergleichsreihe in
folgendem Sinn benutzt werden:

Stelle bei einer Reihe > ;- Z—:, bei der a und b, Polynome in k sind, den ,resultie-
renden Exponenten ,reN” des Nenners fest:

reN = hochster Exponent von k im Nenner — Hochster Exponent von k im Zahler.

reN >1: ~  Konvergenz der Reihe

Gilt . Diese Regel wird im ndchsten Ka-
reN<1: ~n Divergenz der Reihe

pitel wieder benutzt - bitte in Ihre persénliche Formelsammlung aufnehmen.

Die Folgerung aus dem néichsten Satz bietet die Moglichkeit, manchmal die vermutete
Divergenz einer Reihe nachzuweisen:

Satz 1.5 Zzozl ay 18t konvergent = limy_,o, ax = 0.

Bemerkung 1.5 Die Umkehrung gilt nicht!!!!

Denn es gilt z.B. fiir die harmonische Reihe Y -, %

emnerseits : limy_,o, ap = limg_ o % =0

aber andererseits wissen wir, dass die harmonische Rethe nach dem Integralkriterium
divergent ist.

Bemerkung 1.6 Die logische Verneinung der Satzaussage liefert jedoch:

limg ooar #0 = D oo, ay ist divergent.

Merke: Das kann benutzt werden, wenn man erkennt, dass die Glieder der Reihe kei-
ne Nullfolge sind. Dann folgt ndmlich sofort aus dieser Bemerkung, dass diese Reihe
divergiert.

Beispiel 1.20 zur Anwendung:

Sy {‘/% ist divergent, da limy_,o ap = limy_ o (/% =1+#0

Im Folgenden finden Sie noch einige niitzliche Aussagen iiber Reihen:

Satz 1.6 > )~ |ax| ist konvergent = Y 7 ay ist konvergent.

Definition 1.5 Konvergiert die Reihe Y - | |ax|, so heifit > "p | ai absolut konvergent.
Beispiel 1.21 Y77 (—1)F 5 ist konvergent, da sie absolut konvergent ist.

Denn Y 321 55 = > oney |(=1)¥ 55| st eine geometrische Reihe mit q = 3.

Definition 1.6 Konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen heiffen bedingt
konvergent.

Beispiel 1.22 77| (7]{1:)k ist konwergent, aber die harmonische Reihe Y ;21 1 = > pey
nicht. Somit ist Y, % bedingt konvergent.

(="
%
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1.1.2 Eigenschaften konvergenter Reihen
Essei Y o, ar = Aund Y -, by = B. Weiter gelte o, 8 € R. Dann gilt:

1.
2.

S0 (aax + Bby) = A+ BB

Absolut konvergente Reihen kénnen multipliziert werden:

Y =) b)) =AB

. In konvergenten Reihen koénnen benachbarte Glieder zusammengefasst werden,

aber nicht in divergenten.
Nur in absolut konvergenten Reihen kann man beliebig gruppieren.

Konvergenz oder Divergenz einer Reihe bleiben erhalten, wenn endlich viele Glie-
der verdndert, gestrichen oder hinzugenommen werden.

Lésen Sie nun die Aufgaben des A-Teils der Ubung Zahlenreihen.
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1.2 Funktionenreihen (bis 06.04.2020)

1.2.1 Grundbegriffe

Definition 1.7 FEine Funktionenreihe ist ein Ausdruck der Form
> fel@) = fol@) + fil@) + falo) + ...
k=0

Die Glieder der Reihe sind Funktionen einer reellen Variablen, die alle das gleiche
Definitionsgebiet haben.

Fiir jedes feste x = x¢p € R ergibt die Funktionenreihe eine Zahlenreihe, die mit den
aus 1.1 bekannten Kriterien untersucht werden kann.

Aufgabe zum Versténdnis: Schreiben Sie die ersten 4 Glieder der Reihe
oo fu(x) =377 o (32%) auf, d.h. berechnen Sie fi.(z) = 32" fir k =0,1,2,3.
Ko6nnen Sie die Reihe durch Ausklammern noch etwas vereinfachen?
Ersetzen Sie nun x durch die Zahl 2. Es entsteht eine Zahlenreihe, was fiir
eine? (Wenn Sie die Antwort nicht gleich finden, lesen Sie das nichste Beispiel und
lassen Sie sich dadurch inspirieren.)

Beispiel 1.23 > (2): ~  fulz) = (&)*:

geometrische Reihe mit q = 5 = Konvergenz fiir |3| <1, d.h. fiir —3 <z < 3.
Wir kennen die Formel fiir die Summe einer geometrischen Reihe der Gestalt Y oo, ag"™
und formen die obige Rethe entsprechend um:

N B x <x>2
— = 14— —
2(3) +3+ 3 +
- T
— 1- T\k—-1
>3
k=1
a 1
S = =
l—q 1-%
3

D.h. fiir —3 < x < 3 erhalten wir als Summe der Reihe eine Funktion von x.

Definition 1.8 sehr wichtig - merken!
Konvergenzbereich von Y, fr(x) ={x e R | Y72, fu(x) ist konvergent}
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Definition 1.9 wichtig - merken!
Summe der Reihe Y 7w o fu(z) = im, o0 Y g fe(z) = s(x).

s(x) ist eine im Konvergenzbereich definierte Funktion.
Anwendungen der Funktionenreihen:

1. Funktionswertberechnungen
2. Ersatz von komplizierten Funktionen
3. Untersuchung technischer Objekte

4. Losung von Differentialgleichungen.....

1.2.2 Potenzreihen

Definition 1.10 sehr wichtig - merken!
FEine Potenzreihe ist eine Funktionenreihe der Form

o0
Z ap(x — o)k
k=0

ay heifst Koeffizient, v Mittelpunkt der Reihe. Die Entfernung r von xy bis zum
Rand des Konvergenzbereiches heifst Konvergenzradius.

Bemerkung 1.7 sehr wichtig - merken!
Der Konvergenzbereich der Reihe Y o a(x — 0)* ist das offene Intervall (xo—r, xo+
), wobei die Randpunkte x = xo £ r gesondert untersucht werden miissen.

Aufgabe zum Verstéindnis: Tragen Sie auf einem Zahlenstrahl den Mittel-
punkt 2y der Reihe an und zeichnen Sie den Konvergenzbereich der Reihe
(Intervall) und den Konvergenzradius r (Strecke) ein. Fiir welche Punkte
miissen gesonderte Untersuchungen gemacht werden? Markieren Sie die-
se. Welche Sorte von Intervall entsteht, wenn an diesen beiden Punkten
ebenfalls Konvergenz der Reihe vorliegt?

Bemerkung 1.8 Jede Potenzreihe konvergiert fiir v = xq mit der Summe ag.

Bemerkung 1.9 FEine Potenzreihe > o ar(x — xo)*, die nur fir x = xo konvergiert
(r =0), heifit nirgends konvergent. Sie hat die Summe

o
s = [Z ap(r — x0)"
k=0 r—o

[ao + ay(z — x0) + ag(x — 20)* + }

Qo

T=x0

Eine Potenzreihe, die fiir alle x aus R konvergiert, heifit bestindig konvergent (r = 00).
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Beispiel 1.24 Wegen dem Satz von Taylor gilt: cosz =Y _,(—1)* (5;?: + Ry;

))(n+1)m2n+1
(n+1)!

1.2n+1
— | (n+1)!

|R | COS

—0 VzeR firn— oo

N cosT = ZZOIO(—I)’“LIC.' r=o00: Die Reihe ist bestindig konvergent.

Beispiel 1.25 3 ;- | % . wichtig!
Divergenz fiir x = 1, weil harmonische Reihe

Konvergenz fiir v = —1, wegen Leibnizkriterium
damit hat die Reihe an zwei Punkten, die auf dem Zahlenstrahl symmetrisch zum Mit-
telpunkt der Reithe xq = 1 liegen, unterschiedliches Konvergenzverhalten. Nach der

Definition des Konvergenzbereiches kann das aber nur auf dem Rand des Konvergenz-
bereiches (KB) der Fall sein, da an solchen Punkten innerhalb des KB stets Konvergenz,
an entsprechenden Punkten auflerhalb des KB stets Divergenz vorliegt.

~N xo=0; r=1, KB=[-11)

Hinweis zum Selbststudium: Setzen Sie die Zahlen v = —1 und x = 1, d.h. die
Randpunkte des Konvergenzintervalls, in die Reihe ein und untersuchen Sie ausfiihrlich
die entstehenden Reihen mit den Konvergenzkriterien/vergleichsreihe fiir Zahlenreihen.
Markieren Sie den Konvergenzbereich auf einem Zahlenstrahl.

Da jede Potenzreihe fiir feste Werte x in eine Zahlenreihe iibergeht, konnen die Kriterien
fiir Zahlenreihen auch auf die Potenzreihen angewendet werden. Das fiihrt zu einer
Berechnungsmethode fiir den Konvergenzbereich.

Beispiel 1.26 > °  klz*

— limy oo [ — fimy (k4 1)|z] = 00 Yz € R\{0}

ak+1

limy oo | =5

—  Die Rezhe 1st nirgends konvergent.

Bemerkung 1.10 sehr wichtig - merken!

Da die Reihenglieder bei Potenzreihen von einer Variablen x abhdngen, von der wir
nicht wissen, welches Vorzeichen sie hat, sind die Betrdge von jetzt an zwingend
wn der Untersuchung der Konvergenzbereiche der Potenzreihen.

Bestimmung des Konvergenzradius:

Wir betrachten die Reihe Y 7 o ay (@ — 20)* = > 72, by

b = ag(x — iIZ'())k ist eine Zahl fiir jedes konkrete x. Unter Beachtung der Konvergenz-
kriterien fiir Zahlenreihen gilt dann: Die Reihe Y .- by ist konvergent, wenn gilt:

lim | k+1| <1 bzw. lim /|b| < 1.
k—o00 k—o00
= limp_oo | "“ | = limy oo \M] = limy .o \a’““ ||z —xo| <1

k(x—x0)
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= |z —x0| < hmkaoo]ak -| =

= —r<rz—xy<r

= xo—r<zcz<zot+rT
Hinweis zum Selbststudium: Fiihren Sie diese Rechnung in Analogie fiir das
Wurzelkriterium aus.
Sie erhalten dann : |z — 2| < limg_oo #\/a_k\ = r sowie wieder am Ende zp—7r <z <

o+ T.

Remark 1.7 Damit ergeben sich zwei mogliche Wege, den Konvergenzbereich zu be-
rechnen:

1. Weg: Sie fiihren die Berechnung aus wie oben und haben in diesem Fall das Konver-
genzkriterium genauso anzuwenden wie im Fall der Zahlenenreihen. (Das wdre meine
Empfehlung, weil ich mir dann nur einmal das Kriterium merken muss und die Me-
thode auch auf Spezielfdlle anwendbar ist, in denen z.B. nur geradzahlige Fxponenten
in der Reihe auftreten o.d.). Die Auflésung des Betrages erfolgt dabei immer nach
demselben Schema: Bringen Sie alle Terme aufer dem Betrag auf die rechte Seite der
Ungleichung und stellen Sie folgende Ungleichung auf:

—rechte Seite < Argument des Betrages < + rechte Seite

2. Weg: Sie lesen den Mittelpunkt der Reihe xo und die Koeffizienten ay, aus der Dar-
stellung der Rethe ab, wenden die Formeln fiir den Konvergenzradius an:

Qg

r= lim | \ bzw. r=lim —=
k=00 Q41 koo o/ Jay|

und bestimmen den Konvergenzbereich nach der Formel o —r < x < x9 + r. Der
Nachteil liegt hier in der Formel fiir den Konvergenzradius, weil dort der Kehrwert des
Bruches aus dem Quotientenkriterium steht. Das kann man sehr leicht verwechseln.
Wenn Sie aber diese Formel jedes Mal nachschlagen, ist diese Methode genauso sicher
wie die 1.

Beispiel 1.27 Zzo: x_k;
1. Weg: by = 2k
k+121€

= limg oo | ’““] = limy o0 |5mr| = 5] < 1
= |71<2 <= 2<z<2 =r=2 12=0
2. Weg:  wo=0 a,=x5

p— 1 —1 p— 1 —1 pu—
= r=limy_ Yo limy_ oo '\“/|2—T| 2
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= po—r<zr<zo+r,dh -2<xr<?2
Untersuchung der Randpunkte durch Einsetzen der Randpunkte in die Rethe:

r=-2: Y2, 2k = >0, (=1)%: unbestimmt divergent

r=2: o 2k = >, 1%: bestimmt divergent

= Konvergenzbereich: I = (—2;2)

Selbststudienaufgabe: Probieren Sie beide Wege aus und entscheiden Sie
sich fiir Thren Favoriten.
Legen Sie sich fiir Ihre selbstgeschriebene Formelsammlung eine ,,Wegbe-
schreibung” ohne (Zahlen-)Beispiele an, die Sie bei der Losung der Ubungs-
aufgaben einsetzen und vervollkommnen. (Das entspricht Aufgabe A3 des
Seminars Potenzreihen.)

Bemerkung 1.11
Die 1. Methode kann auch bei Potenzreihen angewendet werden, bei denen nur jedes
n-te Glied von null verschieden ist.

2k —1)2
Beispiel 1.28 > 7, Qk) ;o by = %7 To =1
k+1 z—1)%k+29k g1
= 11mk_>oo | | = 1lmk—>oo |2k+1 (z—1)2F | — T2 <1

= \x—1\2<2 = |r-1<V2

= —V2<zr-1<V2 =21-V2<zx<1++V2 :>r:\/§;x0:1
Untersuchung der Randpunkte:

r=1-v2: Y2 0 Qk =218 bestimmt divergent
r=1+v2: Y2, (\gk% S o 18 bestimmt divergent

= Konvergenzbereich: I = (1 —/2;1 ++/2)

Bemerkung 1.12 sehr wichtig - merken!

Da das offene Intervall des Konvergenzbereiches mittels Quotienten- bzw. Wurzelkri-
terium ermittelt wird, und diese beiden Konvergenzkriterien in etwa gleich stark sind,
macht es keinen Sinn, diese nochmals oder das jeweilig andere Kriterium bei der Un-
tersuchung der Randpunkte anzuwenden. Nehmen Sie dort bitte LEIBNIZ fiir alternie-
rende Reihen, die Vergleichsreihe mit dem resultierenden Exponenten oder das Inte-
gralkriterium. Die bestimmung des KB ist erst dann abgeschlossen, wenn Sie zusam-
menfassend das Intervall angegeben haben. Fine solche Konvergenzbereichsbestimmung
st eine Standardaufgabe in der Priifung.

Selbststudienaufgabe: Erginzen Sie Ihre ,,Wegbeschreibung” um diese Er-
kenntnisse.
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1.2.3 Eigenschaften von Potenzreihen

Satz 1.8 wichtig!

Konvergieren die Reihen > e ax(z — x0)* und >3 o bi(x — 0)* fiir |z — z0] < R und
stimmen thre Summen in diesem Intervall tiberein, so gilt a, = b, Vk.

D.h. die Potenzreithendarstellung ist eindeutig.

Bemerkung 1.13 f = f(x) sei in einer Umgebung U(xo) von xo beliebig oft differen-
zierbar. Nach dem Satz von TAYLOR gilt:

n ) (g .
@ = S Gy mw)

Gilt lim R,(x) = 0 Vz e U(x),so folgt

2 FR) (5, )
fw) = ST gy

Diese Reihenentwicklung wird TAYLOR-Rethenentwicklung (wichtig!) genannt.
Sie ist in U(xg) konvergent und eindeutig.

Beispiel 1.29 f(z) =e* = f®(2)=e" Vk;
Seizg=0. = f®0)=1 Vk

(o)
k

A flr)=¢"= Z L. ist konvergent Vx € R (s. obige Folgerung)

k=0

Weitere Eigenschaften von Potenzreihen:
(wichtig - priifungsrelevante Aufgaben in Bsp. 1.31 und 1.32!)

1. Potenzreihen konnen im Konvergenzbereich gliedweise differenziert und inte-
griert werden; Der Konvergenzbereich bleibt dabei erhalten.

Beispiel 1.30 == =1+z+2°+2° 4 ...

ist eine konvergente geometrische Reihe fiir |x| < 1.

integriere Reihe einsetzen .
Oac ld__tt mn eggmen 1 (1 . ) eihe einsetzen T+ %12 + %ZL‘?’ + %ZLA + ... fur |£L" <1
Durch Umstellen erhalten wir In(1 —x) = =2, %

2. Das Produkt von Potenzreihen bildet im Durchschnitt der Konvergenzbereiche
der beiden Reihen, die als Faktor auftreten, wieder eine konvergente Potenzrei-
he. Ausfithrung durch systematisches Ausmultiplizieren der ersten Summanden
beider Reihen:
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2

Beispiel 1.31 y =sin“z =sinx -sinx

_ 1,3 1.5 1.3, 1.5
y=(z— 52 +52°—..) (v — 527+ 52° — ...)
_ 21,4, 1.6

=% = &+ 520 — .

—%x‘l + (%)%6 — ..

1
+§$6—
22,4 2.6 __
Yy=x 5T+ EZT
2 1y2 _ _1 1,1 _ 36460 _ 3442 _ _2
da 5+ (3!) =345 76 6 34566 34566 _ 533

3. Division von Potenzreihen

Satz 1.9 FEs seien f(z) =Y oo axz®, g(x) = > 12, bra® gegeben; g(0) = by # 0.

Dann ldsst sich % in einer gewissen Umgebung von x = 0 in eine Potenzreihe

S oo o et entwickeln.

Die Berechnung des Quotienten wird dabei auf einen sinnvollen Ansatz fiir den Quoti-
enten und die Multiplikation von Potenzreihen zuriickgefiihrt.

Beispiel 1.32 y = tanz = 22L = ¢z + c32° + c52° + ...

(Ansatz nur mit ungeraden Ezxponenten, da tanx eine ungerade Funktion ist)

tanz - cosx =sinzx

(z+esx® + ez + ) - (1 — qa? + fat — Fab — ) =2 — $23 4+ a5 — .
ar+ (=4 +e)* + (4 - S +e)a®+ .. =x— g2+ S5 — .
5% C1 = 1
ah=d = e
C5+%—%:é = 652%....

~ tanx:m+§x3+%x5—|—....

1.2.4 Anwendungen der Potenzreihen

1. Beweis der Eulerschen Formel e* = cosz + i sin z

(iz) (zx)2 (zx)3 (zx)4

et = 1+ T + o + 3 + 1 + ...
B 1 T IZ ,IS ZE4 5
+Zi—§—lg+z+ E—
ZL’2 LLA .CU3 LL’5
= ( —E—FI——{— )+Z(?—§+y—+)
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2. Gliedweise Integration (wichtig fiir Zusatzaufgabe in der Priifung!)

e Das Integral Si(z) = fox %dt,der sogenannte Integralsinus, ist geschlossen
nicht l6sbar.

T t2 t4
Si(z) = / (1——+——+...)dt
(%) ; 317 51

x3 x®

3.3 5.5l

o [PPVTFaBdr= [P (1410 —Lab 4 100 — 4 )

= I — — ...

=[x+ %x‘l — 5—16x7 + %Goxm — +..]95
1 1 1 ~
~ll — b4~ 050768

3. Grenzwerte unbestimmter Ausdriicke (wichtig - priifungsrelevante Aufga-

be!)
. T —sinx , x_<%_§_?+x5_?_+"')
B aiow | M e _s(-Z-_Z_.)
$3 $5
et
e
B
T3

4. Niaherungsweise Berechnung von Funktionswerten
c080.5 =1 — 5z + 57 — g5 + —-- ~ 0.87758

Lésen Sie nun die Aufgaben des A-Teils der Ubung Potenzreihen.
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1.3 FOURIER-Reihen (J.B. Fourier 1768-1830), bis
20.04.2020

Ehe wir uns nun einer speziellen Klasse von Funktionenreihen widmen, den Fourier-
reihen (fiir alle "Nichtfranzosen": sprich ,Furijee”-Reihen), wollen wir uns einmal ver-
deutlichen, was wir mit den bisher bekannten Potenzreihen erreichen kénnen:

Wir haben festgestellt, dass es fiir jede Potenzreihe einen Konvergenzbereich gibt, in
dem die Potenzreihe punktweise konvergiert. In diesem Konvergenzbereich ist die Po-
tenzreihendarstellung eindeutig, d.h. es gibt im Konvergenzbereich fiir jede Funktion
genau eine Potenzreihe. Diese kann z.B. mittels der Taylorreihenentwicklung bestimmt
werden, falls die Funktion gentigend oft differenzierbar ist. Wihlen wir nun als Beispiel
die Sinusfunktion. Diese hat die Potenzreihendarstellung

1.3 $5 1.7 e I.QkJrl
1 = _— —_— = — e — _]. k 9 E R)
T T T kz_;( ey ©

d.h. die Reihe konvergiert in ganz R und hat den Mittelpunkt zo = 0. Fir diese
Reihe finden Sie hier verschiedene grafische Darstellungen mit unterschiedlich vielen
Summanden, unterlegt mit der tatséchlichen Sinusfunktion.

hte den

den x-

Reder berechnung = Reihenbarachnung (38 Summanden)
{10 Summanden) | | 4
originaler Sinus

ongnaler Sinus

; p 5
-10 5 0 5 10 -30 20 10 0 10 20 30
x
x

Sie koénnen erkennen, dass die Ubereinstimmung mit der Originalfunktion jeweils in
einer Umgebung vom Mittelpunkt der Reihe sehr gut ist und weiter auflen auf der
Achse sich die Polynomeigenschaften durchsetzen. Der Bereich der Ubereinstimmung
wird grofler mit der Anzahl der verwendeten Summanden. Aber in der Praxis kann man
niemals unendlich viele Summanden verwenden, die man brauchen wiirde, um iiberall
eine gute Ubereinstimmung mit der tatséichlichen Sinusfunktion zu erhalten. Wie kann
man nun diese Schwierigkeiten tiberwinden?

1. Da man die Funktion oft nur in bestimmten Bereichen benétigt, kann man den
Mittelpunkt der Reihe = Entwicklungsstelle der Funktion dorthin verlagern.
Dann benétigt man weniger Summanden, um in der Umgebung des Entwick-
lungspunktes ein gutes Ergebnis zu erhalten.
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2. Man kann die Periodizitéit der Funktion ausnutzen, so dass man die Reihe nur
in einer Periode auswerten muss und danach die Werte durch Verschiebung bzw.
Streckung /Stauchung bestimmen kann.

3. Da sich die Polynomeigenschaften im Auflenbereich durchsetzen und die Poly-
nome nicht gut an periodische Funktionen angepasst sind, kénnte man andere
Funktionen suchen, z.B. periodische Funktionen, die in der Reihe an Stelle der
Potenzfunktionen stehen. (Die Mathematiker sagen dann, dass sie in ein anderes
,Koordinatensystem” fiir die Darstellung der Funktion wechseln, d.h. in einen
anderen mathematischen Raum, der fiir die speziellen Ziele besser angepasst ist.)

In der Praxis hat man nun z.B. bei der Unteruchung von periodischen elektrischen,
mechanischen, Ton- oder Bildsignalen das Bediirfnis, die Frequenzen kennenzulernen,
aus denen diese Signale bestehen. Wenn man eine Potenzreihendarstellung vorliegen
hat, kann man die Frequenzen natiirlich nicht angeben. Aus der Physik ist weiter-
hin bekannt, dass jede Schwingung eine Linearkombination der Grundschwingung und
harmonischer Oberschwingungen ist (s. auch Saiteninstrumente, Bachtrompete). Ei-
ne einheitliche Darstellung mittels harmonisch verwandter, (periodischer) Sinus- und
Cosinusfunktionen wire da sicher besser. Wir betrachten also im Weiteren ei-
ne periodische Funktion f(¢{) mit der Periode 7" und wollen diese mittels
periodischen Funktionen (Sinus- und Cosinusfunktionen) darstellen, d.h.wir
betrachten nun trigonometrische Funktionenreihen der Form:

ft) ~ % + Z A sin(wkt + ¢y,) 1. Art
k=1

o0

ft) ~ % + Z(ak cos kwt + by sin kwt) 2. Art
k=1

Definition 1.11 Solche Funktionenrethen der 1. bzw. 2. Art heiffen Fourierreithen.
(Sehr wichtig!)
Beide Formen sind #dquivalent:

Ag sin(wkt + ;) = A (sin kwt cos ¢, + cos kwt sin ;)
= Ay, cos ¢y, sin kwt + Ay, sin ¢, cos kwt

= ay, cos kwt + by, sin kwt

ap = Agsingy, b, = Ay cos gy,

a
Ay = yJai+ b, gok:arctanb—k.
k



22 KAPITEL 1. UNENDLICHE REIHEN

(Es gibt auch Reihendarstellungen mit den Funktionen cos(wkt + ¢,,), die ebenfalls
mittels Additionstheoremen in die 2. Form der Fourierreihe umgewandelt werden kon-
nen. )

Bezeichnungen:(Sehr wichtig!)

Ay @ Amplitude; ¢ - Phasenkonstante

w : Kreisfrequenz; T = %” : Periode

Verstéindnishilfe: Vergleichen Sie bitte die Reihendarstellung 2. Art mit der Darstel-
lung eines Vektors in einem n-dimensionalen Koordinatensystem:

ft) ~ % + (a1 cos(wt) + by sin(wt)) + (az cos(2wt) + by sin(2wt)) + ...

= % -1+ ay cos(wt) 4 by sin(wt) 4 ag cos(2wt) + by sin(2wt) + ...
d; 1 0 0
ds 0 1 0 d
: = d| . | Ftd| [+ td| . [=d
d, 0 0 0

= dyej +dyes + ... +dye,

Der einzige wesentliche Unterschied besteht darin, dass die Reihe fiir die Funktionen
abzéhlbar unendlich viele Summanden enthilt, die Zerlegung des Vektors nur endlich
viele Summanden. Prinzipiell entsprechen

die Koeflizienten a; und by, in der 1. Summe den Koeffizienten dj, in der 2. Summe, und
die Funktion 1 sowie die verschiedenen Sinus- bzw. Cosinus-Funktionen den Basisvek-
toren e_k).

Damit kénnen wir folgende Interpretation ableiten:

So wie die Koeffizienten d;, den Anteil des Vektors e;, im Gesamtvektor E) angeben,
geben die Koeflizienten b, und a; den Anteil der ensprechendenden Sinus- und Cosi-
nusfunktionen sin(kwt) und cos(kwt) in der Funktion f(t) an.

Diese Winkelfunktionen sind iiber das Argument kwt mit der Frequenz kw verniipft.
D.h. Somit geben die Koeffizienten a; und b, den Anteil der ensprechendenden Fre-
quenz kw im Signal f(¢) an, und die Ingenieure erhalten die gewiinschte Information
iiber die Frequenzverteilung im Signal f(¢). Allerdings ist diese Information noch auf
zwei Zahlen a;, und by verteilt. Mit der komplexen Form der Fourierreihen werden
diese beiden Informationen zusammengefiihrt. Aus diesen Uberlegungen ergeben sich
mogliche Anwendungen der Fourierreihen.

Anwendungen:

e Untersuchung von Schwingungsverldufen bei nichtsinusformiger Erregung, insbe-
sondere Spannungen und Strome, da viele Vorginge erst mit nichtsinusférmi-
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gen Schwingungen realisierbar sind, z.B. siigezahnférmige Spannungen bei Ab-
lenkungsvorgéngen, Rechteckimpulse als Takt- und Synchronsignale, ...

e Dimensionierung von Filtern fiir unterschiedliche Anwendungen, z.B. von Bandpass-
, Hochpass-, Tiefpassfiltern, Mehrwegboxen, ...

1.3.1 Die komplexe Form der FOURIER-Reihe

In vielen Anwendungen wird die komplexe Form der Fourierreihe benutzt, da sie kom-
pakter in der Darstellung ist.( - Und beim Berechnen der Reihen benotigen wir ein
Integral weniger!) Deshalb werden wir ab diesem Kapitel nur noch mit der komple-
xen Form arbeiten. Eine Umrechnung in die beiden ersten Formen ist jederzeit relativ
einfach mit Hilfe der unten angegebenen Formeln fiir die Koeffizienten( ohne weitere
Integration) moglich. Beginnen wir nun mit der Herleitung der komplexen Form :

Aus dem Kapitel Komplexe Zahlen ist die Eulersche Formel bekannt:

e =cosy +isiny (x) = e % = cos(—y)+isin(—y), d.h.
e~ =cosy —isiny (xx)

Aus (%) und (**) kann die komplexe Darstellung der Funktionen siny und cosy ge-
wonnen werden:

(%) + (xx) ergibt: (%) — (xx) ergibt:

2cosy = eV + e W 2isiny = e — e W

eiy _|_ e_ly . ezy _ e—iy

cosy = ——— siny = ———

Y 2 Y 2i
eikwt + e—z‘kwt eikwt _ e—ikwt

= cos kwt = — sin kwt = 57
i

Wir setzen diese beiden Terme nun in die Formel der 2. Art der Fourierreihe ein und
erhalten:

f(t) ~ % + Z(ak cos kwt + by sin kwt)
k=1
_ N A Lo ikt ikt
— E—i—;[a;ﬁ(e +e )+ka (et — em™h)]
Qo Ooak ikw —ikw bk ikw —ikw
= ?—FZ[E(GI‘”—{—@ kt)_El(ek:t_e k:t)]
k=1

(o) > ak—ibkiw Clk—i"bbk ikw
_ +Z[ 2 ekt+ 2 e k‘t]'
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Qo ar — Zbk ap + Zbk
. — -

Wir setzen nun: ¢ = — ¢, = C_k
2 2 2

(= sehr wichtige Formeln fiir die Umrechnung der Koeffizienten!
Wichtigkeit bleibt sehr hoch bis zu den ,,Problemen”.)

Damit erhalten wir die 3. Art der Fourierreihe:

oo

f(t)f\-' Z CkeikWt.

k=—00

Zu beachten ist dabei die Beziehung w = 2%

Die Koeflizienten ¢, heiflen komplexe Amplituden.

Es gilt:|cy,| = $|ar £ ibe| = 31/af + b = 2 Ay

Die Folge der ¢;, nennt man auch Spektralfolge zu f(t).
Umrechnungsformeln fiir die 2. Form der Fourierreihe:

ap = cp +c_g fur k>1;, ag=2c
bp =i(cg —cg)  fiur k>1; (bp=0)

Selbststudienaufgabe: Erstellen Sie eine Ubersicht iiber die 3 Arten der Fourierreihe
und die Umrechnung der Koeffizienten zwischen den einzelnen Arten, vielleicht in Form
eines Dreickes mit den Arten der Reihe auf den Eckpunkten und den Umrechnungsfor-
meln auf den Seiten des Dreickes. Sie finden diese Formeln im Text oberhalb und fiir
den Ubergang 1. Form < 3. Form in dem Unterabschnitt Anwendungen am Ende des
Kapitels - oder Sie rechnen sie selbst aus.

Probleme:

1. Fiir welche Funktionen existiert eine Fourierreihendarstellung?
2. Wie ist die Konvergenz der Fourierreihe gegen f(t) beschaffen?

3. Wie werden die Koeffizienten ¢;, berechnet?

1.3.2 Berechnung der Fourierkoeffizienten c;

Nun kennen wir das Ziel, in Gestalt der Fourierreihe und wollen aus der gegebenen
T-periodischen Funktion f(t) die bislang unbekannten Koeffizienten ¢, berechnen.

Um in der entscheidenden Berechnung nicht den Uberblick zu verlieren, starten wir
zuerst eine Hilfsrechnung und integrieren iiber das Produkt zweier Exponentialfunk-
tionen. Eine davon hat einen positiven, die andere einen negativen Exponenten. Im 1.
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Fall sind beide Exponenten entgegengesetzt gleich, im zweiten Fall unterscheiden sie
sich durch den Faktor vor w.

Hilfsrechnung: w = 2%; k,neN

T ) ) T
[fom e = [
0 0
T T
/ eikwt . e—mwtdt _ / ei(k—n)wtdt
0 0

1 .
_ i(k—n)wt1T
iw(k —n) € b
1 ’ 2r
— = qpik—m)ZFET _ 0
iw(k —n) € ¢l
1
= m[cos(k —n)2m + isin(k — n)2mw — 1]

= 0, da cos(k —n)27 =1 und sin(k —n)2r =0

(Mathematiker sagen: Das Funktionensystem {e**'}2 _ ist orthogonal, in Analogie
zu den Vektoren.)

Annahme:

Wir betrachten jetzt eine T'—periodische Funktion f(t) die durch eine auf [0, 7] konver-
gente Fourierreihe darstellbar ist: f(t) ~ >0 _ ce™!". Diese Reihe setzen wir in das
Integral ein und erhalten unter der Voraussetzung, dass Integral und Summe vertauscht
werden konnen :

T T
/ f(t)e—ikwtdt _ / ( Z Cleiwlt) . e—ikwtdt
0

0 l=—00

0 T
— § : Cl/ ezwlt . efzkwtdt
0

l=—o0

- T fir l=k _ , ,
= Z cl{ 0 fir 14k = ¢, T (s. Hilfsrechnung!)

l=—0

Durch Umstellen nach ¢ ergibt sich:
I :
k= T/ f(t)e ™ tat (+) (Sehr wichtig!)
0

Satz 1.10 (Sehr wichtig!)
Ist die T—periodische Funktion f(t) im Intervall [0,T] stickweise stetig differenzierbar,
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so kann f(t) mit (+) als Fourierreihe dargestellt werden. Hat f(t) bei t =ty € [0,T]
eine Sprungstelle, so konvergiert die Reihe im Punkt ty gegen den Wert

1( lim f(t)+ lim f(%)).

2 Mt—tp—0 t—to+0

Man schreibt deshalb: -
@)~ > o™ (o)

k=—o00

Interpretation: Bei Sprungstellen konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelpunkt
des Sprunges. Das ist eine Besonderheit im Vergleich zu den Potenzreihen. Potenzrei-
hen konvergieren punktweise. - Was aber sollte der Konvergenzpunkt bei einem Sprung
und punktweiser Konvergenz sein? - Der letzte Punkt oben oder der 1. Punkt unten?
Insofern verhélt sich die Fourierreihe ,,verniinftig”, indem sie durch den Mittelpunkt des
Sprunges verlduft. Fiir Sprungfunktionen kann man die Taylorrreihenentwicklung auch
deshalb nicht anwenden, weil Sprungfunktionen an der Sprungstelle nicht differenzier-
bar sind. Das heifit also, es muss eine andere Art der Konvergenz bei den Fourierreihen
vorliegen. Deshalb steht in der Formel (0) auch kein Gleichheitszeichen! Ehe wir zu
dieser neuen Form der Konvergenz kommen,wollen wir aber die Berechnungsmoglich-
keiten ausprobieren.

Im Folgenden finden Sie einige Beispiele zur Berechnung von Fourierreihen.
Sie entsprechen den Aufgaben, die Sie in der Priifung bekommen werden.
Sie sind also fiir Sie sehr wichtig!

Entweder ist ein Bild einer Funktion f(t) oder deren mathematische Gleichung gege-
ben. Beides zusammen liefert die notigen Informationen zur Berechnung der c.
Selbststudienaufgabe: Wiederholen Sie das Zeichnen von linearen Funktionen, bzw.
das Ablesen dieser aus einer Zeichnung, sowie das Feststellen der Periode einer gezeich-
neten Funktion als Vorbereitung zum Seminar. (s. auch Aufgabe A2 aus dem Seminar
Fourierreihen)

Beispiel 1.33 f(t)=3t—Z=1%(t—nm) fir 0<t<2m T=2m w=%=1

T
f(t) A
T
2
-2 2 t
T
)
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Unser Ziel ist die Fourierreihe:

Wir bendtigen die Koeffizienten ci, und berechnen zuerst ¢y, danach allgemein cy

1 2T 0
= — t)e dt
Co 27r/0 f(t)e
1

27r1
1 1.1 _
= 5, 3l
11
= E[§4w2—27r2]_0
1 27 .
= — t)e Rt gt
C om |, f(t)e
1 27r1 N
= — —(t Rt
or ), 2t me
1 (t_ﬂ_) —i 1 —i T
= E[_ e kt+E/e R dt)2
1 (75—7T) —ik L iken
~mw ¢ Eet b
. Lo e, L (t—7r) o
= (g o
L [(cos 2k — i sin 2km) (5 — =) — (s + =)
= — —18n =) —¢ (55 +
g ORI TR T T e Tk
1 1 T 1 T
= E[(ﬁ—%)—(ﬁJr%)]
_ i[_ i]__i_i
 Axt Tik 2k 2k

Wenn Sie nun versuchen k = 0 in die Formel fiir ¢;, einzusetzen, um noch einmal cy zu
bestdtigen, werden Sie feststellen, dass das zu einer Nulldivision fiihrt. Das passiert in
sehr vielen Fdllen durch die partielle Integration. Deshalb sollten Sie ¢y stets separat
ausrechnen. Fir die unbestimmte Integrationen in diesen Berechnungen diirfen Sie
den Taschenrechner verwenden, so dass sie einfacher auszufithren sind. Das Einsetzen
der Grenzen mdchte ich aber in der Priifung sehen, weil das noch Gegenstand der 1.
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Ubung im 2. Semester ist.
Setzen wir nun die Koeffizienten in die Reihendarstellung ein, erhalten wir:

o0 o . o0 .
ikt __ v ikt v ikt
f(t) ~ E cre’™ =0+ E A E T
k=—o00 k=—00,k#0 k=—00,k#0

0 — coe® = ¢y aus der Gesamdt-

Man nimmt dabei den Summanden mit k =0, d.h. coe’
summe heraus, weil er sich nicht in die allgemeine Darstellung der ¢, einpassen ldsst.
Das muss man dann unter der Summe mit k # 0 vermerken. In unserem Beispiel war
co =0, so dass am Ende dieser Summand nicht mehr zu sehen ist. (sehr wichtig bis
hierher!)

Nun wird das Beispiel weitergefiihrt bis zu einer reellen Darstellung der Fourierreihe

(2. Art)

Unter Beachtung von
ag = 2¢o = 0; ak:ck+c_k:2i—l—21k) =

x[=

be = i(cr — cop) = i — ﬁ) =it =—1 gilt:
ao G .
f(t) ~ 5+ kz_:l(ak cos kt + by, sin kt)
= 1 1
= Z_E sin kt = —Zzsinkt
k=1 k=1

Das folgende Bild zeigt die ersten 3 Partialsummen dieser Reihe und in schwarz den
entwickelten Ségezahn.

Sagezahnfunktion mit den ersten drei Maherungen

15F 3 .

s2 f]

S1

05f V7 -
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In diesem Beispiel war die zu entwickelnde Funktion f(¢) eine einheitliche lineare Funk-
tion im Intervall [0; 7. Damit waren die Integrale fiir ¢y und ¢; genau iiber dieses
Intervall zu bilden und mussten nicht geteilt werden, weil sich die Beschreibung der
Funktion f(¢) im Intervall &ndert. Im néchsten Beispiel ist aber genau das der Fall:

m  fur —5<t<3
. . . _ 2w _
Beispiel 1.34 (t) = , T=2m w=%=1
0 far I<t<
A
f(t)
—T[
| | | ‘ | | >
T T yis 2n
2 2
Im Integrationsintervall [0; T] = [0;2n] dndert sich die Funktionsbeschreibung sogar

zweimal, bei t = Z und t = 3. D.h. an diesen Stellen muss das Integral iiber [0; 2]
aufgeschnitten und in die Summe von 3 Teilintegrale zerlegt werden. Das ist aufwendig
und kann mit den beiden folgenden Bemerkungen abgemildert werden.

Bemerkung 1.14 ¢™“* = cos(wkt) + i sin(wkt) = cos (35kt) + i sin (3£ kt)
15t etne periodische Funktion mit der Periode p = % = %
T
Bemerkung 1.15 Ist f(t) p pemodzsch so0 gilt fiir allea € R : fa+p ft)ydt = [ f(
= In der Formel fiir c;, = 7 fo Ye~“ktdt ist der Integrand T- pemodzsch, weil f ( )

T-periodisch ist und e** die Periode % <T firk >1 besitzt.

Folglich muss das Integral nur iiber die Periode 7' erstreckt werden, egal wo.
Im Allgemeinen verwendet man ein Intervall der Linge T in der Umgebung
des Nullpunktes. (sehr wichtig!)

Beispiel 1.35 Arbeiten wir nun in dem Beispiel weiter und schauen noch einmal in
das Bild der Funktion:
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A
f(t)

v

2 2
Wenn wir das Integrationsintervall der Linge T' = 2 nun bei t = —% beginnen, lduft
es bist = 37” und enthdlt nur einen Sprung der Funktion, nicht 2 wie das Intervall

0; 2], Auferdem gilt f(t) = 0 fir t € [2;25], d.h. dort verschwindet der Integrand.

Damit ergibt sich die folgende Rechnung:

f(t) ~ Z Ckezkt
k=—o00
1 ¥
G = 5 f(t)e dt
TJ-3
1 [z 1 .«
fry _— dt:_ t27r
2T _%W QW[W]*E
1 7 78 s
= 35~ (=3)=3
3
1 2 .
k= — f(t)e *dt
27T _%
1 2 —ikt 1 T ikt
= — At = —|——e7"| 2,
o) 2 onl e s
]_ T kI —ik(=Z
= ool (e - R
1 7 kT
= el e
11 .= ox 1
= EZ[&”‘C? — Gizkg] = E Sil’l /{Zg

+ fir k=-3,1,59,..
= 0 fir k=24,6,8,..
= fir k=-1,3711,...

Die Gestalt der Koeffizienten ¢, gestaltet sich also etwas aufwindig und schwierig auf-
zuschretben. Deshalb belassen wir es beim vorletzten Rechnungsschritt in der Zusam-
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menfassung: (sehr wichtig bis hierher!)

o0 o0 1

ikt _ T o T ikt
f(t)Nche —5—1— Z Esmk§e

k=—o00 k=—00,k#0

Nun wird die Reihe noch in die reelle Form der 2. Art tberfihrt. Unter Beachtung von
ag = 2co =m;  qilt:
T 1+L4L(-1)=2 fir k=159,..
0 fur k=246,..
(- +L-1=-2 fir k=3,711,..

ap = Cx +C_p =

=

i(+—1)=0  fir k=159, ..
by =i(cp — cg) = 0 fir k=2,4,6,... =0 Vk
i(—t—(—%) =0 fir k=3,711,..

f(t) ~ % + kz:;(ak cos kwt + by, sin kwt)
=2 = 2
= g—l— Z Ecosk;t— Z Ecoskt
k=1,5,9,... k=3,7,...

Im Bild sehen Sie die Auswertung dieser reellen Fourierreihe im Vergleich der ersten
4 Partialsummen und der Originalfunktion.




32 KAPITEL 1. UNENDLICHE REIHEN

Um eine weitere Vereinfachung der Rechnung zu erhalten, untersuchen wir gerade und
ungerade periodische Funktionen f(t). Die Herleitung ist fakultativ, das Ergebnis aber
nicht.

Bemerkung 1.16 *) Sei f(t) gerade = f(—t) = f(t)

= / f —zkwt dt

f( ) zkwtdt+/ f zkwtdt]

'ﬂl’*

ST |

M| =

. 2 .
f(—tnew) ™ mev dt e, + / f(t)eZk“’tdt] mit t = —tney
0

0

T
= 7 / ft) (™ 4+ e *Ndt  wegen gerader Funktion
0
1 5
= 7 /2 f(t)(cos kwt + i sin kwt 4 cos kwt — i sin kwt)dt
0

T
5o (%
= —/2 f(t) cos kwtdt eR.
T Jo

Bemerkung 1.17
Wegen ¢, = %(ak —iby) € R folgt by, = 0. Die Reihe ist eine Cosinusreihe:

Qg ad
f(t) ~ 5 + Zak cos kwt.

k=1

Das macht Sinn, weil ungerade Funktionen, wie Sinusfunktionen, bei der Entwicklung
einer geraden Funktion nur stéren wiirden.

Bemerkung 1.18
Wegen cos kwt = cos(—kwt) folgt ¢, = c_y, und damit ap = ¢y, + c_ = 2c¢y,.

Bemerkung 1.19 *) Sei f(t) ungerade =  f(—t) = —f(?).
Eine analoge Rechnung zu Bemerkung 1.12 fihrt zu

T / f zkwt 'Lk:wt)dt

= = / f(t)(— cos kwt — i sin kwt + cos kwt — i sin kwt)dt

—2
= ! / f(t) sin kwtdt (rein imagindr)
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Bemerkung 1.20
Wegen ¢, = %(ak —ib) und ¢, rein imagindr folgt ay = 0 und by = —%ck Die Reihe
st eine Sinusrethe:

f(t) ~ Z by sin kwt.
k=1

Zusammenfassung: (sehr wichtig!)
Formelsatz fiir gerade Funktionen

T
5 %
k== /2 f(t) cos kwtdt eR
T Jo
Formelsatz fiir ungerade Funktionen

T
—92i [z
Ck = TZ / f(t) sin kwtdt (rein imaginér)
0
Damit reduziert sich das Integrationsintervall auf die Linge der halben Periode
[0; Z], aber es ist nicht mehr verschieblich! Durch die Ausnutzung der Symmetrie
der Funktion muss das Intervall nun immer bei ¢ = 0 beginnen!

Das wenden wir jetzt auf eine gerade T'—periodische Funktion an.

Beispiel 1.36 f(t) = gt :

gerade Funktion, T = 4w, w = 2% = %, Integrationsintervall: [0; 2]
f(t)
L2
T4
an 2 o m

21
¢ — % /0 F(#)dt
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T
2 [z
e = —/ f(t) cos kwtdt
T J;
2 [T 2w
= — o~ k—t)dt
I ), steostkt)
1 [ t
= tcos(kE)dt

= i_§ inﬁ—z inﬁdt "
BT I

= i_ﬁsinﬁ%—z z(:osﬁ 7

6k 2 Kk k2],

= i—2.27TS. @—1—2 ECOSkQ—ﬂ——O—iCOSO

Tk T2 TR R k2
1[4 4

= 16| Y ‘ﬁ]

B ii[(_l)k = 0 fir k gerade
-~ 16k2 | —s= fiur kungerade

o0 2 (0.]
ikwt _ T L ikt /2
ft) ~ Z ke = 8 T Z 952
k=—00 k=—00,k#0
k ungerade

Hilfe zur Selbsthilfe: Nehmen Sie sich nun aus dem Verzeichnis

r:\CB\Bernert\ EI-MG-MD-EU\ Semester2\ Arbeitsmittel+Tabellen....

die Zusammenstellung aller Formeln, d.h. die Datei FormelnFOURIERReihe.pdf heraus
und legen Sie sie zur stindigen Nutzung bereit. Schauen Sie sich diese Tabelle genau
an und {iiberlegen Sie, was Sie an Informationen benétigen, um in dieser Tabelle die
richtige Formel zu finden. (s. auch Aufgabe A3 des Seminars Fourierreihen)

In der Praxis kennt man manchmal nur Teile der T—periodischen Funktion f(t), weifl
aber moglicherweise etwas iiber die Symmetrie der Funktion, so dass man daraus die
Funktion insgesamt rekonstruieren kann.

Ist die Funktion z.B. nur auf einem endlichen Intervall [a,a + %] vorgegeben, kann sie
auf R periodisch fortgesetzt werden, wenn man die Symmetrieverhéltnisse der Funktion
kennt. Danach ist dann eine Fourierreihenentwicklung moglich. Die Fortsetzung sollte
an den technischen Hintergrund angepasst werden.
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Beispiel 1.37 Seia = 0. Dann gibt es 2 Méglichkeiten, die Funktion auf dem Intervall
[—Z:0] fortzusetzen (griin):

I f(t) 4 f)
} } > + }
I T t I T t
2 2 2 2
ungerade Fortsetzung gerade Fortsetzung

Im Bild sehen Sie jeweils den Verlauf der fortgesetzten Funktion in einer Periode der
Linge T'.

*) Jetzt ist es an der Zeit, noch einmal auf die Konvergenz der Fourierreihen zuriick-
zukommen. Dabei spielt das Gibbsche Phinomen eine wichtige Rolle.

Bemerkung 1.21 Gibbssches Phinomen:

Maherung 521 fir den Rechteckimpuls / Gibbsches Phanomen
T T T T

38 b

Ao oY A, PP
L R N L i NS

251 B

IE3 3 o

nsk i

Maherung 521 fir den Rechteckimpuls f Gibbsches Phanomen /2
T T T T
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In den Abbildungen sehen Sie, dass bei Erhohung der Anzahl der Summanden bei der
Auswertung der Fourierreihe die Konvergenz in stetigen Bereichen der entwickelten
Funktion erwartungsgemdfS verbessert. Die Schwankungen der Partialsumme um die
Originalfunktion werden geringer. Bei den Sprungstellen bleiben jedoch zwei ,,Spitzen”
tibrig, die sich auch bei Erhohung der Anzahl der Summanden in der Héhe kaum ver-
dndern. Sie werden jedoch schmaler. Die Partialsummen liegen alle in dem griinen
,Schlauch” des 2. Bildes. Dieses Uberschwingen der Partialsummen sy(t) einer Fou-
rierreihe in der Umgebung der Sprungstelle von f(t) fir hinreichend grofies N wur-
de von J.W. Gibbs (1839-1903) beschrieben und heifit deshalb Gibbssches Phinomen.
Die Abweichung von der Sprunghohe zwischen diesen Spitzen betrdagt ~ 17.89% der
Sprunghohe. Es widerspricht nicht der Konvergenz der Fourierrethe, weil diese nach
dem Prinzip

T
/|f—sN|2dt—>O fur N — oo
0

erfolgt. Diese Art der Konvergenz wird Konvergenz im quadratischen Mittel genannt.
In der Interpretation kann man sich vorstellen, dass die Flichen zwischen der Parti-
alsumme und der Originalfunktion unter- und berhalb der anzundhernden Funktion
gleichbehandelt werden und insgesamt gegen Null konvergieren bei n — oco. Daraus
ergibt sich auch die Mittelwertseigenschaft der Fourierreihe an der Sprungstelle.

1.3.3 Anwendungen der Fourierreihen

7.B. in der Elektrotechnik wird oft auch mit der 1. Art der Fourierreihe gearbeitet:

£(t) ~ % + 3 Apsin(wkt + o).
k=1

Es werden die Amplituden A; und die Phasenverschiebung ¢, in Abhéngigkeit von der
Frequenz w untersucht. Es gilt:

A =2|ci|  fiur k>1; ap=2c

Cr + C_g
p, = arctan ——
iy —c_g)

fir k>1; g,

Ay und ¢, werden im Amplituden- bzw. Phasen- oder Frequenzspektrum dargestellt.
Amplituden- bzw. Frequenzspektren sind diskrete Spektren, weil nur bei speziellen, von
einander getrennten Frequenzen Eintrige vorhanden sind:
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A

(I) A
A Al

AR IR

0 (0)) So Frequenz 0 @ S50 Frequenz

Amplitudenspektrum Frequenzspektrum

Im Amplitudenspektrum kénnen Sie dabei sofort erkennen, welche Frequenzen einen
groflen Beitrag zum analysierten Signal beitragen. Sie haben grofle Koeffizienten Aj.

Beispiel 1.38 Klirrfaktor

Der Klirrfaktor dient zur Beurteilung der Abweichung einer nichtsinusformigen Wech-
selstromgrafe f(t) vom Verlauf einer rein sinusformigen Wechselstromgrife, die durch
die Grundwelle (k = 1) dargestellt wird. Z.B. betrachtet man Ein- und Ausgang eines
Bauteils (Verstirker, Filter,...), an das eine rein sinusformige Grofie angelegt wird
und untersucht die Abweichung der ausgehenden Groffe von der FEingangsgrofse. Der
Klirrfaktor ist wie folgt definiert:

Lo— EZizAi: 220:24|Ck|2
E?:l Ai ZZO:l 4cy|?

Ziiz |cx|? _ ZZQ(@% + bi)
> hey lenl? > hea (@i +b7)

Im Zihler startet die Summation erst ab k = 2, so dass die Grundwelle ausgespart wird
und damit dort nur die Abweichung von dieser erfasst wird. Der Klirrfaktor liegt des-
halb zwischen 0 und 1. Fin Wert &~ 0 beschreibt damit, dass im ausgehenden Signal nur
wenig Oberwellen (Oberfrequenzen) im Verhdiltnis zur Grundwelle(Grundfrequenz) ent-
halten ist. In der Praxis hiefle das z.B., dass das zugehorige Radio nur wenig ,pldrrt”.
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Bei einem Dreieckstrom f(t) = %|t| t € [—m, 7| gilt z.B.:
7 cost cos3t  cosbt
f&)y ~ ===~~~
8 1 3 5t
Lo s+ a0 +
o L1y
17T 3T 5
o 1
B k=1 @17 1L
= — -
k=1 (2k—1)%
™
= [ Lo— ~0.12
96

Weitere Anwendungen:

1. Analyse und Synthese von Signalen, Dimensionierung von Filtern
2. Berechnung linearer Stromkreise bei nicht sinusférmiger Anregung

3. Losung von Differentialgleichungen, die Schwingungsprozesse beschreiben

Mir ist bewusst, dass dieses Kapitel aufgrund seiner Auswirkungen auf die Praxis einer-
seits eine grofle Bedeutung fiir Sie als zukiinftige Ingenieure hat, es aber andererseits
auch etwas anspruchsvoll ist. Also lassen Sie die Theorie erst einmal wirken und lesen
Sie alles in 2 Tagen noch einmal. Dann wird Thnen sicher einiges nicht mehr so neu und
besser verstédndlich vorkommen. Stellen Sie dann Fragen zu dem was nicht klar ist.
Damit haben wir nun das Ende dieses Kapitels erreicht und Sie sollten in der Lage
sein, die Seminaraufgaben Fourierreihen A-Teil zu erledigen. Nichste Woche geht es
mit der Ubungsvorlesung und den Aufgaben des B-Teils weiter.



2 (GewoOhnliche
Differentialgleichungen

Sehr geehrte Studierende, mit diesem Kapitel 2 gehen wir in ein vollig anderes und fiir
Sie neues Gebiet der Mathematik. Das hat zur Folge, dass wir uns zuerst die ,neue
Sprache” dieses Gebietes aneignen miissen, sprich neue Begriffe und Definitionen lernen
und verstehen miissen. - Das sind die Miihen der Ebene, und die treffen alle gleicher-
maflen: Diejenigen, die Mathe ganz gern haben und diejenigen, die Mathe eher weniger
mogen. Gewohnliche Differentialgleichungen (gDGI) treten oft und in sehr vielen ver-
schiedenen technischen Zusammenhéingen auf. Es ist sehr wahrscheinlich, dass gDGI in
anderen Modulen Thres Fachgebietes gebraucht werden, um technische Sachverhalte zu
beschreiben.

Da das Gebiet 2.1 durch die vielen Definitionen etwas trocken ist, habe ich auch im Pré-
senzunterricht nach einem etwas anderen Vermittlungsweg gesucht. Meine Empfehlung
wire: Holen Sie sich das Arbeitsblatt DefGewDgl.pdf vom Laufwerk r.\....\Semester
2\ Arbeitsmittel.... und legen Sie es neben das Skript. Lesen Sie dann den Text im
Skript und fiillen Sie die Liicken im Arbeitsblatt entsprechend dem Vorlesungstext
aus. Benutzen Sie zuerst das Beispiel vom Federschwinger fiir die einzelnen Definitio-
nen. Dafiir steht die Losung im Text und danach die folgenden 5 Beispiele aus der
Vorlesung. Versuchen Sie, diese den Definitionen zuzuordnen.

39
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2.1 Einleitung und Grundbegriffe

Beispiel 2.1 Betrachten Federschwinger mit der Federkonstanten k > 0 :

777777 Ruhelage x =0

Masse m
Gesucht:
Gleichung zur Berechnung der Auslenkung x = x(t) der konstanten Masse m aus der
Ruhelage:
Zum Zeitpunkt t = 0 gilt:
Anfangsauslenkung x(0) = xg
Anfangsgeschwindigkeit 1(0) = vg
d2
Beschleunigung der Masse: a= d_tf =
Riicktreibende Federkraft : F=m-a (NEWTON)
—kr=m-x

= A) mi+kr=0

Wenn die Schwingung nicht im Vakuum stattfindet, kommt die Reibungskraft hinzu:
F = ri mit dem Reibungskoeffizienten r = const. Sie wirkt der Schwingung entgegen:
—krx—rt=m-x

= B) mi+ri+kr=0

Die Schwingung kann von auflen durch eine aufgeprigte Kraft F(t) beeinflusst werden:
= () ma+ri+kr=F(t)

Definition 2.1 FEine Gleichung, die als gesuchte Grifse eine Funktion einer Verdnder-
lichen und Ableitungen dieser enthdlt, heifst gewohnliche Differentialgleichung.

Das Besondere gegeniiber bisherigen Gleichungen ist also, dass wir keinen Losungs-
punkt mit x— und y—Koordinate suchen, sondern eine Funktion, die die Gleichung
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erfiillt. Damit kann man Vorgéinge beschreiben. Die Voraussetzung fiir eine Losung
ist dann natiirlich, dass sie so oft stetig differenzierbar ist, wie es in der Gleichung
verlangt wird. Das ist eine harte Forderung! In der Technik hat man als unabhingige
Verinderliche oft die Zeit ¢, und deshalb gibt es fiir eine Ableitung nach ¢ sogar eine
eigene Abkiirzung: einen Punkt iiber dem Funktionsnamen. Wie oben im Beispiel wird
dann fiir den Weg oft die Grofie x = z(t) angesetzt. In der Mathematik betrachtet man
hingegen meist Funktionen y = f(x), d.h. x ist dann die unabhéngige Verénderliche.
Schauen Sie bitte also immer genau hin, was ist die abhéingige und was die unabhéngige
Verénderliche.

Bemerkung 2.1 Es ist wichtig, dass die gesuchte Funktion und deren Ableitungen in
einer Differentialgleichung nur an einer Arqumentstelle auftreten.

Definition 2.2 Die Ordnung der Differentialgleichung wird durch die héchste auftre-
tende Ableitung der gesuchten Funktion bestimmt.

Im Beispiel von oben ist damit die Ordnung der Differentialgleichung 2.

Definition 2.3 Enthdlt die Differentialgleichung additive Terme ohne die gesuchte
Funktion und deren Ableitungen, so heifit die Differentialgleichung inhomogen, ande-
renfalls homogen.

Im Beispiel von oben ist folglich die Differentialgleichung C) inhomogen, die Differen-
tialgleichungen A) und B) sind homogen. Unterstreichen Sie den additiven Term, der
iiber die Inhomogenitét entscheidet.

Definition 2.4 Sind in einer Differentialgleichung die gesuchte Funktion und thre Ab-
leitungen nur linear miteinander verkniipft, so heifst die Differentialgleichung linear,
anderenfalls nichtlinear.

Im Beispiel von oben sind alle 3 Differentialgleichungen linear, da z, & und & durch eine
Linearkombination miteinander verbunden sind. Nichtlinearitéten in der unabhéngigen
Verénderlichen werden dabei nicht beachtet. Wire also in C) die Funktion auf der rech-
ten Seite z.B. F(t) = sin(t), dann ist diese zwar nichtlinear, aber die gDGI insgesamt
nicht:
mz + ri + kx = sin(t)
Dasselbe wiirde passieren, wenn in C) statt dem Faktor m der Faktor ¢? stehen wiirde:
i+ ri + kx = F(t)

C) wiirde aber beispielsweise mit dem Faktor x an der Stelle von m zu einer nichtli-
nearen gDGI:

r-%+ri+kr=F(t),
denn ein Produkt ist eine nichtlineare Operation und diese tritt hier zwischen der
gesuchten Funktion und deren 2. Ableitung auf.
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Definition 2.5 Treten in einer Differentialgleichung die gesuchte Funktion und ihre
Ableitungen ausschliefllich als Argumente in Potenzfunktionen auf, so bestimmt der
héchste Exponent dieser Potenzfunktionen den Grad der Differentialgleichung.

Im Beispiel von oben ist der Grad aller 3 Differentialgleichungen 1.

Gewohnliche Differentialgleichungen sind hiufig in Naturwissenschaft und Technik an-
zutreffen:

Beispiel 2.2 Beschreibung von elektrischen Stromkreisen:

uq
S Ko
1< R
< ) —
duc . .
RC% + uc = uy, Gesucht ist die Spannung uc am Kondensator.

Beispiel 2.3 Beschreibung von organischem Wachstum und Zerfall:

dx
iy A
ar

mit x : Masse des zerfallenden (radioaktiven) Stoffes und k : Zerfallskonstante, k > 0

Beispiel 2.4 Beschreibung eines einseitig eingespannten Stabes:

7
‘ x(t)

F(t)

(.

[ F'..
@ 4/ —i =0,
o'

wobei o ein Materialparameter ist. Gesucht ist die Auslenkung x(t) des Stabes.
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Beispiel 2.5 Beschreibung eines mathematischen Pendels:

mgsin (t) = mid(t)

mit ¢ : Ausschlagswinkel, g : Erdbeschleunigung, m : Masse, Gesucht ist der Winkel
o(t). (Die gDGl ist nichtlinear, wegen des Terms sin ¢(t).)

Beispiel 2.6 Beschreibung von gekoppelten Federschwingern:

e e

> y=y(

Y4bj=cy, abcelR
Gesucht ist die Auslenkung y(t) der Masse m;.

Im Folgenden wird Beispiel 2.2 zur Losung ausgewihlt. Da wir als Umkehrung der
Differentiation die unbestimmte Integration kennengelernt haben, stehen die Chancen
gut, eine Losung zu finden. Allerdings bekommen wir eine frei wihlbare Konstante
durch diese unbestimmte Integration in die Losung hinein, und es entsteht die Frage:
Reicht die oben angegebene Gleichung aus, um u,. eindeutig zu bestimmen?

du,
RC CZ = Ug— Uc Voraussetzung : ug — u. # 0
Nun trennen wir die Variablen und die Differentiale;
alle Groflen mit u. nach links, alle mit ¢ nach rechts
du, B dt Substitution : z = ug — U
Uy — Ue dz = —du,
—dz Multiplikation mit (—1)
— = —dt )
z und Integration
In|z| = ——t +K

RC
Nun miissen wir noch die gesuchte Funktion z aus dem Logarithmus und dem Betrag
durch Anwendung der Umkehroperationen ,befreien” sowie die Riicksubstitution vor-
nehmen. Zuerst wird entlogarithmiert, d.h. beide Seiten der Gleichung werden zum
Exponenten einer e-Funktion:

ln lz| _ ’Z| ’Uq . Ucl rechte:Seite 6_%—’_;{ _ 6_% ) BK
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Wenn wir nun den Betrag auflosen erhalten wir

+(ug — u.) = e e - ef
Wir nehmen die Vorzeichen ,,+” auf die rechte Seite und vereinigen s
ie mit dem Faktor eX. Da X > 0 gilt, erreichen wir mit e alle reellen Zahlen aufier
der Null und setzen nun

K _ e fiir Ug — Ue >0
—e® fur ug—u. <0

Damit ergibt sich:
Ug — Ue = tefeme = Keme; K eR~ {0}

Durch Umstellen nach uc (Multiplikation mit (—1) und anschlieBender Addition von
u,) erhalten wir

uczuq—Ke’ﬁ K e R~ {0} (%)

Am Anfang der Rechnung mussten wir fordern u, — u. # 0, damit wir durch

uy — U teilen durften. Diesen Fall miissen wir jetzt noch einmal genauer anschauen:
Wenn gilt u, —u. = 0, dann erhalten wir sofort u, = v, = const. und damit % =0.
In diesem Fall wird folglich die Differentialgleichung RC % = uy — u. auf beiden Seiten
null und ist damit erfiillt. Also gehort u, = u. = const. auch mit in die Losungsmenge.
Wenn wir nun in der Losung () K = 0 zulassen, wird die Losung u. = u, erreicht.
Damit ergibt sich insgesamt die allgemeine Losung der Differentialgleichung

uc:uq—Ke_%; K eR

Diese Losung ist aber nicht eindeutig bestimmt. Durch die frei wihlbare Konstante K
gibt es unendlich viele Funktionen, die die Ausgangsgleichung erfiillen. Zur Auswahl
einer einzigen sind Zusatzinformationen notig, z.B. iiber den Ausgangszustand bei
t=0:

u(0) = wu(t<0)=0 ~
u.(0) = 0=u,— Ke* = K =u,
ue = ug(l— e’%)
Jetzt haben wir (endlich!) eine eindeutige Losung erhalten. Diese Losungsmethode heift
Trennung der Verénderlichen. Spiiter werden wir diesen langen Weg automatisieren, so

dass wir nicht jedes Mal alle einzelnen Schritte ausfithren miissen.
Zeichnerisch passiert dabei Folgendes: Die allgemeine Losung wird im Bild durch eine
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Kurvenschar dargestellt, entsprechend der unterschiedlichen Wahl von K. Diese Kur-
ven schneiden sich nicht, d.h. durch jeden Punkt der Ebene verlduft genau eine dieser
Kurven:

a0 1.25 25 3.75 5 t/(RC)

Durch die Anfangsbedingung u.(0) = u.(t < 0) = 0 erfolgt die Auswahl der roten
Kurve mit K = u, aus der Kurvenschar.
Diesen Weg kénnen wir nun in der folgenden Definition zusammenfassen:

Definition 2.6 Die Losung (Das Integral) einer gewohnlichen Differentialgleichung n-
ter Ordnung st jede, in threm Definitionsgebiet n-mal stetig differenzierbare Funktion,
die mit ihren Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

Es werden drei Losungstypen unterschieden:

1. Die allgemeine Losung einer gewodhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung
enthiilt n unabhiingig wihlbare Konstanten Cy, Cy, ...C,, (Parameter):
x =x(t,Cy,Cy,...Cy) bzw. y = y(z, Cy, Csy, ...CY).
Die grafische Interpretation ist eine n-parametrische Kurvenschar.

2. Eine spezielle (partikulére) Losung erhilt man aus der allgemeinen Losung durch
spezielle Wahl der Konstanten C, Cs, ...C,,, z.B. um Zusatzbedingungen zu erfiil-
len. Zusatzbedingungen an einer einzigen Stelle ¢, € D;: x(ty), #(ty), .2 Y (ty)
bzw. y(x0), ¥ (o), ...y (x0) heilen Anfangsbedingungen oder Anfangswerte,
die Aufgabe Anfangswertaufgabe (AWA). Zusatzbedingungen an mehreren Stel-
len von D; nennt man Randbedingungen oder Randwerte, die Aufgabe Rand-
wertaufgabe (RWA).

3. Als singulir bezeichnet man Losungen, die man nicht durch eine spezielle Kon-
stantenwahl aus der allgemeinen Losung erhalten kann.
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Beispiel 2.7 Betrachte die Differentialgleichung v*((y')? +1) — 1 = 0.
Deren allgemeine Lisung lautet: (x — C)* + y* = 1. (Nachweis s. unten)

YIRS
o

Die allgemeine Lésung ist eine Schar von Kreisen mit dem Radius v = 1 und
den Mittelpunkten M = (C;0)T :

Z.B. st die spezielle Losung mit C' = 0 der Einheitskreis. Die Finhiillenden der
Kurvenschar: y = +1 sind ebenfalls Losungen der Differentialgleichung: Probe
durch Einsetzen

PP+ 1) —1=1(0+1)—1=0
Diese kénnen aber nicht durch spezielle Konstantenwahl aus der allgemeinen Lo-

sung erhalten werden und sind deshalb singuldre Losungen.

Nachweis der Losung*:
Fakultativer Abschnitt:

Ableitung der allgemeinen Losung:

2 —-C)+2yy = 0 ~

, x—C
y = -

Zusammen mit der nach y* umgestellten allgemeinen Lisung y*> = 1 — (x — C)?
ergibt sich nach dem Finsetzen in die Differentialgleichung:

z—C

V()P +1) -1 = [1—(z-CP)((~ ” P +1) -1
_ [1_(1;—0)2]((“";20)2“)_1
- -G -
= (-0 +1-(z—-0)* -1
=0

Ende des fakultativen Abschnittes

Ehe wir nun zu einem speziellen Typ von gDGI iibergehen, 16sen Sie bitte die Aufgabe
auf dem Arbeitsblatt, um zu kontrollieren, ob Sie die Definitionen verstanden haben.
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2.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.2.1 Richt ungsfeld* Fakultativer Abschnitt:

Die allgemeine Form einer Differentialgleichung 1. Ordnung lautet:

explizite Form: ¢ = f(z,y)
implizite Form: F(z,y,y') = 0.

Geometrische Veranschaulichung:

Eine explizite Differentialgleichung ordnet jedem Punkt des Definitionsgebietes von
f(z,y) einen Wert der Ableitung ' der gesuchten Funktion zu. Diese Ableitung gibt
die Richtung der Tangente an die Losungskurve im Punkt P = (z,y)” an. Das Zah-
lentripel (z,y,4’) nennt man Linienelement. Die Menge aller Linienelemente ist das
Richtungsfeld der Differentialgleichung. Linien, die Punkte gleichen Anstieges verbin-
den, heiflen Isoklinen. D.h. auf ihnen gilt 3/ = ¢ = const.

Beispiel 2.8 ¢/ = —E;
Y

Isokline y
y' = const.

Lmlenelem% ,

Die allgemeine Lisung ist eine Schar konzentrischer Kreise um den Ursprung.

Beispiel 2.9 ¢/ = 2%

Isokline y
y' = const.
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Die allgemeine Losung ist eine Schar von kubischen Parabeln.

Durch die Linienelemente wird der Anstieg der Losungskurve angegeben. Geometrisch
bedeutet damit die Losung der Differentialgleichung das Finden von Kurvenscharen,
deren Tangentenrichtung mit dem jeweiligen Linienelement zusammenfillt.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine einparametrische
Kurvenschar y = y(z,C). Folglich gibt es unendlich viele Losungen y = y(x) der
Differentialgleichung 1. Ordnung y' = f(x,y).

Satz 2.1 Sei f(z,y) stetig in Dy. Dann geht durch jeden Punkt P € D; mindestens
eine Losungskurve y = y(x) der Differentialgleichung y' = f(z,vy).

Satz 2.2 Sei f(x,y) stetig in Ds. Es existiere g—’yc in Dy und sei dort stetig. Dann geht
durch jeden Punkt P € Dy genau eine Losungskurve y = y(x) der Differentialgleichung

y = f(x,y).

Folgerung 2.1 Unter den Bedingungen von Satz 2.2 hat die AWA y' = f(x,y);

y(xo) = yo tmmer genau eine Losung. Mit Hilfe des Anfangswertes y(xo) = yo wird aus
der Kurvenschar der allgemeinen Lésung eine spezielle Losung, die durch den Punkt
Py = (zo;y0)T verliuft, ausgewdhit.

Ende des fakultativen Abschnittes

2.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung
Die allgemeine Form linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir y = y(z) lautet:
v +al@y=flx);  (+)

Dabei heifit a(z) Koeffizientenfunktion und f(z) rechte Seite oder Storfunktion.
Gilt f(x) # 0 Va € D,, so liegt eine inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung
vor, anderenfalls eine homogene.

Satz 2.3 Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (+) ist die
Summe von einer partikuldren (speziellen) Losung y,(x) der inhomogenen Differenti-
algleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung yp,(x):

y(@) = yp(x) + yn(2)

Wir werden nun beide Summanden einzeln nacheinander bestimmen.
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2.3.1 Die allgemeine L6sung der homogenen Differentialglei-
chung

Die homogene Differentialgleichung zu (+) lautet: ¢ + a(x)y =0

d.h. man ldsst im 1. Losungsschritt die rechte Seite weg.

Den Weg zu zur allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung werde ich als
fakultativ kennzeichnen. Er entspricht dem Vorgehen im ersten gerechneten Beispiel;
Methode: Trennung der Veridnderlichen*)

Fakultativer Abschnitt:
y +alz)y = 0 (++)
d
d—i = —a(2)y y#0
dy . ..
— = —a(x)dz : allgemeine Losung von (++)
)

Zusiitzlich muss gepriift werden, ob y = 0 eine Losung von (++) ist. Dann gilt aber
Yy’ = 0 und nach Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

y + a(x)y=0+a(zx)-0=0

Damit muss in der allgemeinen Losung von (++) y = 0 mit enthalten sein:

Injy| = /—a(x)dx +C
|y| _ effa(:r)d:r+C' _ effa(z)d:r . 6C

— De Jal@)de D>0

y { —De= Jo@dr fiip 4 < 0

+De~Ja@dz fir g >

Zusammen mit der Losung y = 0 ergibt sich die:
Ende des fakultativen Abschnittes

allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichung v + a(x)y =0
V= De—fa(ac)d:c DeER

Zur Losung ist es moglich, entweder diese Formel zu benutzen (kurzer Weg) oder die
Trennung der Veréinderlichen jedes Mal erneut auszufiihren (langer Weg). Ich empfehle
Thnen den kurzen Weg. Vergleichen Sie selbst:
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Beispiel 2.10 v/ —y == — homogeneGleichung: iy’ —y = 0
Storfunktion: f(x) =x
Koeffizientenfunktion: a(x) = —1
kurzer Weg:
yp = DeJ 719 = De” DelR

langer Weg*:

Fakultativer Abschnit:

y-y =0
dy . .
—= =y y # 0; y =0 ist aber Lisung
dx
d
- / dz
Y

Inly = z+C

|y| — eaz—l-C = e . 6C’

yn = De” DeR

Ende des fakultativen Abschnittes

2.3.2 Ermittlung einer speziellen Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung

Auch hier werden wir allgemein eine Losungsformel herleiten, die sofort benutzt werden
kann (kurzer Weg). Alternativ kann natiirlich auch jedes Mal erneut die Losungsme-
thode angewendet werden (langer Weg*).

Wir suchen nun eine partikulire Losung von: ¢ + a(z)y = f(z)

Methode: Variation der Konstanten nach Lagrange

Ausgangspunkt ist die Losung der homogenen Gleichung;:

yr= De /@ — D.g(2) DecR
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y(x) kann damit aus der Losung des homogenen Problems abgelesen werden. Fiir die
partikuléire Losung des inhomogenen Problems stellen wir nun folgenden Ansatz auf:

yp=D(x)-y(z)

D.h. wir setzen die gleiche Losungsstruktur wie bei der Losung der homogenen Glei-
chung an, lassen aber die Konstante in Abhéngigkeit von der unabhéingigen Variablen
variieren. Sie wird damit zu einer Funktion von z. Nach Differentiation ergibt sich:

Y, = D'+ Dy

y ist eine spezielle Losung der homogenen Differentialgleichung im Falle von D = 1 und
erfiillt damit diese auch, d.h.: ¥ = —a(x)y. Einsetzen in die obige Gleichung liefert:

Yp = D'y + D(—a(x)y)

In der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich damit:

Yp + al@)yy, = DY+ D(—a(zx)y)+ a(z)Dy = f(z)
Das hebt sich auf.

r)
z)
f_

D(z) dx +E)

\
IS
S
\\/\/\

Da nur eine partikuldre Losung gesucht wird, wihlt man stets £ = 0. Anschlieend
muss D(z) in den Ansatz

yp= D(x) = D(x)-y(x)

eingesetzt werden, um die partikulére Losung y, zu erhalten.

Beispiel 2.11 Weiterfiihrung des obigen Beispiels: y —y = x mit der allgemeinen
Lésung yp, = De® der homogenen Differentialgleichung y' —y = 0 und der rechten Seite
f(z) =

yn = De* = Ansatz: y, =D (z)e* =D (x)y ~y=¢€"
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D(z) = /%dx:/e%dx

= /xe”dx (TR oder Tabelle)

kurzer Weg:

langer Weg*:
Fakultativer Abschnitt:
y, = D'e"+ De”
Yp—Yp = D'e"+ De" —De® =
De* = z
dD = xe "dx
D = /xe"”dm =—xe " —¢e "

Ende des fakultativen Abschnittes
Damit ergibt sich fiir die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
Yy = D(v)e" =(—ze ™ —e ")e”
= —ao—1
Die allgemeine Liosung der Ausgangsdifferentialgleichung lautet somit:
Y=1Yp+yn=—2— 1+ De"; DelR

Auch hier lautet meine Empfehlung: kurzer Weg. Schauen wir uns nun noch 3 weitere
Beispiele an:

Beispiel 2.12 (22 +2)y — 22y = 3(2? + 2)?, y(-1)=6

Herstellen der allgemeinen Form der DGI 1. Ordnung: y' + a(x)y = f(x) mittels Divi-
sion durch (x? 4+2) # 0

2r 2
y’—x2+2y = 3(z*+2) ~
2z
ar) =~ f(z) =3(2* +2)

1. Schritt: Losung der homogenen Differentialgleichung:

y, = De Je@d iy

2
- / a(x)de = — / > j_ 2dyc =In (2 +2) (ohne Integrationskonstante)

yn = Deln(mQJrZ) -D ($2 +2)
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2. Schritt: Losung der inhomogenen Differentialgleichung :

Yp = (x2~|—2) N Y= (m2—|—2)
B x) 3(x? +2)
D(z) = / / 21 2) ——dx

3dx = 3z (ohne Integrationskonstante)

Il
u\

yp = D(z) (2> +2) =3z(2” +2)

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich in der
Addition der beiden Teillosungen:

y=1y,+y,=3z(z®+2)+ D (2°+2); DeR
3. Schritt: Losung des AWP durch Finsetzen des AW in die Lésung:

yawp(—1) = [Bz(2?+2)+ D (2*+2)] __|
= 3(1+2)+D(1+2)=6 (=AW
3D = 6+9=15
D =5
yawp = 3x(z®+2)+5(2°+2) = 3z +5)(2* +2)
= 32° 4 62 + 522 + 10

Beispiel 2.13

23

yl + 2%y = 22”3
Aus der Differentialgleichung konnen wir sofort ablesen:
a(r) = 2% f(z) =z%"%
1. Schritt: allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung:

yn = De/a(@)4dz mit
3
- / a(x)de = — / ridr = —% (ohne Integrationskonstante)

yn = De73
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2. Schritt: partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

3. Schritt: Fir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich
damit insgesamt:

1
Yy = Yyptyn= 533367%13 + De 5"
1
y = (gzr?’ + D)e_%zg'; DeR

Losen Sie nun die Aufgaben 1 bis 3 des A-Teils der Ubung Differentialgleichungen.

Beispiel 2.14 *) Fakultativer Abschnitt:

Einschalten eines RC-Gliedes an eine Wechselspannung

u, = Usinwt; u(t <0)=0
Nach Kirchhoff gilt:

—Ug + 1R+ u. =0
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o du,
Mit i, = C i und T = C'R folgt dann:
du,
—ug +C o R+u, = 0
du,
RC o +u. = uy
du, )
T ch +u., = Usinwt
du, n lu _ Usinwt
dt T ¢ T

Das ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung mait

1 U sinwt
a(t) = - und f(t) = —

du, 1
1. Schritt: Losung der homogenen Differentialgleichung: CZ +—u.=0
T

Uep, = De_fa(t)dt — De—f%dt — De_%t,
2. Schritt: Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Uy =Dt e =D(t)d, AG=c 7

U sin wt

D(t) = @dt:/%dt

uc

T

U sinwt
= / e (2x partiell, Gohler)
-
U et 1
= —5——(=sinwt —wcoswi)
T 5 +w T
U 727!
= —————(—sinwt — wcoswt
71+ 72?2 <7' )

Damit ergibt sich fiir die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

pyett = U L et
Ue = e 7 = ——|—SIlnwt —wcoswt)e T
P 14+ 7202 7

Ut

= m(; sinwt — w cos wt)

95
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3. Schritt: Gesamtlosung:

Ue = ucp+uch
U 1
= TT22(— Sin wt — w cos wt) —+ _D@_%t
T W T

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung u.(t = 0) = 0 findet man weiter:

Ur
0 = 7220~ w+D
Urtw

1+ 7202
1
U = ————(sinwt— wrcoswt+wre *!
1+ 72w? ( )

= T(;w?(wﬂa_%t + Asin(wt — ¢))

Nebenrechnung: sinwt — wT coswt = Asin(wr — ¢) = Asinwr cos ¢ — A cos wr sin ¢
= Asing =wr; Acos¢=1;

—  A?cos?p+ A’sinp=A2=14+w?? = A=+1+uw?r2

tan ¢ Asin ¢ in o wT wT
= tan¢ = = WrT; sing = — = ——
Acos ¢ ’ A 1+ 22
Damit geht u,. tiber in
U
Ue = T o o (wTe*%t + V1 + w?r?sin(wr — ¢))

U ( wT ,1t+\/1+w272 sin( é))
e 7 4 ———sin(wr —
V14 1202 V1 + 7202 V1471202

sin ¢ kiirzen

- L(Sin gbe_%t + sin(wT — ¢))

N

= fliichtiger Anteil + stationdrer Anteil

Der fliichtige Anteil entspricht der Losung des homogenen Problems unter Einbeziehung
der Anfangsbedingung. Er konvergiert mit t — oo gegen Null. Der fliichtige Anteil
entspringt dem schwingenden System.

Der stationdre Anteil entspricht der partikuldren Losung des inhomogenen Problems
und widerspiegelt den dufleren Finfluss auf das System. Er setzt sich fiirt — oo durch.

Ende des fakultativen Abschnittes
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2.4 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Losung von Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten. Wie Sie in der Einfithrungsvorlesung gesehen haben, besitzen sie
in der Technik eine grofie Bedeutung. Schauen Sie bitte noch einmal in die Beispiele 2.1,
2.2, 2.3 und 2.6. Alle diese Differentialgleichungen haben vor der gesuchten Funktion
oder deren Ableitungen Koeffizienten stehen, die meist aus Material-, Vorgangs- oder
Bauteilparametern bestehen, die i.Allg. als konstant angesehen werden kénnen.

Die allgemeine Form der einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten lautet:

Yy a1y Y 4 ay Fagy = f mit a; € R.

Entsprechend unseren Klassifizierungspunkten ist diese Differentialgleichung von n-
ter Ordnung, inhomogen, linear und von 1. Grad. Wir wissen bereits, dass sich die
Losung einer linearen Differentialgleichung additiv aus der allgemeinen Losung der
entsprechenden homogenen Differentialgleichung und aus einer speziellen Losung der
inhomogenen Differentialgleichung zusammensetzt:

Yges (ZL’) =Y (*I) + Un (I) .

Dieses Prinzip findet man immer bei linearen Problemen, nicht nur bei linearen Dif-
ferentialgleichungen. Denken Sie beispielsweise einmal an die Losung eines linearen
Gleichungssystems. Dort haben Sie folgendes Ergebnis kennengelernt:

Wenn das lineare Gleichungssystem Az =b losbar ist, r der Rang von A, und n die
Anzahl der Unbekannten ist, dann ist im Fall » = n das LGIS Az =b eindeutig losbar.
Bei r < n enthélt die Losung (n — r) Parameter. Sie ist ein (n — r)-parametrischer,
verschobener Unterraum der Form:

o
E Sr+1 S”
Ly
— | = —— + | — |+ . o+t | ——
Tr41 0 1 0
T 0 0 1
spezielle Losung des allgemeine Losung des homogenen

inhomogenen Problems + Problems (Unterraum)
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Wir wollen nun analog zur Losung einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung vor-
gehen und zuerst die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung suchen,
d.h., wenn die Gleichung urspriinglich inhomogen war, lassen wir im 1. Schritt den
Inhomogenitéitsterm weg, bzw. setzen ihn voriibergehend Null.

2.4.1 Die homogene Gleichung

Allgemeine Form:

y™ +a, 1y 4+ ay +agy =0
Fiir diese Sorte von Differentialgleichungen kann stets eine Losung angegeben werden,
was bei Differentialgleichungen durchaus nicht selbstverstéinlich ist.
Wir benutzen den Losungsansatz y = e der uns zu einem sogenannten Fundamental-
system aus n linear unabhéingigen Losungen fiihrt. Beim Differenzieren des Losungs-
ansatz y = e erhalten /' = A, y” = N2, .. y(™ = A" . AnschlieBend setzen wir
alles in die Differentialgleichung ein:

NN 4 oq, AN e 4 age™ =0
und erhalten nach Division durch e** die charakteristische Gleichung:
N Fap N a A ta=0 (4)

Die Division ist immer mdoglich wegen e** # 0. Das Ergebnis ist eine Polynomglei-
chung, die der Differentialgleichung in dem Sinn entspricht, dass an Stelle einer k—ten
Ableitung in der Differentialgleichung die k—te Potenz von A in der charakteristischen
Gleichung steht. Man kann also die charakteristische Gleichung ohne Rechnung sofort
hinschreiben. Allerdings sollten Sie den Ansatz mit vermerken, damit klar ist, was mit
den verschiedenen A—Werten zu passieren hat, die man aus der Polynomgleichung be-
rechnen kann.

Dieses Polynom n-ten Grades (+) hat im Bereich C nach dem Fundamentalsatz der
Algebra genau n Losungen. Mit diesen Losungen \;, ¢ = 1,2, ..., n stellt man das Fun-
damentalsystem der Losungen wie folgt auf:

1. Jeder k-fachen reellen L6sung \; entsprechen im Fundamentalsystem die k
partikulidren Losungen:

AT

eM®  xe ket

Aﬁc, CL'2€)\M,

*9

2. Dem k-fach auftretendem Paar konjugiert komplexer Wurzeln A\ = a+if
entsprechen die 2k partikuliren Losungen:

e cos (Bx), e sin (fz) ,

xe®® cos (fx), xe®® sin (fz)

27160 cos (B) 2F1e? sin (Bz) .
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Bei hoheren Vielfachheiten als 1 fiir ein \; wird also das entsprechende Element des
Fundamentalsystems immer wieder mit x multipliziert, bis man fiir dieses \; so viele
Funktionen in dem Fundamentalsystem hat, wie es die Vielfachheit der reellen Wurzel
oder die Vielfachheit des Paares komplexer Wurzeln angibt.

Beispiel 2.15 y® — 2y — ¢/ —4y/ + 12y =0; y = e

= M —2X3 = \? — 4\ + 12 = 0 ist die charakteristische Gleichung.
Mittels Hornerschema findet man die Losungen

A1 = Xy =2, d.h. \y hat die Vielfachheit 2, und

A3/q = —1+ivV2=a=+iB mita=—1 und = V2.

A3/4 ist also ein Paar konjugiert komplexer Losungen mit der Vielfachheit 1.

Damit besteht das Fundamentalsystem aus den Funktionen
o= N =2y, = 2eM® = 1e?®, da \; die Vielfachheit 2 hat

ys = e cosfPr=e *cos (ﬂx) , Yg = €e*sin fxr = e “sin <\/§a:>

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist dann eine Linearkom-
bination der 4 Funktionen aus dem Fundamentalsystem:

yn(®) = Ciyr+ Coya + Csys + Cays
= C1e¥ 4+ Cyze®™ + Cye cos (\/590) + Che % sin (\/ir) , CieR

Beispiel 2.16 y® +8y" + 16y =0; y=e¢\

—>  Die charakteristische Gleichung lautet \*+8X\*4+16 =0 wund hat die Losungen
A2 = 20 und N34 = —2i, d.h. es liegt ein Paar konjugiert komplexer Losungen

A = £2¢ miat der Vielfachheit 2 vor, a = 0; = 2.

Damit besteht das Fundamentalsystem aus den Funktionen

0

y1 = e*cosfx=e’ cos(2x) = cos(2x); yo = ¥ sin fr = sin(2x)

ys = xe* cos B = we’ cos(2r) = x cos(2x), Yy = e sin fr = x sin(27)

da das Paar konjugiert komplexer Losungen A = +2¢ die Vielfachheit 2 hat.
=—> allgemeine Losung:

yn () = Cryr+ Coya + Csyz + Cyys
= (Cicos2x + Cysin2z + Cixcos2x + Cyrsin2z, C; € R

Beginnen Sie nun, ein Arbeitsblatt zur Loésung der linearen Differential-
gleichungen mait konstanten Koeffizienten zu erstellen, das Sie dann in der
Ubung und der Klausur nutzen kénnen. Jetzt steht die Frage: Was muss
ich machen, um eine homogene Differentialgleichung dieser Art zu losen?
Bitte beachten Sie, dass keine realen Beispielaufgaben enthalten sind.
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2.4.2 Die inhomogene Gleichung

Gesucht ist nun eine partikuldre Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung
n-ter Ordnung;:
"+ a1y Y+t ay +agy = f.

Wir nehmen jetzt also wieder den Inhomogenitéitsterm mit in die Rechnung auf. Das
allgemeine weitere Vorgehen entspricht der Methode der Variation der Konstanten,
wie wir sie bei der inhomogen, linearen Differentialgleichung 1. Ordnung kennengelernt
haben. Diese Methode wollen wir hier aber nur fakultativ weiterfiihren, da sie oft auf
schwer losbare Integrale fiihrt. Dann muss man numerische Methoden einsetzen, die
hier aber nicht Gegenstand sind.

Variation der Konstanten*)

Fakultativer Abschnit:

Aus der bekannten Losung y;, der homogenen Differentialgleichung

yn (2) = Ciy1 (2) + Coya () + ... + Cryn ()

wobei {y; (z)}}_, ein Fundamentalsystem bildet, wird im allgemeinen Fall ein Ansatz
fir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung y, gewonnen:

Yp (1) = C1(z) y1 (7) + Co (2) Y2 (7) + .. + Cp (2) Y (1) -

Da die Funktion y, (z) die Differentialgleichung erfiillen muss, wird sie differenziert,
und die Ableitungen werden in die Differentialgleichung eingesetzt. Mehrfache Wie-
derholung dieses Vorganges und Vereinfachungen zur Einddmmung der entstehenden
Flut von Termen aufgrund der Produktregel beim Ableiten fiihrt zu fogendem linearen
Gleichungssystem:

nCL+ 105+ ...+ y, O, =
1, CL+yhCo+ ...+, Cl = 0

w O T+ C =
y1 () Yo () Yn (2) 1 0
yi(x)  y(a) Yn (2) Cy 0
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Die Systemdeterminante ist die sogenannte Wronskideterminante W. Weil die Funk-
tionen y;, ¢ = 1,2,...,n linear unabhéngig sind, gilt detWW # 0, d.h. das Gleichungs-
system ist immer eindeutig losbar. Die Losung Cf (z),C4 (z), ...C), (x) liefert anschlie-
fend durch Integration die gesuchten Funktionen C (x),Cs(z),...C, (z). Mit dem
Einsetzen in den Ansatz fiir y, erhélt man dann die gesuchte partikuliéire Losung der
Differentialgleichung. ZUm Schluss wird die Gesamtlosung bestimmt durch

Yges () = yp () +yn (2) -

Beispiel 2.17 ¢/ +y = —
sin x

Die Liosung der homogenen Differentialgleichung y" + vy = 0 lautet mit der charakte-
ristischen Gleichung N1= 0;  Aij2 = xi. Damit erhalten wir tiber das Fundamen-
talsystem {y; = sinx,y, = cosx} die Losung der homogenen Differentialgleichung und
daraus den Ansatz fiir y,(x)

yp () = Cyisinx + Cycosz.
yp(x) = Cy(z)sinz+ Cy (x)cosx

Mit diesem Ansatz fiir entsteht das lineare Gleichungssystem

sinx cosw 1\ 0
cosz —sinz ¢y )\ = )

Zum Losen dieses Gleichungssystems wird die Cramersche Regel benutzt:

sinx coszx .
D = ) = —gin’x —cos’z = —1
cosxr —sinzx
0 Cos X CosS ¥
Dy = L —sinz | s
o sin &
sinz 0
_D2 - 1 - ]_
COST =
s T

Damit ergeben sich folgende Gleichungen fiir die unbekannten Funktionen C} () und

CY (z) -

D Ccos ¥
C{(m) - Elzsinx
D
Chla) = 2 =-1

sin x

02 (l’) =

D
Ci(z) = /Cosxdx:/cotxdx:1n|sinx|+K1
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Die Konstanten K; und Ky werden null gewdhlt, weil nur eine partikuldre Lésung
bendtigt wird. Somit gilt: Cy (z) = In|sinx| und Cy () = —x. Durch Einsetzen in den
Ansatz fiir y, ergibt sich:

yp(x) = C)(x)sinz+ Cy(z)cosz

= In|sinz|sinz — z cos .
Die Gesamtlosung lautet folglich:

Yoes (¥) = yp (x) + yn (z)
= In|sinz|sinz — xcosz + Cysinx + Cycosx

Diese Losungsmethode ist universell einsetzbar, aber sehr rechenaufwendig und fiihrt
schon bei einfachen rechten Seiten zu komplizierten Integralen.
Ende des fakultativen Abschnittes

Wir wollen nun noch eine andere Methode kennenlernen, die nicht so universell ist,
aber in vielen praktischen Fillen leichter zum Ziel fithrt, die

Ansatzmethode

Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung f(z), auch Storfunktion genannt, eine
bestimmte Struktur hat, kann man die partikulire Losung mit der Ansatzmethode be-
stimmen. Der Ansatz fiir die partikulidre Losung wird dann nach der folgenden Tabelle
entsprechend der Gestalt der rechten Seite (Storfunktion) aufgestellt:

Storfunktion f (x) Ansatzfunktion y, (x)
e (by + b1z + ... + bpx™) 7'e®(By + Bix + ... + Bpa™)
e (k1 cos fx + ko sin fx) rle®® (K cos B + Ky sin Bz)

e[ (k1o + k11w + ... + kima™) cos Bz+ | 'e® (Ko + Ki1x + ... + K1,,2™) cos B+
+(koo + ko1 + ... + koyx™) sin Sz +(Kso + Koz + ... + Kypz™) sin Sz

Dabei bedeuten die Konstanten auf der linken Seite o, 3, b;, k;, und k;; fest vorge-
gebene Zahlenwerte aus der Aufgabenstellung, die man aus der Storfunktion ablesen
kann. Wichtig dabei sind insbesondere die Werte a un 3. Die Konstanten B;, K;, und
K;; auf der rechten Seite sind unbestimmte Koeffizienten, die im Laufe der weiteren
Rechnung ausgerechnet werden miissen. Bei einer konkreten Rechnung kann man dann
der Einfachheit halber auch nicht indizierte Buchstaben verwenden. Die Grofie [ ist 0,
wenn die Zahl A = a + i3 keine Losung der zugehorigen charakteristischen Gleichung
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der entsprechenden homogenen Gleichung ist, anderenfalls ist sie gleich der Vielfach-
heit dieser Losung (Resonanzfall).

Hat man den Ansatz erfolgreich aufgestellt, wird er in die Differentialgleichung einge-
setzt, und die unbestimmten Koeffizienten aus dem Ansatz werden iiber einen Koeffi-
zientenvergleich bestimmt.

Da nur mit dem richtigen Ansatz die nachfolgende Rechnung auch ausfiihrbar ist, wol-
len wir zunéichst die Aufstellung des Ansatzes diskutieren und iiben.

Bei der Aufstellung der Ansatzfunktionen ist Folgendes zu beachten:

1. In der Ansatzfunktion sind stets alle Koeffizienten By bis B,,, K;, K5 bzw. K
bis Ki,, und Ky bis Ky, mitzufiihren, auch wenn einige der entsprechenden
Koeffizienten in der Stoérfunktion nicht auftreten/Null sind.

Beispiel 2.18

Storfunktion f(x) | Ansatzfunktion y, ()

Tx? A+ Bx + Cz?
—4sin 3x Asin3x + Bcos3x

Der Grund dafiir liegt in der Differentiation des Ansatzes, die durchgefiihrt wer-
den muss, um ihn in die Differentialgleichung einsetzen zu kénnen. Dann wird
z.B. aus einem Sinus ein Cosinus oder der Grad des Polynoms wird kleiner. Es
hingt dann von der konkreten Differentialgleichung ab, ob alle Summanden auch
wirklich in der Losung auftreten. Man kann aber von vornherein i.Allg. keinen
ausschlieflen.

2. Lautet die Storfunktion
f(x)=bo+bix+ ...+ bypa™

und ist A = 0 [-fache Wurzel des charakteristischen Polynoms der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung,
oder lautet die Storfunktion

f(x) = e (ky cos fx + ko sin fz)

und ist A = a + i3 [-fache Wurzel des charakteristischen Polynoms der entspre-
chenden homogenen Differentialgleichung,so muss der Term z! als Faktor in den
Ansatz aufgenommen werden. (Resonanzfall)

3. Ist die Storfunktion f (z) eine Linearkombination von mehreren Storfunktionen
entsprechend Tabelle, so ist der Losungsansatz eine Linearkombination der ent-
sprechenden Ansatzfunktionen.
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Wegen dem Superpositionsprinzip fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung kann dann auch mit den einzelnen Ansatzfunktionen getrennt gerechnet
und erst danach die Gesamtlosung zusammengesetzt werden .

Um die Bestimmung des Ansatzes moglichst einfach zu gestalten, stellt man zunéchst
den Ansatz ohne Betrachtungen zum Resonanzfall auf und untersucht danach, ob der
Resonanzfall vorliegt. Wir wollen uns das nun an ein paar Beispielen anschauen, dann
werden Sie diese Regeln besser verstehen.

Beispiel 2.19 fiir den Losungsansatz:

Zu lésen ist die Differentialgleichung y" — 5y’ + 6y = 3 (2 — 1)
Zuerst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung bestimmt:
—>  Die charakteristische Gleichung: \* — 5\ + 6 = 0 hat die Losungen

= A =25£v6.25-6=25=x0.5

— A= 3; Ay =2
= Yp = 016396 + 02€2z
Nun schauen wir auf die rechte Seite der Differentialgleichung f(z) = €3 (2x —1)
und suchen in der Tabelle einen Ansatz heraus. In der Storfunktion kénnen wir durch
Vergleich mit der 1. Zeile der linken Spalte der Tabelle ablesen: o = 3, by = —1 und
by = 2. (bg und by haben erst spdter fiir die weitere Rechnung eine Bedeutung.) In der
rechten Spalte der 1. Zeile der Tabelle finden wir den Ansatz ohne den Resonanzfall zu
beachten, d.h. ohne den Faktor z':
= Yp(ohne Resonanz) — e (A + Bl’)
Zur Einschditzung, ob der Resonanzfall vorliegt, fehlt noch 3. Die Zahl (3 ist nur dann
von Null verschieden, wenn wir in der rechten Seite f(x) Winkelfunktionen vorfinden.
Das ist hier nicht der Fall, damit qilt 3 = 0. Nun vergleichen wir die komplexe Zahl
v=axif =3+ 0 =3, die sich aus der rechten Seite ergibt, mit den Losungen der
charakteristischen Gleichung. Gibt es dabei Ubereinstimmunyg, so wie in dieser Aufgabe:
v =3 = A\, so liegt der Resonanzfall vor, und wir miissen unseren Ansatz mit '
multiplizieren, wobei | die Vielfachheit der Nullstelle der charakteristischen Gleichung
1st. In unserem Fall gilt | = 1.
=y, = 2'e¥(A+ Bz) = ze* (A + Bx)
Das ist nun der endgiiltige Ansatz fiir unsere partikuldre Losung.

Beispiel 2.20 fiir den Losungsansatz:

Zu losen ist die Differentialgleichung y" — 4y’ + 5y = 7e**sinx
Zuerst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung bestimmt:
—> charakteristische Gleichung: \> — 4\ +5=10

— )\1/2:2:|:\/4—5:2:|:i;



2.4. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTENG65

=y, = e?*(Cycosz + Cysin )
Jetzt schauen wir auf die rechte Seite der Differentialgleichung f(x) = 7e**sinz. Aus
der Storfunktion lesen wir ab: « = 2 und = 1. Nun suchen wir in der Tabelle in der
2. Zeile rechts den Ansatz heraus ohne den Resonanzfall zu beachten, d.h. ohne den
Faktor x':
= Yp(ohne Resonanz) = 623:(14 cost + Bsin .T)
Nun vergleichen wir die komplexe Zahl v = a+1i8 = 2+1, die sich aus der Storfunktion
ergibt, mit den Losungen der charakteristischen Gleichung. Gibt es dabei Ubereinstim-
mung, so wie in dieser Aufgabe, v = 2E£1 = X3, s0 liegt der Resonanzfall vor und wir
miissen unseren Ansatz mit o' multiplizieren, wobei | die Vielfachheit der Nullstelle der
charakteristischen Gleichung ist. In unserem Fall gilt | = 1, weil die Vielfachheit des
Paares zdhlt, wenn die Nullstelle nicht reell ist.

=y, =a'e*(Acosz + Bsinz) = ze**(Acosz + Bsinx)
Das ist nun der endgiiltige Ansatz fiir unsere partikuldre Losung.

Beispiel 2.21 fiir den Losungsansatz:

Zu lgsen ist die Differentialgleichung y" + 23" — 3y = x* — bxe*®
Zuerst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung bestimmt:
—  charakteristische Gleichung: \* +2X\* =3\ =0

— )\120, )\2/3:—1:|:\/1+ =—-1+£2

= X =-3A3=1
- Yp = Ci + 026_396 + C’ge’”
Nun schauen wir auf die rechte Seite der Differentialgleichung f(x) = z* — bre®®
und suchen in der Tabelle den Ansatz heraus. Diesmal besteht die rechte Seite aus 2
Summanden, fir die jeweils einzeln ein Ansatz aufgestellt werden muss, da die Summe
insgesamt nicht in der Tabelle auftritt.
Fiir den 1. Summanden x> gehen wir in die 1. Zeile der Tabelle und erhalten mit
a; = 0 = 3, das Polynom A + Bx + Cz?. Es ergibt sich dann vy =0+ 0i =0 = )y,
also Resonanz mit der 1. Nullstelle der charakteristischen Gleichung. Diese hat wieder
die Vielfachheit 1, also miissen wir mit ' = x multiplizieren, und der 1. Summand
des Ansatzes lautet x(A + Bz + Ca?).
Fiir den 2. Summanden —5xe*® gehen wir wieder in die 1. Zeile der Tabelle und
erhalten mit ay = 2,3, = 0 den Ansatz ohne Resonanz €**(D + Ex). Es ergibt sich
dann vy =2+ 0i # N;, fiiri =1,2,3, d.h. keine Resonanz. Der Ansatz bleibt wie er
ist. Insgesamt gilt nach Addition beider Summanden fiir den gesamten Ansatz
— vy, =2'(A+ Bx+ C2?) +¢**(D + Ex)

Beispiel 2.22 zur Berechnung partikuldrer Losungen

y" =5y +8y —4dy = a’+e® = charakteristische Gleichung: \* —5 %> +8\—4 = 0
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- )\1 = 1, )\2/3 =2

= Yn = C’le’” + 02€2I + 031‘6230
flx)=2*+e"
Fiir den 1. Summanden der rechten Seite gilt dann mait
ap=0=0,=v1=0£0=0#\; firi=1,2,3
= Yp(ohne Resonanz) — A+ Bz + Caz? + De™
Fiir den 2. Summanden der rechten Seite gilt dann mit
ay=—-103,=0=vy=—-1+0i=—-1#\; firi=1,2,3
Der gesamte Ansatz lautet dann
= y,=A+Br+Cz?>+ De™®
=  y,=B+2Cx— De™®
=y, =20+ De™®

"

= y, =—De’*

Finsetzen in die Differentialgleichung liefert: (Achtung: Klammern setzen um die Sum-
men beim Multiplizieren!)

B 4e " =y — by + 8y, — 4y,
= (=De*)=5(2C+ De ™) +8(B+2Cx — De™™) — 4 (A+ Bz + Cz? 4+ De ™)
= ¢ (=D —5D —8D —4D) + 2* (—4C) + 2 (—4B + 16C) — 10C + 8B — 4A
= ¢ %(—18) + 2% (—4C) + x (4B + 16C) — 10C + 8B — 4A

Damit ergibt sich tiber den Koeffizientenvergleich:

1

18D = 1 = D=-—
18

1

40 = 1 — -
— 4

—4B+16C = 0 = B=4C=-1
1 -2 1

1

11 1, 1 _,
yp_—g—lli’—zlli —1—86
Die Gesamtlosung lautet dann
Yges = Yp T Yn
11 1 1
= —— —x— 2% — —e "+ C1e” + Che® + Cyze®™

8 4 18
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Beispiel 2.23 zur Berechnung partikuldrer Losungen

y'+y=sinz = charakteristische Gleichung: \> +1 =0
= Mp==+i = y,=Cisina+ Cycosw
f(z) =sinx = a=0; =1
= Yp(ohne Resonanz) — Asinx + Bcosx
— v=axfi=di= A\
Wir haben also Resonanz mit | =1
= y, =x(Asinz + Bcosx)
=y, = Asinz + Beosz + x(Acosr — Bsinx)
= y, = Acosz — Bsinz + Acosz — Bsinx + z(A(—sinz) — Bcosx)

FEinsetzen in die Differentialgleichung liefert:

sinx = y]','—l—yp
= 2Acosz —2Bsinx — xAsinz — xBcosz + x(Asinx + Bcosx)
= 2Acosz —2Bsinux.

Im Resonanzfall haben Sie immer eine Rechenkontrolle: Die mit den x— Potenzen mul-
tiplizierten Terme miissen sich vor der Konstantenberechnung aufheben, sonst haben
Sie einen Rechenfehler gemacht.

Uber den iiber den Koeffizientenvergleich ergibt sich dann:

24 = 0 = A=0
—2B =1 = Bz—%.

Als partikuldre Lésung erhalten wir also:

1
Yy = x(Asinx+Bcosx):—§xcosx =
Yges = Yp T Yn

= —ixcosx + Cisinz + Cycos .

Sie sehen, es ist auch hier ein langer Weg zur Losung, aber frei von Integrationen, und
in der Klausur wird es sicher nicht ganz so aufwendig. Sollte einmal die Konstanten-
berechnung nicht funktionieren, priifen Sie bitte den Ansatz noch einmal. Meist liegt
dann dort der Fehler.

Arbeiten Sie nun am Arbeitsblatt zur Losung der linearen Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten weiter und ergéinzen Sie sie um eine
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Anleitung zur Bestimmung der partikuliren Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung. Damit sind Sie dann gut vorbereitet fiir die Lésung der
restlichen Seminaraufgaben.

Im folgenden Abschnitt mochte ich Thnen die Losung der Schwingungsdifferentialglei-
chung niher erldutern, da sie in vielen technischen Disziplinen auftritt und der Name
,Resonanzfall” begriindet wird. Es handelt sich dabei um anwendungsorientiertes Wis-
sen fiir spezielle Module aus Threm Studienprogramm, nicht unbedingt um priifungs-
relevantes Wissen in Mathe 2.

2.5 Die Schwingungsdifferentialgleichung
Die homogene Gleichung
y' +ay +by=0, a>0,b>0

entspricht der freien geddmpften harmonischen Schwingung. Es sei y = y(t). Mit dem
Ansatz y = e ergibt sich durch Einsetzen in der Ausgangsdifferentialgleichung die
charakteristische Gleichung

M4 al+b=0.

In Abhéngigkeit von a und b gibt es entweder

1. zwei verschiedene reelle Nullstellen A\; und X\,

2. eine zweifache reelle Nullstelle A\; = Ay

3. ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen Ay = —& + @/‘%42 —b.

LFall: M # X MER MeR

Der Losungsansatz liefert y;(t) = eM?;  yo(t) = e*?!. Damit ergibt sich
yh(t> = CleAlt + CQ@AQt.

Das ist der aperiodische Fall. Er tritt ein, wenn der Koeffizient a, d.h. der Reibungs-
anteil, hinreichend grof ist. Der Radikant ist dann positiv, aber kleiner als “742. Damit
ist die Wurzel kleiner als § und folglich A\; < 0; Ay < 0. Die e—Funktionen haben
einen negativen Exponenten und klingen ab fiir £ — co. Die Reibung bremst also die
Bewegung so sehr, dass sie ausklingt und keine Schwingung zustande kommt. (Denken

Sie dabei z.B. an einen Federschwinger im Honigtopf.)

2. Fall: Ay = Ay = —3 € R,d.h. der Radikant ist Null.
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Der Losungsansatz liefert y;(t) = e72%; ya(t) = te~2! : Das ist der aperiodische

Grenzfall.
yh<t) = 016_%t + Cgte_%t

Da die e-Funktion schneller wiichst oder fillt als jedes Polynom ergibt sich auch hier
keine Schwingung, und die Losung klingt ab fiir ¢ — oo.

3. Fall: A\; = X\, € C, d.h. der Radikant ist negativ
Es gilt dann A;jp = —2 & Bi mit 5 = 1/ —% +b.
Der Losungsansatz liefert mit den Fundamentallosungen
y1(t) = e 3t cos Bt;  ya(t) = e 2tsin it
yn(t) = Che™ 2t cos Bt + Cre 2t sin Bt

Dieser Fall entspricht einer harmonischen Schwingung mit Dampfung, d.h. einer ab-
klingenden Schwingung.
Fall 3a: Fehlende Reibung, d.h. a =0
Damit gilt A;/» = £3i mit 8 = Vb

yn(t) = Cy cos Bt + Cysin Bt
Dieser Fall entspricht einer harmonischen Schwingung ohne Dampfung, d.h. einer kon-
stanten Schwingung.

Die folgenden Bilder sind fiir eine Funktion y(t) = i(t) hergestellt worden und zeigen
den prinzipiellen Verlauf der Losungsfunktionen in den einzelnen Fillen.

i(t) i(t)
o

0.625T | Fall 3a
05T it

03757

0 1.25 25 3.7 5 6.25 t
0.25 T

0.1257
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Die inhomogene Gleichung
v'+ay +by = f(t) =ccoswt, w#p

beschreibt eine erzwungene Schwingung mit der Storfunktion f(t) = ccoswt. Fiir die
partikuléire Losung ergibt sich dann nach der Ansatzmethode

yp(t) = Kj coswt + Ky sinwt.

Wir betrachten nur den Fall 3 der geringen Dampfung (a # 0, klein) und benutzen das
entsprechende ¥, von oben:

Yges = Yn T Yp
= C’le_%tcosﬁt+ C’Qe_%tsinﬁt+ K coswt + Kysinwt
= ¢ 2!(C cos ft + Cysin Bt) + (K, cos wt + Koy sinwt)
= e 2'Csin(Bt + ) + K sin(wt + 1) (NR siehe unten)

= Einschwingvorgang + Dauervorgang

(Nebenrechnung: C'sin(ft + ¢) = C'sin 5t - cos ¢+ C'sin ¢ - cos St < C cos Bt + Cy sin Bt
= Ccos¢p=Cy; Csing=Cy; C*=C?+C2; tang = g—f),

Analoges gilt fiir den 2. Summanden.)

Durch die abklingende e—Funktion wird der 1. Summand nach einer endlichen Zeit
praktisch nicht mehr nachweisbar sein: Das ist der Einschwingvorgang, der abklingt.
Der Federschwinger schwingt nach dem Einschwingen entsprechend dem 2. Summanden
dauerhaft weiter mit der Erregerfrequenz w. Die Amplitude K # ¢ und die Phasenver-

schiebung 1 # 0 sind verschieden zu der Erregerschwingung. Kritisch werde kann es
ohne Diampfung (oder mit sehr geringer Démpfung):

Im Fall 3a ohne Dimpfung kommt es zu einer Uberlagerung von zwei harmonischen
Schwingungen, zuerst einmal von unterschiedlicher Frequenz:

Yges = Yn + Yp
= Csin(Bt + ¢) + Ksin(wt + 1), w % f.

Wenn zusétzlich die beiden Frequenzen gleich sind, d.h. w = B, so sind wir im Reso-
nanzfall und die partikuléire Losung der inhomogenen Gleichung hat die Gestalt

yp(t) = Ktsin(5t + ¢)
Weiter gilt fiir die Gesamtlosung

Yges = Yn + Yp
= Csin(Bt + ¢) + Ktsin(Bt + ).
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Die partikulére Losung sorgt damit bei ¢ — oo fiir ein unbeschréinktes betragsméfiges
Wachstum der Gesamtlosung. Es kommt zur Resonanzkatastrophe. Der Name prophe-
zeit Schlimmes, z.B. einen Briickeneinsturz bei Sturm, wenn die Eigenfrequenz gleich
der anregenden Frequenz ist, die im Sturm auftritt, oder z.B. eine Waschmaschine,
die beim Schleudern aufler Kontrolle geréit. Aber beim Abstimmen der Senderfrequenz
im Radio wird dieser Effekt auch positiv genutzt oder bei einer Geige oder anderen
Musikinstrumenten.

Die folgenden Beispiele fithren tiefer in die Praxis, sind aber wegen ihrer Spezifik fa-

kultativ.
Fakultativer Abschnit:

Beispiel 2.24 Elektrischer Schwingkreis:

®ift) | Rdi(t) i)
az L dt | LC

0

0

v

L

Fall 1: aperiodische Losung: a = ’—L%, b= +=;
2

1
2 R 1 _ R . _ R\2 1
Mp=—gE\ G -b=—at /() e =—m w1 mitwi=14/(31) — 15

’Lh(t) = Cle)\lt+02€)\2t
= 016 7%+w1 +02€(7%7w1)t

e 2 L(Crett + Chet)

Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

<.
—~
(@]
N
I

0 :>0:C1+02:>01:—02

i'(0) = %=>
U R o
- Cl(—i—i-uh)e + Cy(— ﬁ_wl)e
R R
= _02(_Z +w1) -+ C2<_i — wl)

U

Z = —Qngl

o - U U

. O =
2LLL)1’ ! 2[/(,01



72 KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Damit ergibt sich:

U 1 1
Zh(t) e ef%thl (5 wit 5670_)115)
= %L sinh(wn).
w1
Fall 2: aperiodischer Grenzfall: Ay = —§ = _% —

Ly

Zh(t) =e 2L (Cl + Czt)

Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

.
—
(=)

0=0C

S~—

0 —
v_,
L

~.
<
—
(=)

= (0267%1‘/ + Cot <—£) ei%t”t:o

el el !

Damit ergibt sich:
in(t) = Lottt
)

Fall 3: geringe Dimpfung:

. a a? _ R R\2
Mp=—tE\G-b=—+/(3F) — 16

i@ R mite— - (@)

Zh(t> = 6_%t (Ol COS (.UQt + CQ sin CUQt)

Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

U
./ — _
i'(0) (7
% — e—%tC’QUJg cos watli—g

= Chws
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Damit ergibt sich:
U

LWQ
Fall 3a: ohne Dimpfung: R=0 — a=0

— Al/gzi\/—L—lc,::ti L—lc,::tlw,g

1, = Ch coswst + Cy sinwst

in(t) = e 2Lt sin wot

Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

i(0) = 0=0=0C,
U

-/ _ ~
i'(0) = 7 —
U
7 = Cows cos wst|i—o
U U Vi
Cy =

Lews L /L_IC \/Z

. c . 1
in(t) = U\/fsmwﬁt
Bei einer Anregung von auflen gilt :
f(t) = Ccos(wt)

lges = 1+ 1p
= Csin(wst + ¢4) + Cysin(wt + @)

Damit ergibt sich:

Im Resonanzfall gilt: w3 =w —
iges = C1 sin(wst + ¢3) + Cot sin(wst + @)
Die Anpassung an die Anfangswerte ergibt:

i(0) = 0= 0=C;singy = 0=C,
U

T

= Chylsin(wst + ¢) + tws cos(wst + @)]|i=o

=L
~~

(@)
N—

I

= (ysing

S

Damit ergibt sich:

. U :
lges = mt sin(wt + ¢),

d.h. eine betragsmdfsig unbeschrinkt wachsende Funktion fiir t — oo.
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2.6 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System ist ein mathematisches Modell eines zeitabhéingigen Prozes-
ses,dessen weiterer Verlauf nur vom Anfangszustand, aber nicht von der Wahl des
Anfangszeitpunktes abhéingt. Der Begriff des dynamischen Systems geht auf die Ma-
thematiker Henri Poincaré und George David Birkhoff zuriick.

Man unterscheidet zwischen diskreter und kontinuierlicher Zeitentwicklung und erhélt
folglich zeitdiskrete, zeitkontinuierliche und hybride dynamische Systeme.

Zur Beschreibung eines dynamischen Systems benttigt man eine Menge T, die den
Zeitraum beschreibt, eine nichtleere Menge X, die die moglichen Zustéinde des Sys-
tems enthilt sowie eine Operationg, die Tz X auf X abbildet. Diese muss fiir beliebige
s,t € T und x € X den folgenden beiden Bedingungen geniigen:

1. 9(0,2) = = (Identitétseigenschaft)
2. ¢(s,0(t,x)) = ¢(s+t,x) (Halbgruppeneigenschaft).

Beispiel 2.25 zeitliche Entwicklung der Populationsgréfie einer ungehindert wachsen-
den Bakterienkultur

Zu einem festen Zeitpunkt hat die Population die Griofle x € RT. Die Populationsgro-
e beschreibt also den Zustand des Systems, das heifst, der Zustandsraum des Systems
ist die Menge X = [0,00) = R*. Betrachtet man zundchst die Zustinde xo, x1,xa, . . .
zu den diskreten Zeitpunkten t = 0,1,2, ... erhdlt man ein zeitdiskretes dynamisches
System: Der Zeitraum T enthdlt die natiirlichen Zahlen zuziiglich t = 0 , d.h. T =
{0,1,2,3,...} = Ny. Es gilt weiter x; = ax,_1 mit dem konstanten Wachstumsfaktor a.
Damit erhalten wir fiir den Zustand zu einem Zeitpunkt t € T':

Ty = axi_1 = a’T_o = ... = a'zo.

xo bezeichnet dabei den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t = 0. Wahlen wir nun den
Zeitpunkt s € T, s > t und untersuchen den Zustand des Systems zu diesem Zeitpunkt:

Ty = a*r; = a°a'To = Tepy.
Bezogen auf die Funktion ¢ heifst das aber

$(0,z0) = 0,
o(t,x) = x; = a'wg
¢(3a ¢<t7 ZL’)) = ¢<S7 xt) = asatxo = T4t = §Z5<S +t, ZL’)

Damit sind die Identitits- und Halbgruppeneigenschaft von ¢ erfillt und das Tripel
(T, X, ®) bildet ein dynamisches System.
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Die Verbindung zum aktuellen Inhalt dieses Moduls ergibt sich aus der Tatsache, dass
das wichtigste Mittel zur Beschreibung zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme auto-
nome gewohnliche Differentialgleichungen sind. Das sind gewohnliche Differentialglei-
chungen, die nicht explizit von der unabhingigen Variablen abhéngen:

v () = fly().y (@), ..y D (@),
Sie konnen in ein Differentialgleichungssystem von n gekoppelten Differentialgleichun-

gen umgeformt werden. Diese damit beschriebenen dynamischen Systeme bezeichnet
man auch als autonome Systeme.

Beispiel 2.26 Federoszillator
Im allgemeinen Fall lautet die Differentialgleichung

mi(t) + ri(t) + kx(t) = F(t), r>0,k>0.

Mt dieser allgemeinen rechten Seite ist die Differentialgleichung jedoch nicht autonom,
da dort eine explizite Abhdngigkeit von t vorhanden ist. Wir setzen also F(t) = 0 und
entfernen damit die von auflen wirkende Kraft:

mi(t) +ri(t) + kx(t) = 0
2(t) = ——a(t) —

Damit ergibt sich fiir x(t) die Gestalt einer autonomen gewohlichen Differentialglei-
chung, deren Lésungen translationsinvariant sind, d.h. es gilt

x(t) =x(s+t) mitseR

Wir benutzen als Zeitraum T = [0, 00) und als Grafen, die den Zustand des Oszillators
beschreiben, das geordnete Paar (x(t),v(t)) aus dem Ort x(t) und der Geschwindigkeit
v(t) = @(t),die die schwingende Masse m zum Zeitpunkt t hat. Als Ausgangszustand
benutzen wir die Werte x(0) = xo sowie v(0) = &(0) = vo.Damit lassen sich die Ei-
genschaften des dynamischen, autonomen Systems beweisen und der Federoszillator ist
ein solches.

Will man den allgemeinen Fall mit der rechten Seite F'(t) mit einschlieffen, so muss
man die Ausgangsdifferentialgleichung formal in ein entsprechendes Differentialglei-
chungssystem tiberfiihren.

Wir setzen
Yo(t) = z(1)
. d
nlt) = @t) = 2.
e _ L& y(t) =t

dt
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Damit ergibt sich fiir y,(t) die Gestalt einer autonomen gewohlichen Differentialglei-
chung:

W 1) = L) - Loy + T
r k F(y(t))

= —E@/o(t)—gyl(t)ﬂL
= flyo(t), (1), y2(t)).

Ende des fakultativen Abschnittes



3 Skalare Funktionen mehrerer
unabhingiger Variabler

3.1 Definition

Aus dem 1. Semester ist der Vektorraum R™ bekannt: Es ist die Menge der geordneten
n-Tupel z= (21,23, ...,2,)" reeller Zahlen. Jedem geordneten n-Tupel entspricht ein
Punkt des n-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten (z1, T, ..., 7). Bekannt ist
weiterhin die Euklidische Norm || Z'|| = \/2} + 22 + .... + 22 als Abstand des Punktes
7 vom Ursprung. Diese Norm entspricht der Zuordnung einer reellen Zahl zu dem
Punkt 7 € R™.

Definition 3.1 Es sei Dy eine Teilmenge des R" : Dy C R". Wenn durch eine Vor-
schrift jedem Punkt T = (x1,29,...,2,)T € D; genau eine reelle Zahl y € Wy C R
zugeordnet wird, so ist durch die Vorschrift auf Dy eine reelle Funktion von n unab-
héingigen Verdnderlichen xy, xs, ...x, mit dem Wertebereich Wy erkldrt.

explizite Form: y = f(x1, Ty, ..2,) = f(7T) = f(P)

implizite Form: F(z1, 2o, ..7,,y) = F(Z,y) =0

Beispiel 3.1 f(7) = || 7| = /23 + 23 + ... + 22

Beispiel 3.2 ¢(x,y,z) = ¢ . elektrostatisches Potential, das im

dregr/ 22 + y? + 22

Punkt P = (z,y,2)T durch die Punktladung Q im Ursprung erzeugt wird.

Beispiel 3.3 T(z,y, z,t) : Temperatur im Punkt (z,y,z)T des Zimmers zur Zeit t
Beispiel 3.4 p(z,y, 2) : Luftdruck im Punkt (z,y,z)" eines Gelindestiickes

Reelle Funktionen von n unabhéngigen Veridnderlichen werden auch skalare Felder ge-
nannt (in der Technik manchmal unzuléssig verallgemeinernd Potentiale).

3.2 Geometrische Veranschaulichung skalarer Funk-
tionen

1. Wir betrachten Punkte P € Dy | f(P) = ¢ = const.. Die Menge dieser Punk-
te heiBt Niveaufliiche, wenn D; C R? bzw. Niveaulinie, wenn D; C R? auch
Aquipotentialfliiche bzw. Aquipotentiallinie.

7
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Beispiel 3.5 Isobaren auf der Wetterkarte sind Linien, die Orte gleichen Luft-
druckes verbinden.

Beispiel 3.6 z = 22 4 3?

2

Niveaulinien: z = 2 + y? = ¢* = const.
Die Niwveaulinien sind folglich Kreise mit dem Radius c.

A

y

X2+y2=02

I/

\J
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Beispiel 3.7 w = 22 4 y? + 22
Niveauflichen: w = 12 + y* + 2% = ¢* = const.
Die Niwveauflichen sind folglich die Oberflichen der Kugeln mit dem Radius c.

2

Q
dmeg/ a2 + y? + 22
K

Niwveauflichen: ¢ = = ¢ = const.

Beispiel 3.8 ¢ =

= c= /2t +y?+ 22
== =4y +2°
Die Niveauflichen sind ebenfalls Kugeloberflaichen mit dem Radius c.

2. Wir betrachten Schnittfliichen der Art: x; = ¢ = const.

Beispiel 3.9 z = 22 4 ¢/?
Set x = 0 = const. — 2z =y%: Parabel iiber der y-Achse;

Sei y = 0 = const. — 2z = x%: Parabel iiber der z-Achse;

3. Speziell bei Funktionen mit nur zwei unabhéingigen Verdnderlichen kann eine
Darstellung im R? erfolgen.

Beispiel 3.10 Achsenabschnittsform der Ebenengleichung:
ar+by+cz=d = Iri42=1
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Beispiel 3.11 Implizite Funktion: x*> +y?>+ 2> =1:

FEinheitskugel

= z=+/1—2%2—y?: obere Halbkugel

Dy ={(z,y)" | 2+ y* < 1} : Fliche des Einheitskreises im R

Wy = [—1;1] : Intervall auf der z-Achse
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Beispiel 3.12 f(z,y) = sin(z + y)

Beispiel 3.13 f(1,y) = — ey
T Yy
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3.3 Grenzwerte und Stetigkeit skalarer Funktionen
mit 2 Verdnderlichen

Definition 3.2 Die Funktion f(z,y) sei mindestens in einer Umgebung Up, des Punk-
tes Py = (zo,y0)" € Dy C R? mit Ausnahme von Py definiert. Dann hat f in Py den
Grenzwert o, wenn es zu jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle P = (z,y)T € Dy
mit d(P, Py) = \/(z — 20)? + (y — y0)? < 0 gilt | f(z,y) — a] <e.

Schreibweise:  lim  f(x,y) = « oder lim f(z,y) =«
(z,y)—(@0,y0) P—P

Definition 3.3 Die Funktion f(7') heifit im Punkt P° = T'° stetig, wenn
a) P’ € Dy und
b) lim f(T) = f(7°) gilt.



4 Differentialrechnung von
skalaren Funktionen

4.1 Partielle Ableitungen 1. Ordnung

f(x,y,) = g(x)

z =1(x,y)

v

Py=(X,¥)"

Fiir festes xy bzw. y, sind die Funktionen g(z) = f(z,yo) und h(y) = f(xo,y) von einer
Verdnderlichen abhiéngig und kénnen in der bekannten Weise differenziert werden:

Of (x, o) _dg(x) i g(xo + Az) —g(we) . flwo+ Ax,y0) — f(20,%0)
— = l1lm = hm
81' w=10 €T Az—0 Al’ Ax—0 Ax
Af (z0,y) _ dhy) _ o R+ DY) = hlye) _ o F(20, 90 + By) — f(@o, o)
LA g = —2 — lim = lim .
8@/ y=0 dy NAy—0 Ay NAy—0 Ay

83
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Diese beiden Grenzwerte charakterisieren das Anstiegsverhalten der Funktion f(x,y)
im Punkt Py = (o, yo)? in x- bzw. y-Richtung. Sie heiflen partielle Ableitungen nach z
bzw. y. Ist f(z,y) differenzierbar fiir alle (z,y) € M C R?, so sind die partiellen Ablei-
tungen selbst wieder Funktionen von x und y. Als Voraussetzung wird benotigt, dass

f(Z) = flo1,25) in U (7°) definiert ist. Bezeichnung: afa(;) oder f,(7°)
of (F) )

=0
bzw. W | oder f,(2"7)

Partielle Ableitﬁnxgen lassen sich analog bei Funktionen mit n Verénderlichen definie-
ren. Es werden dann bei der Grenzwertbildung fiir die Ableitung alle die Variablen
festgehalten, nach denen gerade nicht abgeleitet wird.

Die Ableitungsregeln sind entsprechend der Definition analog zu den Regeln bei der
Ableitung von Funktionen einer Verdnderlichen.

Es sel u = u(z,y); v=wv(z,y); f= f(t). Dann gilt:

O(u +v) ou n ov

Ox dr ~ O
o -v) = @U + u@
Ox - Ox Ox
(E) _ Ugl — Ul
v/a v?
Of(ulz,y)) _ df Ou
pe = 90 o (Kettenregel).

Beispiel 4.1 z = f(z,y) =ax+by+¢; a,b,ceR

2y = @ 2y =0

Beispiel 4.2 2 = f(z,y) = 32%y*
2y = 6yt z, = 12223
Q

Beispiel 4.3 ¢(x,y,z) = ——( 2424 22)70.5
Q 47T€0

1
¢, = ——47T€0§(1'2 + 32+ 22)715(22)
Z —
_4627150 (22 + y? + 22)715

Beispiel 4.4 w(x,y, 2) = 2% + 22%y2? + sin 22

wy = 22 + 4ayz?; w, = 2x22% w, = 4x’yz + 2z cos 2>
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4.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Es sei f(7') = f(w1,1,..7,), T € G C R". Existiert a% im gesamten Gebiet G,
so ist diese Funktion wieder von den n Veriénderlichen abhéingig und moglicherweise
differenzierbar:

o, of,  &f

&’L‘l 8$k N 8xk8xl
Diese Ableitung heifit partielle Ableitung 2. Ordnung. Analog werden partielle Ablei-
tungen beliebiger, endlicher Ordnung definiert.

Beispiel 4.5 f = f(z,y); n=2

i(ﬂ)_ﬂ:fm’ Q(ﬂ)_ﬁ:fw

Ox\ox/ ~ Ox2 Oy\ox/ ~— Oxdy
Q(Qi): Pf @(ﬂ):ﬂ:f
Oz \ Oy Oydx yx Oy \ Oy Oy? vy

Fiir gemischte partielle Ableitungen 2. Ordnung gilt der Satz von SCHWARZ (1843 -
1921):

Satz 4.1 Satz von SCHWARZ:
Es sei [ = f(z,y). foy und f,. seien stetig in der offenen Menge G C R2. Dann gilt

fay(@,9) = fya(,y).
Bemerkung 4.1 Dieser Satz gilt analog auch fiir n > 2.

Bemerkung 4.2 Dieser Satz gilt analog auch fiir gemischte partielle Ableitungen ho-
herer Ordnung.

Beispiel 4.6 z = z(x,y) = a¥
2y = ya¥ ! 2z, =aYInx

Zay =2V ya? tne zy, =ya¥llne +avi
Zey =2V N1+ ylnz) Zyr = 2V (ylnz +1)

4.3 Das totale Differential

f = f(z,y) besitze stetige partielle Ableitungen in der Umgebung U, des betrachteten
Punktes Py = (xo,90)". Weiter sei Pop = (zo + Az, yo + Ay)T ein Punkt aus dieser
Umgebung. In Analogie zum eindimensionalen Fall f = f(x) stellen wir nun die Frage:
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4.3 Das totale Differential

In der Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen haben wir mit dem
vollstindigen oder totalen Differential die Tangente an eine Kurve bestimmen kon-
nen und Fehlerrechnung durchfiihren konnen. Letzteres war wegen der Abhiingigkeit
der Funktion von nur einer Messgrofle leider nicht sehr realitéitsnah. Wir konnten nur
ganz einfache Probleme damit bearbeiten, wie z.B. den Fehler des Wiirfelvolumens
in Abhéingigkeit von der gemessenen Kantenléinge oder den Fehler des Kugelvolumen
in Abhéingigkeit vom gemessenen Radius bestimmen. Das wollen wir nun dndern und
die Theorie des totalen Differentials auf Funktionen mehrerer Verénderlicher auswei-
ten. Zunichst bertrachten wir der Einfachheit halber Funktionen zweier Verénderlicher
flz,y).

f = f(z,y) besitze stetige partielle Ableitungen in der Umgebung U, des betrachteten
Punktes Py = (o, y0)". Weiter sei Poa = (zo + Az, yo + Ay)T ein Punkt aus dieser
Umgebung. In Analogie zum eindimensionalen Fall f = f(z) stellen wir nun die Frage:
Wie grof} ist der Zuwachs des Funktionswertes Af = f(xg+ Az, yo + Ay) — f(xo, y0)?
Fakultativer Abschnitt:

Bei Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung in einer Koordinaten-
richtung erhélt man:

Af = flxo+ Az, yo+ Ay) — f(z0,%0)
= f(wo+ Az, yo + Ay) — f(zo, 90 + Ay) + f(20, Yo + Ay) — f(x0, v0)

= falwo + 110z, y0 + Ay) Az + fy(zo, Yo + T2AYy) Ay (MWS)

= (fx(aco, Yo) + (b(A—)ac)) N+ (fy(;po’ yo) + 1/1(A—>$)> Ay

O A Ax . . .
Mit Az = ( Ay) und der Stetigkeit von f, und f, in Ua folgt

—
lim_¢(Az) = 0
Ax— 0
lim_¢(Az) = 0.
Az— 0

Ende des fakultativen Abschnittes

Bei Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung in Az gilt:

Af = fo(T0,y0)Dv + fy(T0, Y0) Ay.
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Dieser in Az und Ay lineare Anteil des Funktionszuwachses heifit totales Diffe-
rential. Fiir Funktionen von mehr als 2 Veréinderlichen ergéinzt man fiir jede weitere
Veréinderliche einen Summanden gleicher Struktur:

Af =~ f(TO)A + f(ZO) Dy + f(TO) D2 + f(TO)AuA ...

Das kann man auf analogem Weg wie oben nachweisen, es auszufiihren wiirde hier aber
zu weit gehen. Allgemein ergibt sich folgende Definition:

Definition 4.1 Es sei f(x1,xa, ..., T,) stetig partiell differenzierbar nach xi, xa, ...2T;.
—
Fiir 7° € Dy und beliebige Zuwichse Ax = (Axy, Ay, ..., Ax,)T gelte

— n -0
Af= [+ D2) = f(79) =) 8{;% )

A+ 65 | 37

mit lim— & gb(A—:g) = 0. Dann heipt f(T') total differenzierbar und

n —0
df (7°) = Z 5fa(; )dIi

=1

das totale Differential von f in T'° beziglich des Zuwachses dz.

Die totale Differenzierbarkeit in einem Punkt Z'° ist eine hohere Forderung an die
Glattheit der Funktion als die Forderung der Existenz der partiellen Ableitung in die-
sem Punkt. Der Term heif3t totales Differential, weil er die gesamte Information iiber
die Ableitung in einem Punkt 7'° enthiilt, wihrend die partiellen Ableitungen nur In-
formation iiber die Ableitung in Richtung der Koordinatenachsen enthalten. Die totale
Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Punkt bedeutet, dass man diese Funktion
in der Umgebung des betrachteten Punktes lokal durch eine lineare Abbildung anné-
hern kann - die Tangentialebene.

Verstindnisaufgabe: Nehmen als Ebenenersatz eine A4-Pappe und halten Sie diese
an einen gewolbten Gegenstand, z.B. an den Bauch einer Vase. Dann stellt die 3D-
Flache der Vase unsere Funktion dar, die Pappe die Tangentialebene, die die Vase nur
an einem Punkt beriihrt. In der Umgebung der Beriihrungsstelle ist der Unterschied
zwischen Vasen- und Ebenenkoordinaten sehr gering und verkleinert sich kontinuier-
lich je niher man dem Beriihrungspunkt kommt. D.h. in einer sehr kleinen Umgebung
des Beriihrungspunktes kann man die Vasenfliche durch die Ebene ersetzen und wird
keinen groflen Fehler begehen. Macht man die Umgebungen grofler, wird der Fehler
sichtbar, weil dann die Vase aussieht als wiire sie wie ein Fuflball aus kleinen Ebe-
nenstiicken zusammengesetzt. (Beim Fuflball fillt das im aufgeblasenen Zustand nicht
auf, da sich das Material wolbt.) Legt man die Ebene dagegen an eine Kante der Vase
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an, kippelt sie iiber die Kante und man weifl nicht, wo sie wirklich anliegen soll. Die
mathematische Ursache dafiir ist, dass iiber die Kante hinweg keine klassische Ablei-
tung existiert. Legt man dort einen Schnitt dariiber, hat man Verhiltnisse wie bei der
Betragsfunktion an der Stelle z = 0, wo ebenfalls keine Ableitung existiert.
Vergleichen Sie nun die Aussagen fiir Funktionen einer und zweier Verinderlicher. Fiir
noch mehr Verdnderliche kann man zwar nichts zeichnen, das Prinzip bleibt aber er-
halten.

Gegeniiberstellung:

y — 1o = (0, Y0) - (v — m0) z =29 = [o(%0,40)(x — ) + fy(Io, Y0)(Y — Yo)

yA

f(xpy) = h(y)

f(x) f(x,y,) = g(x)

X Tangentialebene Py= (X, ¥0,2)"

Geradengleichung fiir dieTangente Ebenengleichung fiir die Tangentialebene
an f(x) im Punkt Py = (7o, 50)7  an f(z,y) im im Punkt Py = (%o, Yo, 20)"

Anstieg der Tangenten: f'(zg) Diese Ebene wird aufgespannt durch die
Tangenten an die Schnittkurven
z=h(y) = f(xo,y) und
z=g(z) = f(z,5) :
z=h(y) = 20+ fy(70,%0)(y — ¥o)
z=g(z) = 20 + fa(zo,y0)(x — 20)

Das totale Differential gibt den linearen Anteil des Funktionszuwachses an, d.h. den
Funktionszuwachs, der entsteht, wenn die Bildfliche von f im Punkt F durch die
Tangentialebene ersetzt wird. Durch Auswertung der Formel fiir das totale Differential
kann die Gleichung fiir die Tangentialebene aufgestellt werden. Im Fall n = 2 gilt:

df (zo,y0) = fu(20, yo)dx + fy (w0, yo)dy.

Ersetzt man nun die Differentiale durch Differenzen, erhilt man die Ebenengleichung
fiir die Tangentialebene (s. Gegeniiberstellung von oben):

Z— 2y = fx(lfo, yo)(x - on) + fy(xo,yo)(y - yO)-
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Beispiel 4.7 Sei f(x,y) = In /22 + y2. Wir bestimmen die Tangentialebene an diese
Funktion im Punkt Py = (1,1)T.

Z—2y = fx($07y0)<x - $0) + fy($07 yO)(y - Z/O)

z—Iny/22 44?2

2z 2y

. = 3 (ZL’—JI())+ 2
0 2<\/x2+y2) 2<\/x2+y2>
Po
1 1

z—Inv2 = 5(3:—1)—1—5(3/—1)

1 1 1
z—=r—=y = =In2-1.

2 2 2

(¥ — %o)

Py

Weitere Anwendungen des totalen Differentials liegen z.B. in

e der Fehlerrechnung,
e der Losung von totalen Differentialgleichungen,
e der Losung von Differentialgleichungen mittels integrierendem Faktor,

e der Priifung der Wegunabhiingigkeit bei Kurvenintegralen 2. Art, ....

Beispiel 4.8 Abschdtzung des absoluten (relativen) Fehlers einer der unmittelbaren
Messung nicht zugdinglichen Gréfle z, die von den Variablen x, y abhdngt

Die Werte x, y der Variablen T, y konnen gemessen werden.

Es sei also zZ = f(7,7); Nz =Z(z,9) — z(z,y),

wobei die Messwerte x und y mit den maximalen Messfehlern von Ax und Ay bestimmit
werden und T bzw. y die wirklichen Werte von x bzw. y sind:

Ay dh —Ay<y—y<Ay=y-Ay<y<y+Ay
Ar dh —Ne<rt—x<A\r—=zx—Ar<zr<x+ A

v — vl

<
7 — 2| <

Damit ergibt sich fir Az = Z(Z,y) — z(z,y)

|Az| |dz|
= |fe(z,y) Dz + fy(z,y) Dy

< |faelzyll Azl + [fy(z,9)][ Ayl

Gegeben seien nun die Messwerte a = (10+0.01)cm, b = (6£0.01)em, ¢ = (5+0.01)cm
und m = (270 £ 0.5)g fiir einen Quader. Gesucht ist eine niherungsweise Abschdtzung

Q
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fiir den Maximalfehler der Dichte .
m m

p = VZ@ZP(G,?),C,W)
|Apl =~ |dp]
g' ’|A|+‘ ‘|Ab|+' ‘|A|+' ‘]Am\
= azbc“ a|+‘—ab2 \Ab|+)— ‘AC‘+‘—'|Am’

Diese Formel kann man zwar mit dem Taschenrechner auswerten, aber sie ist sehr
untibersichtlich und birgt das Potential von Eingabefehlern. Klammert man die gesuchte
Grifse, hier die Dichte p, formelmdf$ig aus, verbessert sich die Struktur. In Klammern
findet man dann in unserem Fall die Summe der relativen Messfehler der einzelnen
Messgrofien, und die Auswertung gelingt leichter:

YA A A A
ay < (1l 188 [Ad (A
abe a b c m
(|Aa| |Ab] | A |Am!>
St —+
a b c m
270g 0.01 n 0.01 n 0.01 n E
10-6-5ecm3 \ 10 6 5 270

~ 0.00587—L
cm

(0)

Fiir den relativen Fehler ergibt sich danach ausgehend von der Formel (0):

YA Ab A A
o 5 (120, 120 1o 1]
a b c m
|Ap| 0.01 0.01 0.01 0.5
1=7r - Rt
p - 10 + 6 + 5 +270

~ 0.00652 = 0.652%.

Beachten Sie bitte, dass der absolute Fehler stets die Finheit der berechneten Grife
haben muss. Das kann auch als Rechenkontrolle benutzt werden. Der relative Fehler
hingegen ist eine reelle Zahl ohne Mafeinheit und kann durch Multiplikation mit 100%
i Prozent angegeben werden.

Im folgenden Abschnitt wird der Gradient eingefiihrt, eine Grifle, die in der Vektorana-
lysis von grofier Bedeutung ist. Der Abschnitt ist eigentlich nur eine Zusammenfassung
der bisherigen Ergebnisse unter einem neuen Gesichtspunkt. Sollten Sie die Absicht
haben, ein Masterstudium in einer Ingenieurfachrichtung anzuschliefSen, empfehle ich
Ihnen, diesen Anschnitt zu lesen, obwohl er fakultativ ist, also nicht zum Priifungsstoff
gehort.



4.4. GRADIENT* 91

Fakultativer Abschnitt:

4.4 Gradient*

Definition 4.2 FEs sei f(7) partiell differenzierbar,
~ T — — —
Ax = (Axy, Axa, ..., Axy)t = Azye] + Axges + ... + Axpe,. Der Vektor

of | - of| — of | —
B Y €1 + O L, ey + ...+ o, Y en
heifit Gradient der Funktion f im Punkt z'°.
of af
83}1 ?0 % ?O
Schreibweise: gradf(z°) = : o fiirn = 3 gilt: gradf(7T°) = % e
of o |~
Bzn | =0 0z 170
xT
9
%
Bemerkung 4.3 Durch FEinfiihren des formalen Vektors V = 3, | » dem soge-
J
9z

nannten Nablaoperator, folgt im R3 : gradf = Vf.

Bemerkung 4.4 Folglich kann man das totale Differential mit Hilfe des Gradienten
darstellen und die Notation verkiirzen.

@) - 3L

= gradf(7°)- Az (Skalarprodukt!)
Beispiel 4.9 f(z,y) =Iny/2? +y? N

Axy+ ...+ ﬁ Az,

=0 Oz, =0

of
Y Az + 8_I2

£o— 1 2z B T

’ Vi + 22 /22 + 2 2+
1 2y Y

fy - =

Va2 + 2 24/a? + 2 a2y

1 T
d -
g?“af l‘2+y2 ( Y )

Die partiellen Ableitungen f, und f, sind aufer im Ursprung stetig. Damit ist f total
differenzierbar in Dy = R?\(0,0)7 :

df (xdx + ydy) = gradf - ( EZ ) :

:x2+y2
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. , 1 T 1/1
Im Punkt Py = (1,1)T gilt folglich gradf|p, = R ( y ) N =3 ( 1 )
. s AL
Belsplel 4.10 F = m
—YM1Ma
F, = -2
(2% +y2 + 22)? *
VF — —ynums gz
- 2 2 2)2
(2% +y% + 22) 9,
Rechenregeln:
Voraussetzungen: a,b € R; a,b = const.;

f(7),g(T) seien skalare Felder, h = (x), z € R eine Funktion einer Verinderli-
chen. Aufgrund der Rechenregeln fiir die Ableitungen gelten folgende Regeln fiir den
Gradienten. (Zum Nachweis schreibe man die linken Seiten der Gleichungen mit al-
len Komponenten aus, differenziere jede Komponente einzeln und fasse die Vektoren
wieder zusammen.)

1. grad(af + bg) = agradf + bgradg
2. grad(f - g) = (gradf)g + f (gradg)

)=j—;-gmdf

Beispiel 4.11 Fiir das obige Beispiel ergibt sich damit als Gleichung fiir die Tangen-
tialebene im Punkt Py (Vergleiche mit oben!).

z—zy = z— f(Py) ~df(P)

3. gradh(f

B 1 1y (z-1
o2\ 1 y—1
1 1 1
—=In2 = = -1 — —1
sosl2 = @D+l
1 1 1

Nach Einfiihrung einer Richtungsableitung kann man zeigen, dass der Gradient in die
Richtung des Raumes zeigt, in der die Funktion am schnellsten wichst. Die Anderung
von f pro Wegeinheit hat im Punkt 7° in Richtung von gradf ihren Maximalwert,
nimlich ||gradf (Z'°)||. In der zum Gradienten senkrecht stehenden Richtung gilt: f =
const. (|| 7| heiit Norm des Vektors 7" und bezeichnet den Abstand des Vektors vom
Koordinatenursprung.)
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Definition 4.3 Die Zusammenstellung aller ersten partiellen Ableitungen einer Funk-

tion f(x') an der Stelle T° in einer Matriz nach folgendem Schema bezeichnet man
als JACOBI-Matriz:

Of oK ... YA
ox1 Oxo Oxn
— .
Jr(zo) = : :
Ofm  Ofm ., Ofm
61’1 arbg afn ?O

Ende des fakultativen Abschnittes

4.5 Extremwertaufgaben

Im Fall von Funktionen einer Verinderlichen wurden mit der Differentialrechnung auch
relative (lokale) Extrema der Funktion bestimmt. Beachten Sie bitte, dass globale Ex-
trema auch auf dem Rand von D; auftreten kénnen.

Im Fall von mehreren Veréinderlichen verlduft der Prozess der Extremwertbestimmung
dazu analog. Um die entstehenden nichtlinearen Gleichungssysteme moglichst klein
und losbar zu halten, schrinken wir uns wieder auf Funktionen zweier Verdnderlicher
ein. Wir betrachten also f = f (z,y) : eine gekriimmte Fliche im Raum. Stellen Sie
sich vielleicht ein (Funktions-)Gebirge vor. Stehen Sie auf dem hochsten Punkt eines
Berges, sind Sie in einem Maximum der Funktion. Bewegen Sie sich auch nur einen
Schritt davon weg, verlieren Sie an Hohe. Aber im Maximum selbst stehen Sie sicher,
weil die Ableitungen in alle Richtungen Null sind.

Bei Extremwerten liegt also die Tangentialebene parallel zur x — y—Ebene.~

0 = df (F)
0 = fu(Po)de+ f,(Fo)dy

Da dx und dy nicht Null sind, folgt

fy(PO):O

Dieses Gleichungssystem ist im allgemeinen Fall nichtlinear und macht beim Losen
u.U. Probleme.

} . Gleichungssystem (x) fiir Py = (2, 0)"

Satz 4.2 Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums
Es sei f = f(x,y), Dy CR? [ sei partiell differenzierbar. Ist P* = (xo,y0)" die

Stelle eines relativen Extremums, so gilt Qi‘ =0und & =0.
oz | Py dy P

Diese Bedingung ist nicht hinreichend, denn es gilt:
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Beispiel 4.12 f(z,y) = 2% — 12, By = (0,0)"

f2(0,0) = 2z|p, =0
fy(0,0) = _2y|Po:0

aber andererseits gilt weiter

f(z,0) = 22 >0 inU(R)
f0,y) = —y* <0 inU(P)
f(0,0) =0,

d.h. es liegt ein Sattelpunkt vor.

Wenn man aus dem Gleichungssystem (x) einen Punkt P° = (xq,1y0)T bestimmt hat,
st dieser also nur ,extremwertverddchtig” und muss weiter untersucht werden, genau
wie 1m Fall einer eindimensionalen Funktion.

Satz 4.3 Hinreichende Bedingungen fir einen Extremalpunkt
Es sei f = f(x,y), Dy C R? f besitze stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung.
Gilt:

1. :0und% =0
y

2
oz | Py Py
2. D(PO) = fm(PO)fyy(PO) - [fa:y(PO)]Q >0

3. fox(Po) <0, so liegt bei Py ein relatives Mazimum vor.

4. fex(Po) > 0, so liegt bei Py ein relatives Minimum vor.
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Bemerkung 4.5 D = f,,f,, — [fy]* = det ( ‘Jim j}"y ) heifst Diskriminante von f.
vz Jyy

Bemerkung 4.6 Wenn D(Fy) > 0 gilt, also ein Extremum vorliegt, muss fys fy, > 0
gelten, d.h. f., und f,, haben in diesem Fall dassselbe Vorzeichen. Damit kénnen die
Bedingungen 3 und 4 aus dem obigen Satz auch mit f,, formuliert werden. Wenn f,,
sehr kompliziert ist und f,, nicht, bringt das bei der Uberpriifung eine Vereinfachung.

Bemerkung 4.7 Gilt an einer extremwertverddchtigen Stelle P,

a) D(By) < 0, dann liegt in Py ein Sattelpunkt vor.

b) D(Py) =0, dann ist keine Aussage zu Py maoglich. Zur Entscheidung
miissen hohere Ableitungen von f herangezogen werden.

Die 4 Punkte aus dem obigen Satz liefern uns die Arbeitsanweisung fiir die Bestimmung
der Extrempunkte:

1. Bestimme aus dem Gleichungssystem (x) die extremwertverdéichtigen Punkte.

Dann gilt dort %%}Pi =0 und %5 b 0fir:=0,1,2,..m.

2. Berechne an den Stellen P; die Diskriminante D(P;) = [fuxfyy — [foy)’]p, flir
1=0,1,2,...m.

3. Entscheide, ob D(P;) > 0 gilt und damit ein Extremum vorliegt.

4. Entscheide im Fall eines Extremums, ob es sich um ein Maximum (f,.(P;) < 0)
oder ein Minimum (f,,(F;) > 0) handelt.

5. Bestimme die Funktionswerte an den Extremstellen.

Achtung! Ein h#ufiger Fehler ist das Uberspringen vom 3. Arbeitsschritt, weil die-
ser gegeniiber dem eindimensionalen Fall neu ist!

Fakultativer Abschnit:

Bemerkung 4.8 Im Fall von mehr als zwei Verdnderlichen kann die notwendige Be-
dingung erweitert werden auf

of

Ox; =0

Hinreichende Bedingungen fiir diesen Fall sind komplizierter. Es gilt

Satz 4.4 Es sei f = f(7); T € Dy C R Weiter sei f zweimal stetig differen-
zierbar in Dy. Gilt:
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of
1. =0 =1,2
axl ?0 ) /l/ ) Y 777/
P, L . .
2. A= (ay); Qi = Pr.0r besitzt durchweg positive (negative) Eigenwerte,
L;0OX

dann hat f(7') bei @ = 20 ein relatives Minimum (Mazimum).
Ende des fakultativen Abschnittes

2
1
Beispiel 4.13 f(r,y) = = — 4oy + 92 +3c— 4y +53 D, =R  ~

2 2
fo = r— 4dy+ 3=0
fy = —4x+18y—14=0

Da in der Funktion f als Nichtlinearitdaten nur quadratische Funktionen auftreten, ent-
steht ein lineares Gleichungssystem, das mit dem Gauflalgorithmus geldost werden kann.
Die Lésung dieses linearen Gleichungssystems durch Multiplikation der 1. Zeile mit 4
und Addition zur 2. ergibt

2y—2 =0
Y = 1
To = 4y0—3:1

In diesem Beispiel entsteht also nur ein einziger extremwertverddchtiger Punkt:
Py = (1,1)T. Nun wird die hinreichende Bedingung tiberpriift:

fer(1,1) =1

fyy(1,1) = 18

f:vy<1a 1) = fye=—4

D(1,1) 1-18 = (—4)(—4)=18—-16=2> 0.

Damit liegt in Py ein Extremum vor. Da f..(1,1) =1 > 0 gilt, ist es ein Minimum.
Wir erhalten also einen Minimumspunkt in Py = (1,1, —5)7.

Fiir den Fall von Zusatz- oder Nebenbedingungen in Gleichungsform in einer Extrem-
punktbestimmung ist es sinnvoll, mit diesen zuséitzlichen Gleichungen durch Umstellen
nach einer Variablen und Einsetzen dieser in die Zielfunktion die Anzahl der Varia-
blen zu reduzieren. Denn damit reduziert sich auch die Anzahl der Gleichungen in dem
nichtlinearen Gleichungssystem zur Bestimmung der extremwertverdéichtigen Punkte
und macht es leichter 16sbar.
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Beispiel 4.14 FEs liege ein Quader mit den Kantenlingen x,y, z vor. Gegeben ist die
Summe der Kantenlingen S = x+y+ z. Fiir welche Werte von x,vy, z ist das Volumen
des Quaders mazximal?

V = 2.y -z
z = S—x—y

Durch Finsetzen von z in'V ergibt sich eine Zielfunktion, die nur noch von zwei Ver-
anderlichen abhdngig ist:

V = z-y- (S—x—y)
= ayS — 2%y — 2°.

Die notwendigen Bedingungen lauten:

Vo, = yS—2ay—y*=y(S—20—y)=0
V, = aS—2*—2zy=2a(S -1z —2y)=0.

Durch Nullsetzen der Faktoren in den verschiedenen Kombinationen ergeben sich die
extremwertverddchtigen Punkte:

1. Py =(0,0)T, wenn man die Faktoren x und y null setzt.
S S .
2. P, = <§’ g) , wenn man die Faktoren (S — 2z —y) und (S — x — 2y) null setzt:
S = 2x+vy
S = 4+2y ~
=S = =3y

3. P3=(0,9)T, wenn man die Faktoren x und (S — 2x — y) null setzt:

r = 0
S = 2r4+y=y

4. Py=(S,0)T, wenn man die Faktoren y und (S — x — 2y) null setzt:

y =0
S = x+2y=u=x.

Offensichtlich konnen die Punkte Py, P3, Py keine Maxima liefern, da wegen einer
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Kantenlige gleich Null das Volumen ebenfalls Null sein muss. Die Uberprifung
der hinreichenden Bedingungen ergibt Folgendes:

D = vmvyy—v2

x

(—2y)(—22) = (S — 2y — 22)*
day — (S — 2y — 22)?

D(P) = 0-S*<0 ~ Sattelpunkt in P,

S S 25 25,
D(Py) = 435 -(S——5 - ?)
4 1
= 582 — §S >0 ~  Ezxtrempunkt in Py
D(P) = 0—(=S)?< ~  Sattelpunkt in Ps
D(P) = 0—(=9)*< ~  Sattelpunkt in Py

Im Punkt Py wird nun auf Mazimum oder Minimum gepriift:

S
‘/;030’132 = (_29)|P2 = _2§ <0.

S
Folglich liegt im Punkt (g

das Volumen lauten

wICQ

) ein Mazimum vor. Der zugehérige z— Wert und

z = S—x—yzg

_ 1
V—27S

Das folgende Bild zeigt die zum Mazimum gefiihrte Funktion V = 3xy—zy?—22y,
d.h. es wurde S = 3 gewdhlt. Das Mazimum, das dann bei % =1 liegen miisste,
1st aber leider nicht sehr gut erkennbar.
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EXTREMWERTAUFGABEN

4.5.




5 Integrale iiber ebene Bereiche
(Flachenintegrale)

Nun wollen wir die bestimmte Integration auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher aus-
dehnen. Das verlduft komplett analog zum eindimensionalen Fall, den Sie bereits an
der Schule besprochen haben und danach noch einmal im 1. Studiensemester.

Erinnern wir uns also an das bestimmte Integral zur Flichenberechnung: Die Fliche A
zwischen einer positiven Funktion f(z) und der x—Achse wurde mitttels Rechtecken
angenihert, die als eine Seite ein kleines Teilintervall der x—Achse und als zweite Seite
die Hohe von einem Funktionswert hatten. Zur Einteilung des Intervalls [a, b] benutzten
wir eine Zerlegung w = {x; | i1 =0,1,...,N; xg =a, ay =b; h; = x; — x;1}:

f(x)

_ X =Db
X,=a X, X; N X

Mit m; = min f(z) und M; = max f(z) liegt dann der Wert der Fliche zwi-

T€[wi_1,2) T€[Ts_1,2;]
schen Unter- und Obersumme:

N N
Zmihi < A < Z M;h;
i—1

i=1
(Untersumme) (Obersumme)

Bei Verfeinerung der Zerlegung mit 6 = max h; — 0 gilt allgemein
N b
i > s = A= [ s

Dieses Berechnungsprinzip findet man analog bei allen moglichen verschiedenen be-
stimmten Integralen, z.B. bei Flichen-, Volumen- oder Kurvenintegralen. Wir wollen
es bei den Flichenintegralen ausprobieren, da wir in diesem Fall wieder helfende Zeich-
nungen angeben konnen. Fiir Funktionen von 2 Verénderlichen kann man sich eine

101
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Interpretation mit einem Volumen V' an Stelle der Fliche A vorstellen:

Die zu integrierende Funktion f(x,y) stellt dann ein "Gebirge"iiber der x — y—Ebene
bzw. dem Definitionsgebiet Dy als Teilmenge des R? dar. Das Integrationsgebiet ist eine
Fliche G aus D bzw. dem R?. Zwischen Funktion(sgebirge) und Integrationsgebiet in
der z —y—Ebene entsteht ein Volumen V' analog zu der Fliche A im eindimensionanlen
Fall:

v

Das Gesamtvolumen kénnen wir nun als Summe der Quadervolumen iiber der Grund-
fliche AG; mit der Hohe f(&;,n,) annéhern analog zum eindimensionalen Fall. Nimmt
man als Funktionswert jeweils das Minimum bzw. Maximum der Funktionswerte iiber
dem Gebiet AG;, so erhilt man wieder eine Untersumme bzw. Obersumme und das
gesuchte Volumen liegt dazwischen. Wir benotigen also eine Zerlegung des Gebietes
G in Teilgebiete AG;, die sich aufler auf den Réndern nicht iiberlappen und das ge-
samte Gebiet GG ausfiillen. Um die Einschachtelung des Wertes fiir das Volumen V'
genauer zu machen, muss die Zerlegung des Gebietes verfeinert werden, ohne dass an
irgendeiner Stelle ein Teilgebiet von der Verfeinerung ausgenommen wird, d.h. ¢ — oo.
Der Grenzwert der Unter- bzw Obersummen stellt dann den exakten Wert des Volu-
mens V' dar. Der allgemeine Weg zum Fliichenintegral besteht damit aus den folgenden
Voraussetzungen und der anschlieBenden Definition.

Voraussetzungen:

1. Wir bilden V,,(w) = Y"1, f(&,m:)|AG;| mit (§;,n,) € AG; fiir beliebige Zerle-
gungen w des Gebietes G.

2. f(z,y) sei stetig und beschréinkt auf G

3. G sei beschriankt und abgeschlossen.
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Definition 5.1 Gilt fiir jede Zerlegung von G mit lim;_,, max; |AG;| = 0
lim V,(w) =1

n—oo

mit ein und derselben Zahl I, so heift

- | /G f(@,y)dady

Flichenintegral von f(x,y) tber G.

Mathematisch gesehen stecken in jedem bestimmten Integral immer eine Summe und
ein Grenzwert. Beides sind lineare mathematische Objekte, und diese Linearitéit iiber-
trigt sich damit auf das bestimmte Integral in der folgenden Art und Weise:
Eigenschaften, die aus der Definition folgen:

1. fchfx ydxdy—cffe x,y)dzdy
2. [fo(f(z,y) + 9(z,y))dady = [, f(z,y)dzdy + [[; 9(z,y)dzdy

3. [fg [z, y)dedy = ffG (x,y)dzdy + ffG (x,y)dzdy
fir G = GGUGy N GiNGy =0 (bZW eine Menge vom Maf3 Null, d.h.
eine Menge iiber der die Integration Null ergibt: Im Eindimensionalen ist das ein
Punkt, im Zweidimensionalen eine Kurve.)

1. und 2. sind die Linearitit beziiglich des Integranden, und 3. ist eine Additivitit
beziiglich des Integrationsgebietes. Wenn Sie das mit den Eigenschaften des bestimmten
Integrals im eindimensionalen Fall vergleichen, so ist kein prinzipieller Unterschied
erkennbar.

Bemerkung 5.1 dxdy ist zundchst allgemein als Symbol fiir das Flichenelement AG;
zu verstehen. Die Form von AG; muss deshalb nicht als rechteckig vorausgesetzt werden.
Manchmal schreibt man auch an Stelle von dxdy ein Fldchenintegrationselement dG.

Bemerkung 5.2 [ gibt das Volumen des Zylinders mit der Grundfiiche G und der
Deckfliche f(z,y) an.

Bemerkung 5.3 Gilt f(x,y) = 1 dber G, so gibt I zahlenmaf$ig den Flicheninhalt
von G an, weil in dem Fall der konstanten Hohe 1 des Zylinders gilt:
V= Flacheninhalt der Grundflache x Hdohe
= Flacheninhalt der Grundflache x 1
Flacheninhalt der Grundflache.
Die Definition ist jedoch zur Berechnung dieser Integrale ungeeignet, weil keiner alle
moglichen beliebigen Zerlegungen mit ¢ — oo durchprobieren kann. Deshalb benoti-

gen wir wie im eindimensionalen Fall zusitzlich eine moglichst einfache, ausfithrbare
Anweisung zum Rechnen.
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5.1 Berechnung von Fliachenintegralen

Der Einfachheit halber wihlen wir eine achsenparallele Zerlegung von G in m Teilinter-
valle in x—Koordinatenrichtung und in n Teilintervalle in y—Koordinatenrichtung. Die
Begrenzungskurve von G wird in zwei Funktionen von x zerlegt: y;(z) sei die untere
und ys(x) die obere Begrenzung;:

A y
b, = S
T / . ¥2(X)
| G | |
1 \
T e
bl —
¥i(x)
A I N N A A n
T T T v
a &; a, X

’ i=1 j=1

Fakultativer Abschnitt:

Heuristische Uberlegung:

Wenn das Fliachenintegral existiert, ist die Reihenfolge der beiden Grenziiberginge
egal. Beginnen wir zuerst Ausfithrung des Grenziiberganges bzgl. j. Das fiihrt zu einer
Klammersetzung in der folgenden Art und Weise:

= nlblféoz (,}L%Zf(&ﬂ?j) A yj) Az
i=1 j=1

Halten wir nun &, fest, entsteht in der Klammer eine Integralsumme wie in einem
Integral tiber eine Funktion einer Verdnderlichen.

Interpretation: Wir befinden uns im Bild auf einer Parallelen zur y-Achse: x = ¢,. Auf
dieser Geraden liegt das Integrationsgebiet zwischen den beiden blauen Punkten unten
und oben. Riicken Sie nun in Gedanken die Parallele ein Stiickchen weiter nach rechts
oder links, so dndert sich die Lage der blauen Punkte, d.h. es #ndern sich Ein- und
Austrittspunkt in unser Integrationsgebiet. Damit sind die Grenzen dieses bestimmten
Integrals in der Klammer von &, abhiingig! FormelméBig sieht das so aus: Aus der
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Summe und dem Grenzwert wird das Integral, aus den verdnderlichen Punkten 7; die
Variable y und aus Ay; wird dy:

y2(&;)

liw Y f(en) o= [ Ay = F(&)
j=1 Y

1(§:)

Letztlich héngt dieser Term aus der Klammer von dem festgewihlten Punkt £, ab, ist
also eine Funktion F'(;). Damit ersetzen wir nun die Klammer in I und sehen bei ()
wieder eine Integralsumme fiir eine Funktion einer Verénderlichen:

I = lim Z <lim Zf(fi,nj) ij> A
i=1 j=1
= lim ZF(@) YA (%)
i=1

_ / Fl2)dx

Diesmal integrieren wir nach x und die Funktion F(z) ist fiir Werte a; < z < ay
definiert. Setzen wir nun fiir F'(x) das Integral von oben ein

y2 ()

Fla) = / £z y)dy

1(z)

erhalten wir eine
Ende des fakultativen Abschnittes

Berechnungsformel fiir das Flichenintegral:

— I://Gf(x,y)dmdy:/: (/j:)f(w,y)dy> dz (+)

Bemerkung 5.4 Das in Klammern eingeschlossene Integral ist ein Parameterintegral,
da der Integrand und die Grenzen von einem Parameter x abhdngen. Dieser ist bei der
Integration wie eine Konstante zu behandeln.
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Beispiel 5.1

Fle) = / )y

12 y=3—x
= (953/+§Z/)
y=1
1 1
= x(3—x)+§(3—x)2—x—§
1
= —51’2—1’-{-4

Dieses Parameterintegral wird aufgrund der Klammersetzung in der Formel (+) zuerst
berechnet. Die Integralgrenzen sind die untere und die obere Begrenzungsfunktion des
Integrationsgebietes (s. Zeichnung). Die Klammern in (+) kann man weglassen, wenn
man die Berechnung beherrscht. Die Integrationselemente dy und dx in dieser Reihen-
folge haben nun einen Bezug zu den eindimensionalen Integralen, sind an dieser Stelle
nicht mehr vertauschbar!!

Vertauscht man nun in dem fakultativen Abschnitt am Anfang die Reihenfolge der
Grenzwerte, entsteht auf analogem Weg eine zweite Formel zur Berechnung des
Flachenintegrals:

-/ /G F (&, y)dady = /:2 ( / j:j)ﬂx,y)dw) dy  (+4).

Legen Sie nun beide Formeln (+) und (4+) nebeneinander und vergleichen Sie! Au-
Ber der vertauschten Integrationsreihenfolge werden Sie feststellen, dass die Grenzen
in beiden Formeln vollig unterschiedlich sind. Man darf also beim Vertauschen der
Integrationsreihenfolge nicht einfach die Grenzen tauschen, sondern muss
die Grenzen neu bestimmen! x;(y) bzw. z5(y) sind nédmlich die linke bzw. rechte
Begrenzung von G. Sie haben nichts mit der unteren Begrenzung y; () bzw. der oberen
Begrenzung y»(z) von G zu tun.

Verstindnisaufgabe: Uberlegen Sie, wie das Ergebnis eines bestimmten Integrals im
eindimensionalen Fall aussieht: Es ist eine reelle Zahl. Im zweidimensionalen Fall ist
das genauso. Priifen Sie das an den Formeln (+) und (4+): Das Parameterintegral
im Inneren liefert jeweils eine Funktion von der Variablen, nach der gerade nicht in-
tegriert wurde, denn beim Einsetzen der Grenzen fiir das Parameterintegral wird die
Integrationsvariable ersetzt und verschwindet damit aus der Rechnung (s. Bsp. oben).
Bei der nachfolgenden 2. dufleren Integration gibt es jeweils konstante Grenzen, die
beim Einsetzen wiederum die Integrationsvariable ersetzen. Also ist das Ergebnis eine
reelle Zahl.

Das ist eine Rechenkontrolle fiir Sie. Wenn némlich als Ergebnis keine Zahl, sondern
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eine Funktion entsteht, haben Sie etwas in den Grenzen falsch gemacht, meist die Gren-
zen verwechselt! Um diesen Fehler zu vermeiden, ist es angeraten, an den Integrale die
Grenzen mit den entsprechenden Variablen zu schreiben; also z.B. von y = 0 bis 3 im
obigen Beispiel. Dann weil man immer, fiir welche Variable in dem Rechenschritt die
Grenze eingesetzt werden muss.

Zusammenfassend gilt der folgende Satz:

Satz 5.1 Bei der Fxistenz des Fldichenintegrals und des Parameterintegrals fiir
xr € |ay,az] (bzw. y € [by,bo]) kann das Flichenintegral nach den oben angegebenen
Formeln (4) und (++) berechnet werden.

In der Praxis haben wir nun das Problem, die Begrenzungsfunktionen des Integrations-
gebietes ausfindig zu machen. Fiir praktische Berechnungen wird GG deshalb in endlich
viele Normalbereiche zerlegt. Fiir die Auswertung der Formel (+) benotigt man Nor-
malbereiche beziiglich der x- Achse, die wie folgt bestimmt werden:

Normalbereich beziiglich der x-Achse:

A

Y ,(%) Yal)

a) Projektion von G auf die 2-Achse = 1,9, 23,24 (Das sind Zahlen!)
b) Ermittelung der unteren/oberen Funktionen =  yi(z),v2(), y3(), ya(z)
Die Beschreibung des Normalbereichs erfolgt dann als Menge:

Gi={(r,y) | mn<z<29; wi(z) <y <wa(zr)}
Go={(z,y) | az3<z<uwzy ys(x) <y <wlz)}

Aus der Mengenbeschreibung iibernimmt man die Grenzen fiir x und y in das Integral
in der angebenen Reihenfolge, also in das duflere Integral stets die konstanten Grenzen.
Fiir die Auswertung der Formel (++) benotigt man Normalbereiche beziiglich der y-
Achse, die wie folgt bestimmt werden:
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Normalbereich beziiglich der y-Achse:

ya
Yaf ==

X3(Y)

Y-

Yo| ==~

X4(y) X(Y)

Y-

»
»

X

a) Projektion von G auf die y-Achse =—  y1,¥2,ys,ys (Das sind Zahlen!)
b) Ermittelung der ,linken/rechten” Funktionen =  21(y),22(y), 23(y), z4(y)
Die Beschreibung des Normalbereichs erfolgt dann als Menge:

< 75(y)}
< z4(y)}

Gi={(z,y) | m<y<yy my <z
Gs={(z,y) | y3<y<wysy my <=
Aus der Mengenbeschreibung iibernimmt man die Grenzen fiir x und y in das Integral
in der angebenen Reihenfolge, also in das d&uflere Integral stets die konstanten Grenzen.

Wenn Sie richtig arbeiten, dann liefern die beiden Formeln (4) und (4+) dasselbe Er-
gebnis. Wenn Sie also einmal mit der einen Formel nicht zum Ziel kommen koénnen,
versuchen Sie es mit der anderen! Die Wahl der Integrationsreihenfolge kann sowohl
den Rechenaufwand als auch die analytische Berechenbarkeit beeinflussen!

Diese Prozeduren zur Bestimmung der Normalbereiche sollten Sie sich in Thr personli-
ches Tafelwerk einlegen. Sie enthalten keine Beispiele und sind damit erlaubt, beschrei-
ben aber das Fundament einer richtigen Integralberechnung! Eine Folie dazu finden Sie
auf r:\ CB\ Bernert\ EI-MG-MD-EU\ Semester2\ Vorlesung _Fernlehre\ Kapitel5-Fernlehre\...

Bemerkung 5.5 Fiir rechteckige Bereiche G ist die Integrationsreihenfolge beliebig,
weil die Grenzen alle konstant sind. Das ist der einfachste Fall.

//Gf(x,y)dxdy = /ab (/jf(%y)dx) dy = (/Cd/abf(x,y)dy) A
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Nun kommen wir zu 2 Beispielen der Integralberechnung. Diese kénnen Sie sich auch
in dem Video "VideolntegrVorl.mp4&uf dem Laufwerk

r:\CB\Bernert\ EI-MG-MD-EU\ Semester2\ Vorlesung Fernlehre\ Kapitel5-Fernlehre\...
ansehen. Bitte nach den Beispielen noch die Einsatzgebiete dieser Flichen-
integrale am Ende des Kapitels anschauen und in Ihre personliche For-
melsammlung aufnehmen.

Beispiel 5.2 Gesucht ist I = [[(z + y*)dzdy mit dem Gebiet G:
G

A

y

3

3 2+3



110KAPITEL 5. INTEGRALE UBER EBENE BEREICHE (FLACHENINTEGRALE)

Normalbereich bzgl. der y-Achse : G ={(z,y) | 1<y<3; 0<zx<3-y}

(3/y(x + y?)dx)dy

1 r=3—y
§x2 + y%} dy

3

= / —y® 4 3.5y — 3y + 4.5)dy
1
[ 3

14 32
= - = 4.5
4y+ y —3¥ t yl
35,5 3 1 35 3
= 34 3P -Z94+45-3+- -2 42 -45=733
4 +3 2+ +4 3+2

Beispiel 5.3 f(x,y) = 2x — y sei auf B definiert

557
457
357
257

157

057

0 051 15 2 25 3 35 4 45 5

X



5.1. BERECHNUNG VON FLACHENINTEGRALEN 111

B besteht aus den Normalbereichen By und By beziiglich der z-Achse:

y 6]

557

.

45]

i

35] B2

i

25] Y2(X

2]

157 B1

i

o/ V¥

UO ‘05 ‘1 ‘1.5‘2 ‘25 ‘3 ‘35‘4 A.S ‘5
Bi={(z,y) | 0<2<3; ir<y<izh
By={(z,y) | 3<a<h 1<y<6}

Gesucht: I = [[ f(z,y)dB
B

I = ZI/ f(x,y)dB%—BfZ/ f(z,y)dB (Aufspaltung von B)
3

4
3% 5

6
= / (| 2z —y)dy)dz + / ( / (2x — y)dy)dx (Herstellung der Doppelintegrale)
301

3
0/
[o4 116 127 / 1 1
- /(2x—x— e Yo —i——x—)dx+/(12x— 536 — 22+ 5)do
0 3
3
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7 35 35
= .3. 125 — =25 _ 5. =
2.3.33 3-3+125 25 5 9+23
21 70 111
B T s e

Die Aufteilung von B in Normalbereiche bzgl. der y-Achse ergibt drei Teilgebiete und
damit einen erhblich hoheren Integrationsaufwand:

y 6]
55]
. G
45]
4
35]
3
25] Q
2]
15]
1
Q5] C
—t—t—F

)
0 051 152 253 354 455

X

5.2 Anwendungen der Flichenintegrale

1. Falls gilt f(z,y) > 0in B, sostellt I = [[ f(z,y)dB das Volumen eines Zylinders
B

mit der Grundfliche B und der Hohe f(z,y) dar. D.h. gilt f(z,y) = const. = 1,
so ergibt sich als Zahlenwert fiir I der Flicheninhalt Ag von B:

V://f(x,y)dB; AB://ldB

Ist die Bedingung f(z,y) > 0 in B nicht erfiillt, so muss bei der Volumenberech-
nung das Flichenintegral an der Kurve f(x,y) = 0 geteilt werden (Analogie zur
Fléchenberechnung mit eindimensionalen Integralen!). Bereiche mit unterschied-
lichen Vorzeichen von f(z,y) sind getrennt zu behandeln und die Ergebnisse zum
Schluss dem Vorzeichen entsprechend zu addieren.

Ist fi(z,y) die Grundfléiche des Korpers, fo(z, y) die Deckfléiche iiber B, dann gilt

V= //[fQ(:r,y) — fi(z,y)]dB
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2. Sei B mit einer Massenbelegung versehen. Dann kann jedem Punkt
P = (z,y)T € B eine stetige Flichendichte p(z,y) zugeordnet werden. Fiir die
Masse des Flichenstiickes B gilt dann:

m = //p(%y)dB

3. Berechnung des Fliachenschwerpunktes eines ebenen Bereiches B mit der Fl&-
chendichte p(z,vy) :
1
T, = —// xp(z,y)dB
m
B

1
ys = —//yp(fr,y)dB-
m
B

Ist die Dichte p = py = const., so kann in den obigen Formeln der Faktor p, vor
das Integral gezogen werden. Mit 22 = Bp—[‘jo = + entstehen dann die Formeln fiir
den geometrischen Schwerpunkt:

1
Tg = E//de

4. Berechnung der Flichentrigheitsmomente eines ebenen Bereiches B mit der Fli-
chendichte p(z,y) :
a) beziiglich der z- bzw. y-Achse:

L = //yQp(w,y)dB
I, = //:C2p(x,y)dB

b) Polares Trigheitsmoment bzw. Tréigheitsmoment bzgl. des Koordinatenur-

sprunges
Iy = // rp(x,y)dB = //(962 +y°)p(x,y)dB
B B
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