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1 Grundlagen: Mengen und
Zahlen

1.1 Grundlagen der Mengenlehre

1.1.1 Mengenbegriff und Bezeichnungen

Definition 1.1 FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten (Elementen) zu einem Ganzen.

Schreibweise:

fiir Mengen: groffe lateinische Buchstaben

fiir Elemente: kleine lateinische Buchstaben

My = {z|A} : Menge aller z, fir die die Aussage A wahr ist

My, ={1,3,5,7}: 1€ M,, 2¢ M,

Beispiel 1.1 N ={1,23,...} : Menge der natiirlichen Zahlen

Beispiel 1.2 Z : Menge der ganzen Zahlen

Beispiel 1.3 Q : Menge der rationalen Zahlen

Beispiel 1.4 R : Menge der reellen Zahlen

Beispiel 1.5 C: Menge der komplexen Zahlen

Beispiel 1.6 M; = {z|z*> — 2 = 0}

Definition 1.2 FEine Menge heif$t leer, wenn sie keine Elemente enthdlt. Symbol: &

1.1.2 Relationen zwischen Mengen

Definition 1.3 FEine Menge A heifit Teilmenge der Menge B, wenn jedes Element von
A auch Element von B ist.

ACB<«=Vr:z€e A= zx€B

V. Allquantor; Vx : "fiir alle x "
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Definition 1.4 Zwei Mengen A und B heiffen gleich, wenn jedes Element der Menge
A auch Element der Menge B ist und umgekehrt.
A=B<<=Vr:x € A<z €B

Daraus folgt: A= B<«<—= ACBABCA
A : logisches ,,und”

Definition 1.5 Echte Teilmenge: AC B<—= AC BANA#DB

Beispiel 1.7 Spezielle (echte) Teilmengen von R sind die Intervalle.
[a, b]: abgeschlossenes Intervall
(a,b): offenes Intervall

Definition 1.6 Es sei A C M. A heifit Komplementirmenge beziiglich M, wenn gilt:

A={zlre M ANz ¢ A}
| o

Beispiel 1.8 C ={1,3,5,6,7}; D ={1,3,5}; E=1{3,51}

C —
Es gitt: 2S¢ DCO’} D=E, D=16T}

ECC, EcCC,

1.1.3 Mengenoperationen

Definition 1.7 Unter der Vereinigung zweier Mengen A und B verstehen wir die Men-
ge aller Elemente, die mindestens einer der beiden Mengen angehdren:
AUB = {z|lr € Avzx € B}.

V7. logisches ,oder”, nicht ausschliefend

ANV B
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Definition 1.8 Unter dem Durchschnitt zweier Mengen A und B wverstehen wir die

Menge aller Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind:
ANB={z|lxr € ANz € B}.

ANMNB

Definition 1.9 Unter der Differenz zweier Mengen A und B verstehen wir die Menge

aller Elemente von A, die nicht zu B gehdren:
A\B ={zlx € ANz ¢ B}

A\B

Beispiel 1.9 A=1{1,2}; B=1{2,3,4}
AUB=1{1,2,3,4} =BUA
ANB={2}=BnNA
A\B ={1}; B\A={3,4}

(A\B)U (B\A) = {1,3,4}
(AUB)\(ANB)={1,3,4}

1.1.4 Rechenregeln fiir Mengen
1. Kommutativgesetze: AUB=BUA; ANB=BNA

2. Assoziativgesetze: AU (BUC)=(AUB)UC; An(BNC)=(AnNB)NC

3. Distributivgesetze: AU(BNC) = (AUB)N(AUC); AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
Seien im Folgenden A, B C M :

4 AUM=M, AnM=A

5. A=A AUA=M, AnA=o
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6. AU =A;, ANg =0

7. De Morgan’sche Gesetze
AUB=ANB; ANB=AUB

Definition 1.10 Zwei Mengen A,B heifien disjunkt (elementefremd), wenn gilt
ANB=g.

Definition 1.11 Produktmenge: A x B = {(a,b)| a € ANDb € B}

Sie enthélt als Elemente alle geordneten Paare (a,b), die sich nach der Vorschrift
a € ANb e B bilden lassen.

Beispiel 1.10 A = {a,b,c}; B={1,7}
Beispiel 1.11 A x B = {(a,1), (b, 1), (¢,1), (a,7), (5,7), (c,7)}

Beispiel 1.12 A={z| 1 <z <4}; B={y| 0.5 <y <2}
y
2 |

T AXB

05 T

Beispiel 1.13 R? = R x R : Menge der Punkte der z-y-Ebene

1.1.5 Verallgemeinerungen
My, M, ...., M,, .... seien Mengen.

n

1. 'L_Jl M; (01 M,) : Vereinigung (Durchschnitt) der ersten n Mengen M;

2. UM, (ﬂ M,) ; Vereinigung (Durchschnitt) aller Mengen M;
i=1 i=1
3. (my,msg,..my) : geordnetes n-Tupel, n = 2: Paar, n = 3: Tripel
4. My x Myx ... x M, = {(my,ma,..my) | my € My, ... ,m, € M,}: Produkt

der Mengen M, bis M,
Schreibweise: Ax Ax....x A = A" bei n Faktoren A. Folglich gilt: Rx R xR = R3.
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1.1.6 Aufbau der Zahlbereiche

Zahlbereiche

Zeichen und Definition

Operationen
(ohne Einschréinkungen)

Natiirliche Zahlen | N = {1,2,3,...} +, *
Ganze Zahlen 7Z=A..,-2,-1,0,1,2 ...} +, %, —
Rationale Zahlen | Q = {#|u,v € Z, teilerfremd,v # 0} | 4, %, —,/

Reelle Zahlen

R = QU {z|x ist irrational }

+7*7_7/
Jr,neNn#£1lx>0
Logarithmen aus x > 0

Komplexe Zahlen

C = {z| Def. s. néchster Abschnitt}

+>*7_7/
Vz,neNn#£1,2>0
Logarithmen aus z # 0

1.2 Komplexe Zahlen

1.2.1 Definition und Eigenschaften

Einleitung;:

22 = 2 = J} rationale Zahl als Losung = Einfiihrung der reellen Zahlen R
22 +1 =0 = P reelle Zahl als Losung = Einfiithrung der komplexen Zahlen C

(Euler, GauB)
Es gibt zahlreiche Anwendungen in Physik und Technik, z.B. bei der Berechnung von

Wechselstromkreisen.

Definition 1.12 I'magindre Einheit i(j): i2 = —1

Damit wird die Gleichung 22 + 1 = 0 durch die imaginiire Einheit gelost.
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Definition 1.13 Das Produkt bi, b € R, b # 0 heifst rein imagindre Zahl.

Bemerkung 1.1 FEs gelten die Rechengesetze der reellen Zahlen. Es set a,b € R, dann
gilt:

1. ai < bi fir a<b
2.00=0

3. ai£bi=(atb)

4. ai-bi=(a-b)i-i=—ab

a a-1 .
5. - = — = —al
7 -1
6. it =1 ?=-1; ¥=—i; *=1
Z'4n+1 — i; Z’4n+2 — _1; Z’4n+3 — _Z'; Z'4n+4 — 1; Vn € N

Beispiel 1.14 67 + 137 — 5t = 144
47 - 91 = —36

173 =—17.3

7

Definition 1.14 Die Summe einer reellen und einer rein imagindren Zahl heifst kom-
plexe Zahl z : z = a+ bi; a,b € R.

Bemerkung 1.2 a: Realteil: a = Re(z)
b : Imagindrteil: b= Im(z)
Z = a — bi : konjugiert komplexe Zahl

Bemerkung 1.3 Die Rechengesetze der reellen Zahlen gelten mit Ausnahme der Re-
geln fiir Ordnung und Monotonie.

Es sei 21 = a1 + b1 € C und 25 = as + byt € C. Dann gilt:

21 + Z9 = (al + bll) + (ag + bgl) = (a1 + ag) + (bl + bg)’L

Z1 22 = (CL1 -+ bll) . (CLQ + bgl) = (alag — b1b2> -+ (CleQ + agbl)i
Z1 . ay + bll - ay + bll a9 — bgl
Z9 N ag + bgi N ag + bgi a9 — bgi

_ (a1a2 + blbg) -+ (Clle - ale)i; 2 7& 0

a2 + b3
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Beispiel 1.15

2 o= 147 2=1-3i Zx=1-Ti; Z=1+3i
21tz = 14+T7i+1-3i=2+4
2—2 = 1+7i—(1-3i)=0+10i = 10i
2oz = (L+7)(1—3i) =1—3i+7i —21i* =22 + 4i
21 147 1+3i 1+ 3i+7i+ 214> 20 10

A . _ Sy SRR, W
- 1—3i 143 119 10 710 T

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:

Es seien z;1 = a1 + b1t € C, 20 = as + byi € C und z3 € C.

1.

2.

3.

Gleichheit: z; = 29 <= a1 = ag A by = bs
Kommutativgesetz der Addition: z; + 2o = 25 + 21
Kommutativgesetz der Multiplikation: z; - 29 = 25 - 21

Assioziativgesetz der Addition: 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23

. Assioziativgesetz der Multiplikation: z; - (29 - z3) = (21 - 22) - 23

Distributivgesetz: (21 + 29) - 23 = 21 - 23+ 29 - 23
az = ala+ bi) = aa + abi fiir o € R

z+(=2)=a+bi—(a+bi)=0

Bemerkung 1.4 R C 7Z, d.h. die reellen Zahlen sind ein Spezialfall der komplexen
Zahlen z = a + bi mit b = 0.

1.2.2 Darstellungsarten fiir komplexe Zahlen

e Arithmetische Darstellung - Darstellung der komplexen Zahlen in der Gauf’schen

Zahlenebene
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Im(z)
Imaginére )Achse
b P(a,b) <==> z=a+hi
r
°) /i
a Re(z)
Reelle Achse
b7 P(a-b) <==> z=a - bi

r = |z| = va? + b? : Betrag der komplexen Zahl z
(= Scheinwiderstand im Wechselstromkreis)

(a+bi) - (a—bi) =a®>+1* = |z|?

Z-Z

Trigonometrische Form der komplexen Zahlen

Essei z # 0 = |z| #0.

. a b .
zza+bz=|z|(m+mz)
) b b a a a
Sinyp = — = —; COSp = — = —; tanp = — 1 — = —
ro |7 L] 2] 2]«

— 2z =|z| - (cosp + isinp)
b
Es gilt damit |z| = va? + b und ¢ = arctan —.
a

Wegen der unterschiedlichen Periodizitét der Sinus-/Cosinusfunktionen und des
Tangens sowie wegen des Wertebereichs der entsprechenden Umkehrfunktionen
miissen bei einer Zahl mit negativem Realteil a zum Winkel ¢, der iiber die
Arcustangensfunktion ermittelt wird, 180° addiert werden.

Exponentielle oder Eulersche Darstellung

Mit Hilfe der Eulerschen Formel ¥ = cos ¢ + i sin ¢ ergibt sich
z=|z|-(cosp+isinp) = |z] - .

¢ = arg(z) heift Argument von z. Diese Darstellung ist wichtig fiir die Berech-
nung von Phasenverschiebungen im Wechselstromkreis.
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Beispiel 1.16 Beispiel 1.17

7 = —2V/3 — 21; 29 = 2e3™
-2 1 1
tanyp, = — =23 - o1 = 30°

23 V3 3

Im(z) A

Re(2)

a < 0 by <0 = 3. Quadrant — 0 = g + 180° = 210°

7 7 ‘ 2100
2y = 4(cos210° +isin210°) = 4(cos g7 + isin 67?) = 4ed™ = 4¢/210

- 2 2 1 1
2 = 23" = 2(cos 3™ + isin 571) = 2(—5 - 25\/§) = —1+4+/3i

1.2.3 Produkt und Quotient in der trigonometrischen bzw.
Eulerschen Darstellung

Es sei z; = |z1] - (cos p; + ising,); 29 = |22 - (cos p, + isin,)
Produkt:
2129 = |z |22|(cos g, + ising;)(cos gy + isinp,)

= |21 - |22] ((cos ¢ cos py — sin ¢y sin ,) + i(sin ¢, cos Y, + €os @, sin @,))

= |z1] - |z2|(cos(ipy + @a) +isin(py + ) = |21] - |z2]elP1T¥2)

Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung wer-
den die Betrige multipliziert und die Argumente addiert.

Verallgemeinerung: z, = |z;| - (cos ¢, + isin gy ); E=1,2,..n

2129 2y = |21 - |22] o 20| (cOS(py + 0y + o F ) Fisin(@y 4+ @y + o+ 9,))
Potenzierung: 2y =2, = .... =z, = 2

21290 s 2y = 2" = |2|"(cos(ny) + isin(np)) = |z|"e™¥; neN

Diese Formel heifit Satz von MOIVRE
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Quotient:
21 _ |zl (cosp, +ising,)
29 |2a] + (cos @y + 7 sin )
_ |zl (cos ¢y cos py + sin gy sin p,) +i(sin p; cos @y — cos @y sin py)
| 22| cos? p, + sin® @,
= @(608(901 — ) +isin(p; — py)) = @ei(%i%)
|22 |22

Bei der Division zweier komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden die
Betriige dividiert und die Argumente subtrahiert.

Beispiel 1.18 z, = 4¢s™ zg = 2e3™ (s.oben)
22 =4 2™ = 8e T = §(cos Ly + isin ir) = 8(? — L) =43 — 4
2 deGm3mi = 9k = 963 = 2(cos T+ isinT) = 2(0+ i) = 2

Hausaufgabe: Fiihren Sie diese Berechnungen in der arithmetischen Darstellung durch.

1.2.4 Wurzelziehen im Bereich der komplexen Zahlen
Es sei 2* = |2*] - (cos ¢* +isin p*) € C gegeben und fest gew#hlt.
Gesucht ist eine Zahl u € C, fiir die gilt:
u = |u|(cos ) + isin)) A Ut = z*
Falls u existiert, heiflt u die n-te Wurzel aus z*.
u" = z*

|u|"(cosny +isinny) = |2*| - (cos ¢* + isin p*)

— [u] = /]2,
cosny = cos p* A sinny = sin p*
= n = p* + k2m; kelZ

*+ k2 *+ k2
u = \"/|z*|(cosu+isinu) kelZ
n n

Es gibt unendlich viele komplexe Zahlen u;. Da aber die Sinus- und die Cosinusfunktion
periodisch sind, gibt es nur endlich viele verschiedene Losungen der obigen Gleichung:
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I
m(Z) (0_4.1 2_72-
n n
o JE e g
. 2 tn—"—="—127x
/ n \ n n n n
/ 2r
\ - i
\ / :
. . 2 (n-1.2%
D P n
*+ k2 "+ k2
n n

Die Gleichung u™ = z* besitzt die n Losungen uy, K = 0,1,..n — 1. Alle weiteren uy
sind Wiederholungen der ersten n Wurzeln. Die Wurzel uy heifit Hauptwert.

Bemerkung 1.5 Jede reelle Zahl, interpretiert als komplexe Zahl, besitzt im Bereich
der komplexen Zahlen genau n n-te Wurzeln.

Beispiel 1.19 Gesucht ist \/ —/3 +i.
s 2t = B4 i= /31 ((B07HI80) — 9il50°
da ¢}; = arctan _+/§ = —30° und z* im 2. Quadranten liegt.

up = {/]z*[(cos EE2T 4 jsin £42T) | =0,1,..n — 1
wp, = {*/ﬁ(cos 1500—Zk360" +isin 150"-21:360") k=0,1,2,3

oy = v/2(cos 37.5° + i sin 37.5°) ~ 0.94330 + 0.72382i

uy = v/2(cos 127.5° + isin 127.5°) ~ —0.72382 + 0.943304

Uy = v/2(cos 217.5° + isin 217.5°) ~ —0.94330 — 0.72382i

us = v/2(cos 307.5° + i sin 307.5°) ~ 0.72382 — 0.94330i

(ugy = v/2(cos 397.5° + i sin 397.5%) ~ 0.94330 + 0.72382i = 1)

1.2.5 Rechnen mit Betrigen im Bereich C

|21 + 22| < el 2|
|z =zl < |z — =]
|21 - 22| = |a] - |22
A _ Al
29 |25
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Beweisskizzen:

zul. z1 = a+ bi; 29 =c+di
zeige im 1. Schritt: |ac + bd| < Va2 + b2 - /2 + d?
zeige im 2. Schritt: |21 + 22|? < (|21] + |22])?

2 21 =20+ (21—20) = x| <|z|t+|zi—2] = |z|—|z| <|z—2| (%)

2o = Zl—f‘(Zz—Zl) — ’22| < |2’1|+|22—2’1| — |22’—|21’ < |2’2—21|
= —(lal —lzl) <z — 2] (x)
(%), (*x), Definition des Betrages = ||z1] — |22|| < |21 — 22|

1.2.6 Die Anwendung der komplexen Zahlen in der Elektro-
technik

Die Symbolische Methode in der Wechselstromtechnik bedeutet, dass

e Probleme der Wechselstromtechnik in Analogie zur Gleichstromlehre behandelt
werden konnen.

e Der Grundgedanke besteht darin, dass

— die Zeitabhéngigkeit nicht betrachtet wird,

— die Wechselstromgrofle einem Zeiger in der Gaufi’schen Zahlenebene zuge-
ordnet wird, bei dem

— die Lénge der Amplitude der Wechselstromgrofie und
— der Winkel der Phasenlage der Wechselstromgrofie entspricht.

Beispiel 1.20 Wechselspannung:
u=Ttcos(wt+¢,) = U =Ue%[e*] — U =Uei% =U(cos¢,+jsing,)
Wirkkomponente: Re(u) = U cos ¢, = Uy
Blindkomponente: Im(U) = U sin ¢, = Ug
Effektivwert: U = VUE +U% = %\/ﬁﬂ

Beispiel 1.21 Stromstdrke im Wechselstromkreis analog B
i=icos(wt+¢;) = [=1Ie%[e] = [I=1Ie% =1I(cosd,+ jsindg,)

Beispiel 1.22 Wechselstromwiderstand: Z_
U Ue% U .
Ohm’sches Gesetz: 7 = — = ~€} — — i (bu—0i)
] Ie]¢i _[

Andererseits gilt: 7 = Ze: = R+ jX = Z =
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Z = VRZ+ X2 : Scheinwiderstand
R =Re(Z) : Wirkwiderstand
X =Im(Z) : Blindwiderstand

Fiir die unterschiedlichen Bauteile hat Z als Widerstandsoperator folgende Werte:

— : Ohmscher Widerstand: Zp = R

m : Induktiver Widerstand: Z; = jwL
- . 1
—l I— : Kapazitiver Widerstand: Zo = ——
JwC

Beispiel 1.23

Gegeben: R = 150€2;  wL = 100€2; i = 5012

Gesucht: Z
1 _i+i+i _i+i+ .wc_ij+R+ijijC'
Z 7 7, 2y R jwL T T Rjwl
g RjwL B RjwL
 jwL+ R+ RjwLjwC  jwL+ R — RwLwC
B 15092 - 510092 B 150009
_ - ,
71009 + 1500 — 15001000— (150 = 300)2 + 71000
500
~15000jQ  —150 = 100j 1500000 — 2250000,
~ T150 + 100; —150 —100; 22500 + 10000

15000 — 22500]'Q

— 46,150 — 69,2350
o 6,150 — 69, 23
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1.2.7 Geometrische Veranschaulichung der Rechenoperatio-
nen in C

1. Addition / Subtraktion

Im(z2)
z, Tz,
Z2 ZZ
1 ',
Re(z
7 -7, @
Z1 -7,
2. Multiplikation
Im(z2)
Z,
=r:r, > r=r -1, ; Q=@ o,

A\ 4

1 Re(z)
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3. Division

Im(z2)

r:l=ri:iry = r=r1:79
=91 P2
4. Wurzelziehen am Beispiel v/—1

Im(z) A

17
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1.2.8 Logarithmieren im Bereich C
Es sei z = re'¥ = rell¢#+h2m),
==>Inz=Inr+i(e+k2n)Ine =Inr + i(¢ + k27)
Definition 1.15 Der natiirliche Logarithmus von z = ¢ (z # 0) ist
Inz=Inr+i(p+k2r); keZ.
Bemerkung 1.6 Im(z) = ¢ + k2m; k € Z ist nicht eindeutig bestimmit

Beispiel 1.24 In z; = In(5¢!03137+k:360%)) -} ¢ 7,
= In5+ (0,147 - 27 + k - 27)
— In5 + (0,294 + 2k)7

Beispiel 1.25 In z, = In(y/5e/(153:47+5:360%)) | ¢ 7,
=1n5414(0,426 - 27 + k - 2m)
— In5 + (0,852 + 2k)7

1.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Zur Losung algebraischer Gleichungen (quadratische Gleichungen, kubische Gleichun-
gen, Gleichungen n-ten Grades) werden noch einige Begriffe, Zusammenhiinge und
Berechnungsverfahren benotigt.

Definition 1.16 Unter einem Polynom vom Grade n / einer Polynomfunktion vom
Grade n versteht man einen Ausdruck der Form

n
pa(z) = Z 2" = a2 + an12" N+ a0 + a1z + ag mit a, # 0
k=0

der eine eindeutige Abbildung (Funktion) p: C — C darstellt.

Definition 1.17 FEine Gleichung der Form p,(z) = 0 heifit algebraische Gleichung
oder Polynomgleichung von Grade n. Ihre Losungen nennt man auch Wurzeln.

Beispiel 1.26 .
a) Polynom 1. Grades: p(z) = Tz
b) Polynomgleichung 3. Grades: p(z) = —223 + 52> —42+9=10

Wir wir im Abschnitt zum Wurzelziehen in C schon gesehen haben, existieren fiir eine
n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl z genau n voneinander verschiedene Losungen.
In engem Zusammenhang steht damit der folgende Satz von C. F. Gauf:
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Satz 1.1 Fundamentalsatz der Algebra
Jede algebraische Gleichung n-ten Grades p,(x) = 0 hat im Bereich der komplexen
Zahlen mindestens eine Losung z € C.

Folgerung 1.1 Nach dem Fundamentalsatz hat folglich jede algebraische Gleichung
n-ten Grades genau n Wurzeln (Losungen,).

Beweisidee:

1. Die Gleichung p,(z) = 0 hat laut Fundamentalsatz mindestens eine Losung: z;.
Mit Hilfe der Partialdivision (Polynomdivision) kann der zugehorige Linearfaktor
(z — z1) abdividiert werden, also: p,(2) : (z — 21) = Pr_1(2).

2. Fiir die Gleichung mit dem Restpolynom p, 1(z) = 0 gilt wieder der Fun-
damentalsatz. Also existiert ebenfalls mindestens eine Losung dieser Polynom-
gleichung. Nennen wir sie 2o € C. Mit der Polynomdivision ergibt sich weiter:

Pn-1(2) 1 (2 — 22) = pn—2(2).cven..

n. Dieser Prozess wir nun insgesamt n-mal durchgefiihrt. Man erhélt die letzte Lo-
sung z, € C und das Restpolynom p;(2) : (z — z,) = a,, # 0.

Bemerkung 1.7 Die Lésungen z1, 2, ..., 2, miissen nicht notwendigerweise verschie-
den sein.

Folgerung 1.2 Nach der obigen Folgerung kann man fir das Polynom nun eine Pro-
duktdarstellung / Linearfaktorzerlegung angeben, namlich:

p(z) = an(z—21)(z2—22) oo s (2 — 2)
an(z —21)" (2 — 22)™ - .- (2 — Z1)™ mit ny + ng..n =n

Dabei wird der Wert n; als Vielfachheit der Losung z; bezeichnet.
Beispiel 1.27 Gleichung 2. Grades: pa(n) =22 +82—10=0

P2H4z-5=0 = z1p0=—"2xV4+5 = z=-5zn=1
p2(2) = 222 +82—10 = 2(z+5)(2—-1)

Beispiel 1.28 Gleichung 3. Grades: ps3(z) =23 —322+4=0 N
p3(2) = (2 + 1) (2 — 2)?

Hier ist zy = —1 eine einfache und zy = 2 eine doppelte (zweifache) Nullstelle (Lisung)
der Polynomgleichung.
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Beispiel 1.29 Gleichung 3. Grades: p3(z) = 23 — 622 +212 —26 =0 N
p3(z) = (22 — 42+ 13)(2 — 2)

Das Polynom 2* — 4z + 13 hat keine reellen Nullstellen und kann deshalb in R nicht
weiter in Faktoren zerlegt werden, aber in C:

p3(z) = (2 —4z+13)(2 —2)
= (2—(2-30)(z+(2—-3i)) (2 —2)

Hausaufgabe: Ausmultiplizieren in den obigen 3 Beispielen zur Bestitigung der Pro-
duktdarstellung.

Bemerkung 1.8 Hat das Polynom p, nur reelle Koeffizienten a, € R,Vk =0,1,...n,
so treten komplexe Léosungen stets als Paar konjugiert komplexer Lésungen auf, d.h.
mit z; = a + bi ist auch z1 = a — bi Losung der Gleichung p,(z) = 0.

Offen ist noch, wie man die Losungen der Polynomgleichungen berechnen kann. Fiir
Polynome 1. bis 3. Ordnung existieren geschlossene Losungsformeln. Im Fall n = 3 sind
das die CARDANOschen Losungsformeln. Fiir n > 3 gibt es numerische Niherungs-
verfahren zur Losung der Polynomgleichungen, z.B. das HORNER-Schema, die Regula
falsi, das NEWTON-Verfahren, ...

Das HORNER-Schema dient eigentlich zur Berechnung von Polynomwerten p,(z) an
einer festen Stelle z = z. Es kann aber auch zur (ndherungsweisen) Ermittlung von
Wurzeln der Polynomgleichung p,(z) = 0 benutzt werden:

pn(z) - 2" + an—lzrh1 + - 4+ a1z + qg
G an—1 e ai ap
bnfl'z 515 boz
mit
bn—l = Qan
b = Ap—k+1 T bn7k+1 . 5, Vk = 2,..,1n
ro = ag+by-z.

Beispiel 1.30 Bestimmen Sie fiir das Polynom ps = 2% — 322 + 4 die Polynomuwerte
an den Stellen z; = —5 und zy = 4 unter Nutzung des Hornerschemas:

p3(z)= | 23— 322402 + 4 p3(z) =] 22 =322+ 02 +4
1 -3 0 4 1 -3 0 4

-5 40 =200 4 4 16
z1=—-5| 1 =8 40 —196 21 =4 1 1 4 20
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Fiir die Polynomgleichung p3(z) = 2> — 322 + 4 = 0 kann man mit Hilfe des Arbeits-
blattes zur Losung algebraischer Gleichungen folgende Aussagen beziiglich der Losungen
treffen:

e Nach Regel R7 kann man aus dem Hornerschema fiir z = 4 ablesen, dass die
Polynomgleichung keine Liosungen fiir z > 4 besitzt, da in der 3. Zeile des Hor-
nerschemas nur noch positive Werte auftreten.

e Nach Regel RS kann man aus dem Hornerschema fiir = = —5 ablesen, dass die
Polynomgleichung ebenfalls keine weiteren Losungen fir z < —5 besitzt, da in
der 3. Zeile des Hornerschemas Werte mit abwechselndem Vorzeichen auftreten.

Beispiel 1.31 Lisen Sie die Gleichung p3(z) = 2 — 62%+ 212 — 26 = 0 unter Nutzung
des Hornerschemas.

Nach Regel R4 bilden die Teiler von ay = —26, also +1,+2, £13, £26 magliche Losun-
gen. Sie werden mit dem Hornerschema tberpriift:

p3(z) = | 23— 622+ 212 — 26
1 -6 21 -26

2 =8 26
21 =2 1 —4 13 0

Damit gilt p3 (2) = 0, d.h. die erste Losung lautet zy = 2. Die 3. Zeile des Hornersche-
mas enthdlt dann die Koeffizienten des abdividierten Polynoms:

(2> =622 +212—26) : (2—2)=12"—4z+13, d.h
=622 +212-26 = (2—2) (2" —42+13) =0.

Dementsprechend ist nun nur noch die Polynomgleichung z*> — 4z + 13 = 0 zu ldsen.
Es ergeben sich die Losungen

293 =2%xV4—-13=2x+vV-9=243i.
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2 Matrizen

2.1 Definition

Wir betrachten die Schaltung;:

oy, o

Aus den Kirchhoffschen Gesetzen folgt das Gleichungssystem:

Il - Ig - ]3 = 0
Rlll + RQIZ — UO

RQ[Q — R3]3 =0

Die wesentliche Information zur Berechnung der Stromstérken ist im folgenden Tableau
enthalten:

1 -1 —1 | 0
|

Rl R, 0 | U
|

0 Ry, —Rs | 0

23
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Definition 2.1 FEine rechteckige Anordnung von m -n Elementen a;j in m Zeilen und
n Spalten heifst Matriz vom Typ (m,n).

a1 a12 e Q1ny

921 a9 e aon
A=

(07751 Am2 . Qmn

Bezeichnungen: fiir Matrizen: lateinische Gro3buchstaben: A, B....
fiir Elemente von Matrizen: lateinische Kleinbuchstaben: a;;,

wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex ist
Typ(A) = (m,n)

Definition 2.2 Hauptdiagonale ={ a;; | i=j}

2.2 Spezielle Matrizen
Zeilenvektor: Matrix vom Typ (1,n) : A = ( aj1 ... Qin )

Beispiel 2.1 A:(l 2 3 4)

a1
Spaltenvektor: Matrix vom Typ (m,1) : A=

Beispiel 2.2 A = =a

1
—2

7

9
Spaltenvektoren werden i. Allg. noch speziell gekennzeichnet: hier durch Kleinbuchsta-
ben mit Unterstreichung.
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Obere (rechte) Dreiecksmatrix: a;; = 0 fiir ¢ > j

a1 Q1n
a]_]_ PR .« e a/lm DY a/]_TL 0
0o . : E : a
A= bzw. A = nn
o : : 0 0
0 0
bei m <n bei m >n
Untere (linke) Dreiecksmatrix: a;; = 0 fiir i < j
ai 0 0
a1 0 0 0
A= : e : bzw. A = 0
m1 = Gmm 0 0 1 (i
am1 Amn,
bei m <n bei m >n
Quadratische Matrizen: m =n
aix - Qin
A= : : mit den Spezialfillen:
(4275 RN ¢ 79}
Diagonalmatrix und Einheitsmatrix.
ajpr - 0 1 0
A=1 : A= :
0 - ap, 0 1
Blockmatrizen:
By Bin
B = : : ; Bi; sind selbst Matrizen.
Bml an

2.3 Operationen mit Matrizen

25

Die transponierte Matrix A” entsteht durch Vertauschen der Zeilen und Spalten.
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aix - Qip aix - Gma
A= : AT =1 : (AT)T = A
Am1 - Amn [T Amn
1 5
.. (1 2 3 4 T 2 6
Beispiel 2.3 A = ( 56 7 8 ) At = 3 7
4 8
2
Beispiel 2.4 A= | 4 AT=(2 4 6)
6

Die konjugierte Matrix A enthilt die jeweiligen konjugiert komplexen Elemente.

a1 Qin ap v Qip
A= : : A=
am1 - Amn aml tet amn
Fiir die adjungierte Matrix A* gilt: A* = A’
air - Qip aip v G
A= s At= : (A7) =A
am1 - Amn a1n e amn
. . [ 244 T—6i . [ 2—4 342
Be‘Sp‘elz'5A_(3—2z' 10+4¢> _(7+6i 10—4¢>

1. Gleichheit von Matrizen:
A=B & Typ(A)=Typ(B) AN aj=bj, i=1.m; j=1,.mn
2. Summe von Matrizen:
ayp +bin 0 ar, + by
Es sei Typ(A) = Typ(B). A+B= : :

Am1 + bml st Qmn + bmn

3. Produkt Zahl - Matrix:
Aair 0 Ay

A = : : ; AeC
A1 0 NG,
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Bemerkung 2.1

—a1 —Q1n
1. “A=(-1)-A=
—am1 —Amn
2. A—B=A+(-B)
3. AT =XAT XeC
(M) =x4* XeC
4. (A+ B)T = AT + BT
(A+ B)* = A* + B*
0 - 0
5. 3 Nullmatriz: O = | : : Typ(O) = (m,n)
0 --- 0

= A+ O = A fiir beliebige Matrizen A
6. Aus \A=0 =— X=0 VA=0

Es gelten folgende Rechengesetze:
Essei: o, € C, A= (ay), B=(b;), C=(cj), Typ(A)=Typ(B)=Typ(C)

- a(BA) = flad) = (a- p)A
2. (a+p)A=aA+ pA

—

3. «(A+ B)=aA+aB

4. 0-A=0, a-0=0

5. A+ B=B+ A

6. A+ (B+C)=(A+B)+C

3 1
Beispiel 2.6 A = L0 ., B= 2 4|, C= 2 1 X = Ti1 Tr2
21 -1 5 -1 4 T21 X22

A+ B, B+ C': nicht definiert aufgrund unterschiedlichen Typs

(142 041 _ (31
A+C_<2—1 1+4)_<1 5)
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5:3 5-1 15 5
5B = 5.2 5.4 | = 10 20
5-(=1) 5-5 —5 25

Matrizengleichung fir X : A+ %X =C = %X =C-A

xexo-m=z (2000 S 1) =(22)

Definition 2.4 Produkt von Matrizen
Es sei A= (a;;), B=(b;;), Typ(A)=(m,n), Typ(B)=(n,p).

C = (¢ij) = A- B ist eine Matriz vom Typ (m,p) mit den Elementen

v Ot Ot

[\

n
Cik = Qi1 * big + Qo - bop + ... + Qinbpy = E @irby.

r=1
Bemerkung 2.2 A( m , n ) - B( n , p )
Nl |/
N /
ctomo p )
Spalte k
cee e e . blk .
a;1 Qo ... Zeile 1 Qin, bgk . - Cik
bnk
A B = C
4 0
Beispiel2.7A:(12 3), B(l 2),
21 -1
0 5
Typ(A) = (2,3), Typ(B) = (3,2)
= Typ(A-B)=(2,2), Typ(B-A)=(33)

Ap_ (142 (-)+3-0  1.042-243.5 (219
2441 (=) +(-1)-0 2.04+1-2+(-1)-5 )\ 7 =3



2.4. QUADRATISCHE MATRIZEN 29

B-A | 1 2 3

4 8 12 ____}__2__1___1

B-A = lg g :g Falksches Schema : 4 0 | 4 3 19
—1 2 | 3 0 -5

0 5 | 10 5 -5

Eigenschaften des Produktes:
1. A-B # B- A im Allgemeinen

o Typ(A) = (m,n); Typ(B) = (n,p) = AB ist definiert, Typ(AB) = (m,p)

e falls m = p = auch BA ist definiert,
Typ(AB) = (m,m),Typ(BA) = (n,n)

e falls m =p=n = Typ(AB) = Typ(BA) = (n,n),
AB und BA sind vergleichbar, aber AB = BA muss trotzdem nicht gelten

2. (AB)C = A(BC) fir Typ(A) = (m,n); Typ(B) = (n,1); Typ(C) = (I, k)

3. A(B+C) = AB+ AC fiir Typ(A) = (m,n); Typ(B) = Typ(C) = (n,1)
(A+ B)C = AC + BC fiir Typ(A) = Typ(B) = (m,n); Typ(C) = (n,1)

4. AO = O; OA = O; mit verschiedenen Nullmatrizen!

11 1 1 00
Bemerkung 2.3 (1 1)(_1 _1>:(0 O)’

d.h. AB = O, wobei gilt A #+ O und B # O; A und B heiflen Nullteiler.
5. (AB)T = BT AT

(AB)* = B*A*
6. FA= AF = A fiir alle Matrizen A und FE in der dazu passenden Grofie

2.4 Quadratische Matrizen
Betrachten A = (a;;); Typ(A) = (n,n)
Definition 2.5 A heifit symmetrisch <= Al = A

Definition 2.6 A heifst hermitesch <— A*=A
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Definition 2.7 Eine Matriz B vom Typ (n,n) heifit inverse Matriz zu A, wenn gilt:
BA=AB=F.
Bezeichnung: B = A™' . inverse Matrix
Eigenschaften der inversen Matrix:
. (A H)1=A4
2. M) T =341 fir A e C, A #£0
3. (AB)"'=pB"14"1
4. (ATt =(AHT
5. B'=FET=F

Definition 2.8 Euristiert zur Matriz A die inverse A=' | so heifst A requlir, anderen-
falls singuldr.

. . (21 1 [ uw v
Beispiel 2.8 A—(O 3> Gesucht: A~ (x z)
21 U v 20+ 21}—1—2
-1 _
a0 ) (0 7)) = (& )= V)
2u+z = 1 0+z =
3r = 0 3z = 1
= =0 = 0. =1 v=—g

5
~ A-lz(% )=
0 3

Etwas allgemeiner gilt:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be\ —c a

Herleitung: Hausaufgabe (mindestens durch Ausrechnen nachpriifen)

Bemerkung 2.4 Mit A~ konnen Matrizengleichungen geldst werden, in denen die
gesuchte Matrix X multiplikativ mit anderen Matrizen verkniipft ist.

ZB:AX =B = A'AX=A"'B = X=A'B
D.h. die Inversion entspricht der Umkehrung der Matrizmultiplikation.
Bemerkung 2.5 Offene Probleme:

o Fliir welche A existiert A=17?

e Berechnung von A~!
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2.5 Vektoren

2.5.1 Vektoren im dreidimensionalen Raum R3

Vektoren im dreidimensionalen Raum R? sind, wie im Kapitel Spezielle Matrizen darge-
stellt, vom mathematischen Standpunkt aus Zeilenvektoren oder Spaltenvektoren mit
jeweils 3 Komponenten.

Symbole: 7', z oder x. (Um die Vektoren im R? besonders hervorzuheben, wird im
Folgenden meist 7’ verwendet.)

Beispiel 2.9 D.h. ein Zeilenvektor im R3 ist eine Matriz vom Typ (1,3) :
T=(1 -4 0).
Beispiel 2.10 Ein Spaltenvektor im R3 ist eine Matriz vom Typ (3,1) :
—1
7= 92

10

Damit gelten fiir Vektoren im Prinzip die gleichen Rechenregeln wie fiir Matrizen.

Beispiel 2.11 Summe/Differenz und skalare Multiplikation werden komponentenweise

aq N bl
ausgefihrt: @ = | as |, b =/| b
as bs
- aq + bl )\&1
— E)ib: Qo T by , )\E): Ao , AeR
as + b3 >\CL3

Bemerkung 2.6 Vektoren im R? kénnen geometrisch als gerichtete Strecken interpre-
tiert werden. Man unterscheidet:

Definition 2.9 freie Vektoren:
Klasse parallel zu sich selbst verschiebbarer gerichteter Strecken

Definition 2.12> Ortsvektoren OP:
vom Nullpunkt 0 ausgehender Vektor zum Punkt P
(= Reprasentant der entsprechenden Klasse freier Vektoren).
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Beispiel 2.12
Geometrische Interpretation von Summe/Differenz und skalarer Multiplikation:
a) Summe b) Differenz c) skalare Multiplikation

—>
NN N NN Aa, A >0
a+b S b b -a
b d
a = e
Addition = Aneinandersetzen gerichteter Strecken

skalare Multiplikation = Streckung auf das \-fache, A <0 ~ Richtungumkehr

Bemerkung 2.7 In der technischen Interpretation versteht man unter einem Vektor
eine Grofle, die durch die Angabe von Mafzahl und Richtung vollstindig beschrieben
15t.

Definition 2.11 Norm (Betrag) eines Vektors 7
Unter der Norm eines Vektors versteht man die MajfSzahl seiner Linge. Sie wird durch
das Symbol |7 || gekennzeichnet (manchmal auch mit | 7’| ).

Beispiel 2.13 Im R3 benutzt man hédufig die Euklidische Norm einer Vektors, auch
Linge des Vektors genannt:

1) = /(@)@ = \/a} + a3 +d}

Definition 2.12 Einheitsvektor

H
Der Vektor e, = ¢ heift Einheitsvektor oder Einsvektor in Richtung a .
Il !
a

Bemerkung 2.8 Die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen des karte-
sischen x — y — z— Koordinatensystems bezeichnet man oft mit

1 0 0

— — —

i=(ol], T=[1], kK=1]o0
0 0 1

Bemerkung 2.9 Fasst man diese drei Vektoren in der angegebenen Reihenfolge in
einer Matrix zusammen, so entsteht die dreireihige Finheitsmatriz

E:

o O =
S = O
— o O
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Bemerkung 2.10 Ist P(z,y, z) € R3 ein beliebiger Punkt, so lautet sein Ortsvektor
x

H
oP=1| vy
z

Folglich besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten des R® und den
Ortsvektoren.

Bemerkung 2.11 st AB ein beliebiger Vektor, der vom Punkt A zum Punkt B zeigt,
so gilt
b1 — ay
— —  —
B=0B - 0A = bg—ag
by — a3

Definition 2.13 Skalarprodukt
Unter dem Skalarprodukt zweier Vektoren versteht man den Ausdruck

? . ? = (?,?) = (E)T? = a1by + asbs + asbs € R.

Folgerung 2.1 Damit gilt fiir die Norm des Vektors: ||| = \/a? + a3 +a2 =V a - a.

5 _ 2
Beispiel 2.14 @ = 31, b=\ -7
—4 —6

— @0 =5-24+3-(=7)+(=4)-(—6) =13

Eigenschaften des Skalarproduktes: Mit @, ZZ) ¢ € R und \ € R gilt

i) a-a = |7 = 0
i) 7@ 0 s T=0
iti) 70 = b-7@

iv) 0@ b =7 (Ab) - A(? ?)
v) (7+?).7 - @7 + b7

(Nachweis: ausrechnen)
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Folgerung 2.2 Mit Hilfe der vektoriellen Schreibweise des aus der Trigonometrie be-
kannten Cosinussatzes

2 2
7= =@+ |7 - 207 | | coste@, B

und der Verwendung der Skalarproduktschreibweise der Norm

2
H?_? - (7_7).(7_?)
- 7T -20-b+0b-b
— (12 — — |
— |7 —2a.b+Hb

ergibt sich eine zweite Berechnungsformel fiir das Skalarprodukt:
ﬁ

7 =7 H?Hcos(,g(ﬁ, b)).

Folgerung 2.3 Stellt man die obige Formel um, so erhdlt man zur Berechnung des
Winkels zwischen den beiden Vektoren:

cos(£ (@, ?)) = _E: : Z
=1

Beispiel 2.15 Mechanische A'r‘be_z;t,
die verrichtet wird, wenn die Kraft F entlang des Weges s wirkt:

W=F.%= H?H 15 cos(L(F, 3)).

Beispiel 2.16 Winkel zwischen den beiden Vektoren aus dem obigen Beispiel:

g T 13
cos(L(a', b)) = e H?‘ = NN = 0.1948
L@, D) = a~T8.76°
Folgerung 2.4 Gilt @ - ? =0, dann stehen wegen cosa =0 <= a = 390° die

Vektoren senkrecht aufeinander, sie sind orthogonal. (Symbol: 7J_€>)

Neben dem Skalarprodukt gibt es noch zwei weitere Vektorprodukte, die im Rahmen
der Vektorrechnung, insbesondere der analytischen Geometrie, Verwendung finden: das
Kreuzprodukt und das Spatprodukt.
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Definition 2.14 Kreuzprodukt

- - -

R azby — asbe t gk
— 3
ax b= a3b1 — a1b3 =l a ay as e R
arby — agb; b1 by b3
—> > A
axb
\»
b
—> >
X—’; laxb |
-
a
T gk 7k
(Der Term | a; ay asz | = det | ay as as heifit Determinante und wird im
by by b by by b

ndchsten Kapitel genauer erldutert.)

Beispiel 2.17 Kreuzprodukt der Vektoren aus den obigen Beispielen:

. 5 2 3-(—=6) — (=4)(-7) —46
ax b= 3 x| -7]=1(-4-2 — 5-(-6) | = 22
—4 —6 5-(=7) — 3-2 —41

Eigenschaften des Kreuzproduktes:

- = _ - ., =
1. Der ngtor a X b steht senkrecht auf Vektor a und auf Vektor 6. @, b und
@ x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

2. HE) X ?H = ||| H?H ‘sin(&(ﬂ), ?)) ist die Mafizahl der Fliche des durch @
und b aufgespannten Parallelogramms.

3. Ist @ x b = ﬁ, so sind die beiden Vektoren kollinear, d.h. sie liegen auf einer
Geraden.

4. Die Reihenfolge der Faktoren hat Finfluss auf das Vorzeichen.
oy -
Esgilt: @ x b =—0b X a.

Definition 2.15 Spatprodukt dreier Vektoren:

[7,?,?} :?(%@) eR
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Beispiel 2.18 Spatprodukt [?, @, ?} von ¢ = (1,2,3)" mit @ und b von oben:

1 —46
[?,7,7]:?'<7x7): o || 22 | = —46+44—123= 125
3 —41
Eigenschaften des Spatproduktes:
a1 Qag as
. —_— - —_— . .
1. Sein Betrag abs <[ a,b,c ]) =abs [ det | by by b3 ist die Mafizahl des

C1 Co2 C3

Volumens desjenigen Spats, das durch die drei Vektoren aufgespannt wird:

gl
i

a

c

H
2. Ist [7, b ,?} -0 , so liegen die drei Vektoren in einer Ebene, sie sind kom-
planar.

Im folgenden Abschnitt werden die Eigenschaften der dreidimensionalen Vektoren auf
n Dimensionen verallgemeinert. Damit ist es moglich, eine mathematische Struktur in
die lineare Algebra einzufiihren, die es uns gestattet, Manipulationen fiir die Steuerung
von Kameras, Robotern, mechanischen Ubergabeeinrichtungen u.i. gut zu beschreiben.

2.5.2 Der n-dimensionale Vektorraum

I hn
Definition 2.16 Die Menge aller n—Tupel @ = | --- |, ¥ = ,
Tn Yn
<1
Z =\ - |,..., fiir die Folgendes definiert ist, heifit Vektorraum R".
Zn

Die z;, yi, z;, i = 1,...,n heiffen Koordinaten (Komponenten) der Vektoren:
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1. Gleichheit: @ =y <= x; =y;,Vi=1,..n

1+ Y1
GRn

2. Summe: T + 7Y =
Tn + Yn

3. Es existiert ein Nullvektor 0 € R", so dass die Gleichung @ + x© = 0 die

eindeutig bestimmte Lisung @ = —a (entgegengesetztes Element) besitzt.
)\iL’l
4. Skalare Multiplikation: N\’ = - | €R™, NER; insbesondere 17 =7
ATy,

5. Fir@,y, z €R”, a, B €R gelten die folgenden Gesetze:

Kommutativgesetz der Addition THY =Yy +7T
Assoziativgesetz der Addition TH+W+2)=(T+Y)+7

a(f7) = B(a7)

Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation — (aB) @

)

(0%

Distributivgesetze o7
+ =a7 + 7.

(o

sl<|

=+

)

Die Euklidische Norm kann auf den R™ erweitert werden:

17| = /22 + ... + 2.

Fiir die Norm gelten allgemein folgende Axiome mit 7', 7 € R, o € R:

Nichtnegativitit 17| >0,
H
|7 =07 =0
Homogenitét la@ || = |af || 7]
Dreiecksungleichung |2 + 7| < | 2| + | 7]

Auch das Skalarprodukt kann auf den R™ so erweitert werden, dass die Beziehung
|Z|| = V7@ - 7 zwischen Norm und Skalarprodukt erhalten bleibt:

— —

= (77 7) = (?)T 7 = T1Y1 + TaY2 + ... + Tpyn € R
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Es gelten dann allgemein folgende Axiome mit 7', i, 2 € R*: a, 8 € R:

Nichtnegativitéit (7', 2) >0,
N —
T

)=0+=T7 =0

Symmetrie (7, 9)= (v, @)
— —
T,z

Linearitiit in der 1. Komponente  (a@ + 8%, %) =a(7,2)+8(Y,7)

(Die bisherigen Verallgemeinerungen kénnen auch fiir komplexwertige Vektoren aus C"
und skalare Groflen aus C analog durchgefiihrt werden.)

2.6 Beispiele aus der Praxis

Beispiel 2.19 Ein Vierpol ist ein elektrisches Netzwerk mit 4 Anschliissen:
2 Eingdngen und 2 Ausgdngen:

Il o] —) I2
Uzei 0 U2

Wir betrachten folgendes Netzwerk:

Die Maschenstromanalyse erqgibt:

- —U1+(Zl+ZQ)II—Z2[2
0 - U2—2211+<Z2+Z3)]2
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daraus folgt:
U1 — (Zl + Zg)]l - ZQIQ
Uy, = Zolh — (Zy + Zs) 1o

Allgemein gilt mit der Widerstandsmatrix Z :

Uy 211 212 I
U= = =71
<U2> (221 222><12)

2. Beschreibungsmaglichkeit: Angabe der Ausgangsgrofen in Abhdngigkeit von den Ein-
gangsgrofsen durch Auflosen der 2. Gleichung nach I, und Einsetzen in die 1. Glei-
chung:

1+ Z 1+ 22y + 7
U, = MU2+ (% 2)(Zs 3)_22 I
Lo Lo
1 (Zy+ Zs)
L = — 2Ty
1 ZQU2 + 7 2

Allgemein gilt mit der Kettenmatriz A :
Ui aix Qa2 Uz Uz Uz (U
= =A = =A

Fiir eine Rethenschaltung von Vierpolen erhdlt man mat:

(n)=2(%) ()=+(%)
(5) - (%))

Ul Uz Uz U3 U1 U3
o 0 o

I1 : I2 I2 ? I3 I1 b I3
o— E— o—

D.h. die Reihenschaltung entspricht der Multiplikation der Kettenmatrizen.
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Beispiel 2.20 Eine Elektronik-GmbH stellt 3 Typen von Leiterplatten her. Diese sind
entsprechend dem angegebenen Schema bestiickt:

Ly Ly Ls
Kondensatoren 2 5 5
Widerstande 1 1 3
Transistoren 3 2 2

In der FEndmontage werden die Leiterplatten in den folgenden Stiickzahlen in Gerdite
G1,Ga, Gs, und G4 eingebaut:

Gir Gy G3 Gy
L, 1 0 1 4
Ly, 0 2 1 2
Ls 1 1 1 0

Man bestimme die Anzahl der Kondensatoren, Widerstinde und Transistoren fiir einen
Auftrag von 500 Gerdten Gy, 100 Gerdten Go, 300 Gerdten Gs und 100 Gerdten Gjy.

Die Liosung erfolgt mit den Mitteln der Matrizenmultiplikation:
L = A(Bauteile, Leiterplatten) - B(Leiterplatten, Gerite) - C(Anzahl der Gerite)

2 5 5 1 01 4 ?88
= 113 0 21 2 300
3 2 2 1110 100
7 15 12 18 ou0
100
=1 4 5 5 6 300
5 6 7 16 100
35+ 15+ 36 + 18 10400
= 20+5+15+6 -100 = 4600
25+6+21+16 6800
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Beispiel 2.21 Kraftberechnung in Fachwerken

Zu berechnen sind die Auflagerkrifte Fyu,, Fla,, Fp und die Stabkrifte Sy, . .

Fol 4 Il
o/ \ o o/ \o
1 3 5 7 h
Iy
FAx | o 2 /:X o 6 o A% X
V[E
F v F
Ay 05L o5l B
S1
= I {Slcosoz—l—Sg—l—FAx:()
AX .
Sisina+ Fy, =0
£ S ’
R Sy
vv I —Sicosa+ Sscosa+ S, +F, =0
S S —Sisina— S3sina=0=S;+ 53 =0
1 3
S, o I -S4 — Sscosa+ Sycosa =0
S S —Sssina — Sysina=0= S5+ 5; =0
5 7
o Ss— S 0
S —Sg — Sy cosa =
“ . v {S7sinoz—|—FB:O
S, 48,
AA v —95 — S3cosa+ Sscosa+ Sg =0
S " S Sszsina + Sysina — Fp, =0
2 > 6
Ccos «v 1 0 0 0 0 0 1 00
sin « 0 0 0 0 0 0 010
—cosa O CoS & 1 0 0 0 000
1 0 1 0 0 0 0 00O
~ 0 0 0 —1 —cosa O cose 0 0 O
0 0 0 0 1 0 1 00O
0 0 0 0 0 —1 —cosae 0 0 O
0 0 0 0 0 0 sinaa 0 0 1
0 —1 —cosa O CoSs o 1 0 000
0 0 sin «v 0 sin «v 0 0 000

FAx

., Sy,

41
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3 Determinanten

3.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.1 A sei eine (n,n) - Matriz. Als Determinante von A (det A oder |A|)

bezeichnet man eine reelle Zahl, die sich als Funktion der Matrixelemente wie folgt
berechnen ldsst:

1. Firn=1 gilt: A= (a), detA=a.
2. Firn >1 gilt:
detA = a11|A11|—a12|A12\—|—a13|A13|—...+(—1)1+”a1n\A1n| = Zn (—1)1+ja1j|A1j\,

j=1
dabei ist |A;j| die Determinante der (n —1,n — 1)-Matriz, die aus A durch Strei-

chen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
Die vorzeichenbehaftete Unterdeterminante (—1)"7|A;;| heift Adjunkte.

Beispiel 3.1 A = ( Cé 2), |A| = ald| —blc| = ad — be
a b c
Beispiel 3.2 B=| d e f |,
g h 1
_ e f d f d el . ,
detB = a b i'_b‘g ; +c'g h'—aez—ahf—bdz+bgf—l—cdh—cge

=aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi
Hinweis: Berechnung mit der Sarrusschen Regel:

a b c a b

Beispiel 3.3 C = , det C' = —det B

Q@ Q2 O
S~
>0 o O
N =)

43
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Beispiel 3.4 D =

det D = d1 |D11| = dl

Beispiel 3.5 F =

Beispiel 3.6 F' =

KAPITEL 3. DETERMINANTEN

0 O d,,
ds ds
= dids = didy...dy_, |dy|
d,, d,,

1 0 - 0
01 -
. , detE =1
00 - 1

nxn
aiy 0 Ce 0
a a .. O n

,21 2 s det F' = H (077
i=1

Qp1  Qn2 Ann

Eigenschaften der Determinante
1. det(A- B) = det A-det B = det(B - A), sofern beide Produkte existieren.

2. Falls A~! existiert, gilt |A~!| = |A| ™" .(Folgerung aus 1.)

3. Der Wert der Determinante éndert sich nicht, wenn man das A—fache einer Zeile
(elementweise) zu einer anderen Zeile addiert (A € R),

11

z.B. gilt: 9 4

11
1 3

.

4. Die Determinante éndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht,

11

z.B. gilt: 9 4

2 4
11

.

5. Einen Faktor aus einer Zeile kann man vor die Determinante ziehen und umge-
kehrt einen Faktor vor der Determinante kann man in eine Zeile hineinmultipli-

zieren,

. 11
z.B. gilt: ' 9 4

‘_2‘ . A=A

11
1 2
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6. Der Wert einer Determinanten ist null, wenn

e cine Zeile nur Nullen enthilt

e zwei Zeilen gleiche oder proportionale Elemente haben,

1
z.B. gilt: | 2 =|2-2
7

N N
- o W

2 3 1
1 4-2-2 6-2-3|=1]0
7 7 7 7

7. Summationsregel fiir Determinanten:

ay G2 as ay a2 as a1 a2 as
bl b2 b3 + dl d2 dg = b]_ + d]_ b2 + d2 b3 + d3 5
Ci C2 C3 Ci Ca C3 C1 Co C3

die Summation erfolgt nur in einer Zeile !

8. det A = det AT
— Die Zeileneigenschaften von 3. bis 7. gelten analog auch fiir die Spalten.

—> Die Entwicklung entsprechend Definition ist auch nach den Spalten moglich.
Satz 3.1 Entwicklungssatz:

Nach 2. und 6. kann jede Zeile oder Spalte bei der Berechnung der Determinante die
FPunktion der ersten Zeile in der Definition tibernehmen.

n

— |A] = Z(_l)k+jakj | Ag;l : Entwicklung nach der k-ten Zeile
j=1
= |A| = Z(—l)k”aik | Ak | : Entwicklung nach der k-ten Spalte

i=1

Hinweis: Die Vorzeichen werden nach dem Prinzip des Schachbrettes vergeben, ausge-

hend von der linken oberen Ecke:
_|_

I+

_l’_
+ - +



46 KAPITEL 3. DETERMINANTEN

1 2 -3 4| «—+ 5 0 3 6
.. |3 0 1 5 T . |3 0 15
Beispiel 3.7 D = 2 -1 3 1| (291 (31 =l 9 -1 31
5 3 1 -2 . — + 11 0 10 1
5 3 6
=—(-1) 3 1 5 |=5+165+180—-66 —250—-9 = 25
11 10 1

3.2 Die Cramersche Regel

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b, das aus n Gleichungen mit n
Unbekannten besteht:

aix a2 - Qin X1 by
Q21 Qg2 -+ Agop X2 by
Anp1 Ap2 - Ann Tn bn
<
a11 a12 A1n by
21 a22 A2n ba
T . + 29 . + ... +z, ] =
an1 an2 Ann bn
<~
18 + 228, + .. txS, = b

Berechnung von x; : Offenbar gilt

det(b]| S, S;... S,) =det(x18; +x28, + ...  +x,9,]8; S5...5,)
=det(z18,|Sy S;... S,,) + det(z29,]| Sy Sy... S,,) + ... +det(x,S,,| Sy Ss... S,,)
= det(z19,|S5 S5...5,)+0+ ... +0

=z det(S,]| Sy S5..- S,)

=x;det A
Damit ergibt sich:

i det(b|S, S5...S,) detA
e det A ~ detA”’
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Analog kbnnen x9, x3, ... x, berechnet werden, wobei im Zihler die Spalten S,, S, ....S

47

der Matrix A durch die rechte Seite zu ersetzen sind:

det(8,5, ...

Sy |b|§¢ §n) B det A;

X

det A

= qot A 1=2,3..n.

Beispiel fiir die Cramersche Regel:

Das Gleichungssystem aus 2.1.

1 -1 -1 I,
R R, 0 L | =
0 Ry —Rs I

0

Uo

0

geht mit den Werten R; = 2002, Ry = 100€2, R3 = 500¢2 und Uy = 220V iiber in

1 -1 -1 L
2009 10052 0 Iy
0 10022 —50052 I

0
= | 220V
0

Dieses Gleichungssystem hat die Struktur Az = b. Die Determinante von A wird wie

folgt berechnet:

1 —1
det A =det | 2002 10052
0 1002

—1

—50012

1 -1
0 200€2 1002
0 10052

= —500000? — 20000922 — 10000092 = —1700009? = —17 - 10*Q2?

Nach der Cramerschen Regel gilt:

0 -1 -1
I - “det | 220V 1000 0
det(A) 0 100Q —5009
1 13.2- 10V Q
L (—220V) (5009 + 100Q) = = Y2 L 07764
710tz ) (5002 +1009) = ———57e
X 1 0 -1
I — “det | 2000 220V 0
det(A) 0 0 —5000
1 1110V Q
= - (220V)  (-5000) = e = 0.6474
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, 1 -1 0
I, — “det | 2000 1000 220V
det(A) 0 1000 0
1 9.2 10410
— . (=99 (1009) = ==————— ~ (0.1294
17 1o (T 220V) - (1009) = —=—eres & 0.129

Bemerkung 3.1 Firn > 3 ist die Cramersche Regel i. Allg. vom Rechenaufwand her
nicht effektiv.

Bemerkung 3.2 Sie ist geeignet fiir Gleichungssysteme, in denen die gesuchten Gro-
Ben Funktionen sind (s. Kapitel Differentialgleichungen).

3.3 Berechnung der inversen Matrix

Das Problem der Bestimmung der inversen Matrix kann als Gleichungssystem mit
mehreren Losungsvektoren und mehreren rechten Seiten aufgefasst werden:

10 --- 0
N 01 --- 0
A A_l =F < ((Zm’)(&ij) = o . .
00 --- 1
= A 4,..A,)=(EE,..E,
— AA\1 =E; Aﬁz =k, .. Agn =k,

Die Berechnung der @;; erfolgt tiber die Cramersche Regel. Im Zghler wird die Spalte
E; an die Stelle der i-ten Spalte von A eingesetzt, da das i-te Element der Losung des
j-ten Gleichungssystems gesucht ist:

ay =det(A;... A | Ej[A, .. A,) [/ detA

Spalte i
0
det A 1(Zeile j) det A
0
0
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-1
a b 1 |A11| —|A21| 1 d —b
F ]. .1 — =
olgerung 3 ( ¢ d > ad — be ( A A ) Tad—be\ —¢ a

Folgerung 3.2 JA ! <= det A #0

3.4 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

Definition 3.2 Lineare Unabhdidngigkeit von Vektoren

Die Vektoren x1, x5, ..., T, € R"™ heiffen linear unabhdngig, wenn aus

1Ty + Ty + ...anT, = ﬁmitozie]R,izl,Z...,n folgt,

dass oy = ap=..=a, =0 gilt.
Anderenfalls heiffen sie linear abhingig.

Definition 3.3 Linearkombination
Der Term
— — —
a1 + axy + ...,

heifit Linearkombination der Vektoren Ti, T3, ..., Z, € R™.

Satz 3.2 n Vektoren des R™ sind linear unabhdngig, wenn die mit thnen gebildete
Determinante von Null verschieden ist, anderenfalls sind sie linear abhéingig (0. B.).

Beispiel 3.8 Sind die Vektoren a = (;) und b = (g) linear abhdingig?

Schreibt man die Gleichung oqn@ + a2€> =0 komponenetenweise auf, so entsteht das
lineare Gleichungssystem

o1+ 20&2 =0

2@1 + 30[2 =0

Subtrahiert man das Doppelte der 1. Gleichung von der 2. Gleichung, so ergibt sich
ay=0 = a3 =0.

Damit sind @ und ? linear unabhdngig. Weiterhin gilt:

? 1 2

det(@, ):‘2 5

':3—4:—1#&

Auch daraus kann man auf die Unabhdingigkeit von @ und Y schlieflen.
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Satz 3.3 Die Mazimalzahl linear unabhdngiger Vektoren im R™ ist gleich n.

Definition 3.4 Dimension/Basis eines Raumes

Die Mazimalzahl linear unabhdngiger Vektoren eines Raumes heifst Dimension des
Raumes. Ist n die Dimension eines Raumes, so bilden n linear unabhdingige Vekto-
ren eine Basis.

0
0
Beispiel 3.9 Die Einheitsvektoren e; = 1 — Zeilei (i=1,2,...,n)
0
0
bilden eine Basis des R", da
1 0 ««+ «ove -eo 0
01 0 - - 0
S0 . e e
det | . . ) ) .| =det E=1%#0 gilt.
: 0O 1 0
00 - 0 1
5 2 4
Beispiel 3.10 Die drei Vektoren @ = 31, b= -7, = -14
—4 —6 —12
bilden keine Basis im R3, da
5 2 4 5 20
det 3 =7 —14 | =det 3 =70 |1=0
-4 —6 —12 -4 —6 0

Satz 3.4 Sei {T1,Z3,..., 2, } eine Basis im R™. Dann lisst sich jeder Vektor auf ein-
deutige Weise als Linearkombination von i, Ts, ..., T, darstellen:

n
— — — — —
a = o1 + aoxy + ..., = ORT.
k=1

Bemerkung 3.3 Stehen die Basisvektoren senkrecht aufeinander, so spricht man von
einer Orthogonalbasis. Haben die Vektoren tiberdies die Linge 1, so handelt es sich
um eine Orthonormalbasis. Jede Basis kann man mit Hilfe des Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahrens in eine Orthonormalbasis umwandeln.



4 Lineare (Gleichungssysteme

4.1 Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Wir betrachten Gleichungssysteme der Art:

a11r1 + a9 + .... + A1nTy = bl

(211 + Q929 + .... + Q9pX, = bg

ap1T1 + Qoo + ... + appx, = by

ai;p -+ Qip I by

ak1 0 Gk Ty, by,
A-z=Db

Beispiel 4.1 s. Beispiel aus Kapitel 3.2.
Beispiel 4.2

du+0v—-bw+0z = 3
2u+0v+0w+1z = -1
Ou+2v—1w+0z = 1
—
40 =50 “ 3
20 01 RO S
02 -1 0 Z“ 1

Dabei gelten folgende Bezeichnungen:

A: Koeffizientenmatrix (Systemmatrix), z: Vektor der Unbekannten
b : rechte Seite

b =0 : homogenes Gleichungssystem, b # 0 : inhomogenes Gleichungssystem
(A]D): erweiterte Koeffizientenmatrix (erweiterte Systemmatrix)
n: Anzahl der Unbekannten

In der erweiterten Systemmatrix steckt die gesamte Information des linearen Glei-
chungssystems.

51
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Satz 4.1 Die Losung eines linearen Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn in der
erweiterten Koeffizientenmatriz die nachfolgenden Zeilenumformungen ausgefiihrt wer-
den:

e Vertauschen zweier Zeilen
o Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A € C, A # 0

o Addition zweier Zeilen.

Anwendung: (A|b) wird mit Hilfe dieser Operationen so umgeformt, dass an der Stelle
von A eine obere Dreiecksmatrix mit der folgenden Struktur entsteht:

1 aip -+ Qi Gpe1 -0 Qi | El
0 1 -+ G Qgpp1 -+ G2 | bo
|
0« 0 1 Gyyr -+ Gm | b
0 -« . 0 0 0 | by
0 -« . 0 0 - 0 | 0
0 0 0 0 | 0

Definition 4.1 Die Anzahl der nichtverschwindenden Zeilen in einer gemdf$ Satz 1
umgeformten Matrix heifit Rang der Matrix.

Folgerung 4.1 Rang(A) =r

T bet byy1 =0
Folgerung 4.2 Rang(A|b) = { vl bei D 1 40
r+1

Losbarkeit des Gleichungssystems:

Fall 1: b, #0 = r = rang(A) < rang(A]b) =r + 1
Betrachten Zeile r + 1 des umgeformten Gleichungssystems:
O0xq1 + 029 + .... + 0x,, = ETH #0 Widerspruch)!

—> Das lineare Gleichungssystem ist unlosbar.

Fall 2: b1 =0 = r = rang(A) = rang(Alb) = r

Das lineare Gleichungssystem ist 1osbar.

Die Losung erfolgt mittels der umgeformten erweiterten Systemmatrix.
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4.2 Der Gauf3’sche Algorithmus
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Problem: Wie kann die vereinfachte Form (*) der erweiterten Systemmatrix (A|b) auf

systematische Weise (im Rechner) erzeugt werden?

Forderungen:

e Allgemeinheit fiir eine bestimmte Aufgabenklasse

e Determiniertheit: Schritte und Reihenfolge sind eindeutig bestimmt

e Endlichkeit: nach einer bestimmten, endlichen Zahl von Schritten ist Schluss

Der Gauf’sche Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

1. Betrachte die gesamte Matrix (A|b) als Arbeitsblock.

Allgemeine Rechnung
Il :C2 DEREEY é
ann a2 by
ag1  ag2 by,

Beispiel
Ty T2 x3 b
0 3 6 3
2 4 6 2
—4 -8 —12 12

2. Tausche im Arbeitsblock die Zeilen so, dass das linke obere Eckelement (Pivot-
element) von Null verschieden ist. Sollte das unméglich sein, versuche es mit den
Spalten von A und merke die neue Reihenfolge der Variablen. Wird kein von Null
verschiedenes Pivotelement gefunden = Stopp.

T T Ty, b
a1 7é 0 ap A1n b1
Qr1 ag2 Akn by,

3. Teile die Elemente der 1. Zeile des Arbeitsblockes durch das Pivotelement.

Tl T2 T3 b
2 4 6 2
0 3 6 3

—4 -8 —12 12

T1 T Tn, b
1 @z a1n b1
all all ail
21 Q21 Q22 Q2n, by
ag1 g1 k2 Ak, by

T T2 T3 b

1 2 3 1

0 0 3 6 3
—4 —4 -8 —12 12

4. Multipliziere die 1. Zeile des Arbeitsblockes jeweils mit den ersten Elementen der
anderen Zeilen des Arbeitsblockes und subtrahiere sie von diesen anderen Zeilen.
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Ty T 0 Tp b
1 @2 ... an b r1 Ty I3 b
/gll 311 a1l 1 2 3 1
0 a Qop, b
2 ? ? 0 3 6 3
N N =z 0 0 0 | 16
0 ag2 -+ Qgn bk;

5. Verkleinere den Arbeitsblock um je eine Zeile und Spalte von oben bzw. von links.

6. Wiederhole die Vorschrift ab Punkt 2 bis die gesamte Matrix abgearbeitet oder
ein Abbruch bei Punkt 2 eingetreten ist.

1 T2 T3 b
1 2 3 1
0 1 2 1
0 0 0 0 16

Allgemeiner Formelsatz im 1. Schritt:

~ a1 .
Qi = Q4 — s A1y fUT 1= 2, .k
11
7 a1 .
b = bj— —-by und j =2,..n
a1

D.h., die Nullen werden nicht berechnet.

Rangbestimmung fiir das obige Beispiel: RangA = 2 < Rang(A|b) =3
—> Das Gleichungssystem ist unlésbar.

1 T2 b

1 2 0

-1 -1 3 4

Beispiel 4.3 0

W

T

1 2
0[5
1 2
0 [T

RangA = 2 = Rang(Alb) = Das Gleichungssystem ist losbar.

o] o
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Ty T2 I3 b

0 3 0 -3

2 =2 2 0

4 —4 4 0

. . 1 -1 1 0
Beispiel 4.4 0 0 3 0 _3
4 4 —4 4 0

1 -1 1 0

0 1 0 —1

0 0 0 0

RangA = 2 = Rang(A|b) = Das Gleichungssystem ist losbar.

4.3 Losung des Gleichungssystems

Die Losung des Gleichungssystems ist nur sinnvoll fiir den Fall, dass gilt

RangA = Rang(Alb) = r.

Fall 2a: r =n

Das Gleichungssystem Az = b hat dann folgende Struktur:
1 Qi -+ -+ Qip 1 51
0 1 :
0 . : : =
: . 1 'dn_m Tn—1 bﬁ—l
0 - --- 0 1 Tn b,

Es kann von unten nach oben eindeutig gelost werden:

1-z, = b,
1. Tp-1+ Ap—1n " Tpn = bnfl
Tp—1 = bp1—Qno1pn-Tn  usw.

Dieser Prozess heifit Riickwértseinsetzen. Er ist rechentechnisch wesentlich weniger
aufwendig als der Gauflalgorithmus.

Zu Beispiel 4.3:
xQZ%; 1+ 2292 =0 — T, = —2Ty = —

—- (2)-(7)

oo
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Fall 2b: r <n
Das Gleichungssystem Az = b hat nach dem Gauf-Algorithmus dann folgende Struk-
tur:

Ty 7

1 ap -+ a, aipp -0 aig by
0 1 :
Ty =
Qr—1,r : :
O e O 1 aT,T‘+1 e a/nn br
Tn
1 ap - A1y T by a1,r41 A1n
0 1 : : :
_ N = ' — ‘ Tyl — oon — ) Tn
Qpr—1,r : :
0 - 0 1 Ty br Qrr41 Q.
I
D - . = l_)_ 'CET+1§7~+1 e T xn§n7
T,

wobei Sr s Sn die umgeformten Spalten von A sind. Offenbar gibt es bei beliebiger
Wahl von x,4, ..., x, eine Losung. x, 1, ..., x, sind freie Parameter der Losung.

— 2=t €R Ty =1tnr €ER

= Die Losung enthélt n — r freie Parameter. Sie ist nicht eindeutig bestimmt und
wird wie im Fall 2a durch Riickwirtseinsetzen berechnet.

7 Beispiel 4.4:

n=3J; r=2 — n —r = 1 Parameter ist notig: x5 =1t € R
ZCQZ—L Ty —To+23=0 — T1=To—2T3=—1—1

I —1 —1
- T2 = -1 + 0

I3 0 1

Beispiel 4.5 Fiir Fall 1:

2 = RangA # Rang(Alb) =3 = Das Gleichungssystem ist nicht losbar:
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Ty T I3 b
1 1 1 3
=7 -7 7 7 =7
0 0 1 1 4
1 1 1 3
0 14 14 14
0 1 1 4
0 1 1 1 3
0 0 1 1 1
1 0 1 1 4
1 1 1 3
0 1 1 1
0 0 0 3
Beispiel 4.6 Fiir Fall 2a:
Ty T2 I3 b
2 4 2 4
3 0 -3 —6
-1 -1 2 6
1 2 1 2
1 1 0 -1 -2
—1 -1 -1 2 6
1 2 1 2
0 -2 =2 —4
0 1 3 8
1 2 1 2
0 1 1 2
1 0 1 3 8
1 2 1 2
0 1 1 2
0 0 2 6

3 = RangA = Rang(Alb) =3 == Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar:

203 =6 — T3 =3

Ty + 23 =2 - To=2—x3=-—1

1+ 209 + 13 = 2 — r1=2—-2x9—13=2-2(—-1)—-3=1
T 1
i) = -1

T3 3
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Beispiel 4.7 Fiir Fall 2b:

T

To I3

O RO O R OO RO RION K-
O R OO~ Ok OOk OOl OO
\&)
e R e e P e B e e S NS AN

)

I
[N}
PO Ol O OO = OO = OO N Ols
N

3= RangA =1 = Rang(Alb) =3 <n=4=—=n—-r=1
Das Gleichungssystem ist mit einem Parameter losbar: Setze x4 =t € R.

rs+ £ =—1 — wg=—1-1
Ty — a3 =1 == ra=14a3=1-1—-%=—-1%
T —2w3 =1 — $1:1+2x3:1—|—2(—1—%):—1_t

T

Y
T3 —
Ty 0

|
— NN =
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Beispiel 4.8 Aufgabe mit Parametern in der Systemmatriz: a, f € R

T X2 €3 b
1 4 o) 15}
2 -1 4 5
1 1 1 1
1 1 1 1
2 2 -1 4 5
1 1 « 15}
1 1 1 1
0 -3 2 3
-1 0 3 a—1 -1
1 1 1 1
0 -3 2 3
0 0 a+1 b+ 2

Zur Rangbestimmunyg ist eine Fallunterscheidung notig:

Fall A:
a+1#0,€R = RangA =3 = Rang(Alb) =n
= GLS ist eindeutig losbar.

(a+Dzz3=p+2 = 1y = 812

3 a+1 3 a+1
ntmtn=1 = n=l- (-1 -2
Fall B:

a+1=0,4+2#0 = RangA =2 < Rang(Alb) =3
= (LS ist nicht losbar.

Fall C:
a+1=0,4+2=0 = RangA=2= Rang(Alb) <n
—> GLS ist losbar mit n — r = 1 Parameter: x3 =t € R

—3x9 + 223 =3 == zo=(—3)3—-2t) =2t -1

W=

it rmtrs=1 =  r=1-(03t-1)—-t=2-23t

1 2 —%
T3 0 1
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4.4 Das Verfahren von Gauf3-Jordan

Das Verfahren von Gauf}-Jordan ist eine Alternative zum Riickwiirtseinsetzen. Dabei
wird beim Gaufalgorithmus D = E angestrebt, d.h. es werden nicht nur die Zeilen
unterhalb des Pivotelementes umgeformt, sondern auch die iiberhalb. Das Riickwiéirts-
einsetzen wird damit in der Umformung mit erledigt. Dieses Verfahren ist aufwendiger
als die iibliche Gauflelimination und das anschlieffende Riickwirtseinsetzen.

Im Fall 2a mit » = n ergibt sich dann:

1 0o - -0 T T T 51
0 1
() 0 =F = =

1 0 ~
o .- -+ 0 1 T, T Tn b,

Im Fall 2b mit r < n erhilt man:

1 0 - 0 T T b1 617T+1
0 S A S I P
0 : :
0 - 0 1 Ty Ly br Zir,r—&-l
I
= E - tlSr+l T oeee T tTL*TSn
T,

Beispiel 4.9 Lisung des Beispiels 4.6. mittels Gaufs-Jordan- Verfahren:

Ty Ty T3 b

2 4 2 4

3 0 -3 —6

-1 -1 2 6

1 2 1 2

1 1 0 -1 | =2
-1 -1 -1 2 6
1 2 1 2

0o -2 =2 —4

0 1 3 8

2 1 2 1 2
0 1 1 2

1 0 1 3 8

Q1n

a”!‘,?’l

Tn
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|
—

|
[\

(S Ny
(@]

O OO O RO O
O = OO = OO = O

— O Ol =
—_

Bemerkung 4.1 Das Verfahren von Gauf$-Jordan kann zur Bestimmung der inversen
Matrix benutzt werden.

Bemerkung 4.2 FEs gilt einerseits:

AX = FE — X =A"
und andererseits
AX — E @ A&lzﬂl, AX2:E2’ cen Alnzﬂn.

Das entspricht der n-maligen Losung des linearen Gleichungssystems mit der gleichen
Systemmatriz A und den Spalten von E als rechten Seiten. Diese kénnen in das Schema
des Algorithmus von Gauf-Jordan mit auf die rechte Seite geschrieben werden, so dass
nur eine Abarbeitung des Algorithmus gleichzeitig fiir alle rechten Seiten notwendig
ist. Geht man von dem Schema in der Form A|E aus, so ist das Ende erreicht, wenn
links die Einheitsmatriz steht. Dann erscheint auf der rechten Seite die Inverse von A:
E|A7L.

Beispiel 4.10 zur Inversion
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/2 L3

£,

o

)

o

i

1= O [~ e

AN — <FH AN — A

S O HIN

= | <t <t O

To XT3

X1

i

i

i

o

1IN O [~

ol O O

— =

Bemerkung 4.3 Zeilentausch wéihrend der Rechnung verindert die Inverse nicht.

=2 L3

£y

O O

= <t <t oY

= | <t <t | O

To I3

T
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Bemerkung 4.4 Spaltentausch ergibt in der Inversen den entsprechenden Zeilentausch.

FEr ist zu vermeiden.

o ™ o O O HHO O IO O ~ayH Ity

_ _ _ ! |

N N — O ~HNO HINH N NHIN T | O

_ _ _ _ | _

_ _ |

o “ — — N HINHNA N N N[O O

8 g _ _

N — a — o H O - OO = O —H O

8 & |

$1 %. o — O O|lHOoO OlHO Ol O O
a — — — =N
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4.5 Zusammenfassung

Satz 4.2 Gilt fir das lineare Gleichungssystem Az =b rangA = rang(A|b), so ist
das System losbar, anderenfalls unldsbar

Satz 4.3 Das lineare Gleichungssystem Ax =b sei ldsbar, v sei der Rang von A, n die
Anzahl der Unbekannten.
- Gilt r =n, so ist Ax =b eindeutig losbar.
- Beir < n enthdlt die Losung (n—r) Parameter. Sie ist ein (n—r)-parametrischer
verschobener Unterraum der Form:

a1
b §r+1 §n
Ly
— | = —— + | — |+ . Fta | ——
Try1 0 1 0
T 0 0 1
spezielle Losung allgemeine Losung des homogenen
des inhomogenen + Problems (Unterraum)
Problems

Bemerkung 4.5 Fin homogenes lineares Gleichungssystem mit Vollrang (r=n) hat
nur die triviale Losung: Az =0, A #0 — = 0.

Bemerkung 4.6 Aquivalenz der Aussagen:
r=n
Bei der Umformung von in gilt entweder
0 1.detA#0 <= detA#0 <= r=n
2. detA=0 <= detA=0 <= r<n

detA # 0
0 Darstellungssatz fiir A=
JA!
0 Multiplikation von Az =b von links mit A~
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Bemerkung 4.7 zur Lisbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Az =1 Az =0
m Gleichungen = Spezialfall b =0
n Unbekannte = homogenes System
Dieser Fall kann nicht eintreten,
rangA # rang(A|b) System ist unlosbar da b keine Nichtnullelemente enthiilt.

D.h. homogene Systeme sind stets losbar

rangA = rang(A|b) = r | System ist losbar

a)r=mn Losung ist eindeutig System hat triviale Losung: x = 0

b)r<n Losung ist nicht eindeutig | System besitzt nichttriviale Losungen

4.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es sei A eine Matrix vom Typ (n,n), x ein Spaltenvektor vom Typ (n, 1), A € C.
Problem: Gibt es Vektoren z, x # 0 derart, dass sich die Multiplikation Az auf die
einfachere Operation \z reduziert?

Definition 4.2 FEuzistiert ein Vektor x, x # 0, so dass die Gleichung Ax = \x gilt, so
heifst A Eigenwert und x der zugehdrige Figenvektor.

Bemerkung 4.8 a € C, a #0 — Alaz) = aAz = adz = M az)
Neben x ist auch ax ebenfalls Eigenvektor. D.h., Eigenvektoren sind nicht eindeutig.

Berechnung von Eigenwerten:

Az=Xx =  (A-AE)jz=0
Fall 1: rang(A — AE) =n — z=0
z ist aber dann entsprechend Definition kein Eigenvektor.

Fall 2: rang(A — AE) <n — 3 nichttriviale Losungen x
Forderung fiir deren Existenz:

det(A — AE) = 0 : Charakteristische Gleichung der Matrix A.
det(A — AE) = P,()\) = 0 ist die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte.
Satz 4.4 Fundamentalsatz der Algebra (GAUSS)

Jede Gleichung n-ten Grades besitzt im Bereich der komplexen Zahlen genau n Losun-
gen, wobei die k-fachen Losungen k-mal zu zdhlen sind.

Folgerung 4.3 Fiir eine (n,n)-Matriz existieren genau n Eigenwerte, wobei die k-
fachen k-mal zu zdihlen sind.
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Folgerung 4.4 FEigenwerte einer reellen Matrixz konnen komplexe Zahlen sein.
Bemerkung 4.9 Die Figenwerte einer symmetrischen Matrix sind rell.

Beispiel 4.11 zur Berechnung von Eigenwerten

0 -1 0
A= -1 -1 1
0 10
D | 0
det(A—AFE) = det -1 -1-X 1 = (=A)(=1=XN)(=A)=(=A) = (=)

0 1 0—A

=N (=1=N 42 =-2AN+1-2)=0
)\120, )\2:—2 )\3:1

Beispiel 4.12 zur Berechnung von Eigenwerten
5 4
p(5 )
5— [ 4
det(A — pFE) = det I (5—p)(=3—p)+20

=—-154+20—-b5u+3u+ut=p?*—-2u+5=0

Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert \;:

1. Losen des Gleichungssystems (A — \;F)z =0
2. Darang(A— ME)=r<n = Losung enthilt n — r Parameter.

3. Durch unterschiedliche Wahl der n — r Parameter ist es moglich, n — r Eigen-
vektoren x zu finden, die nicht durch Multiplikation mit einem Faktor ineinander
iiberfithrbar sind.

Beispiel 4.13 Sei A wie in Beispiel 4.11

Ty T2 T3 b

0 -1 0 0

-1 -1 1 0

A =0, lose (A—ME)z=Az=0: 0O 1 010
-1 -1 1 0

0 -1 O 0

0O 1 O 0
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Wihle x35=1t=1, x29=0, —21—294+23=0 = 1x1=1

1
— EV,=|0
1
Ty Ty T3 b
2 -1 0 0
-1 1 1 0
Ay = —2, lose (A— XFE)z=(A+2E)z=0: 0o 1 2|0
2 -1 0 0
0o 1 1]0
0o 1 2 0
Wihle x3 =1t =1, x9=—-2x3=-2, 201 —12=0 =— 127=-1
-1
e ﬂ2 = —2
1
Ty T I3 b
-1 -1 0 0
-1 -2 1 0
A3 =1, lose (A—\sE)z=(A—FE)z=0: 0 1 -1 1|0
1 1 0 0
0 —1 1 0
0O 1 -1 0
Wihle xt35=t=1, xo=23=1, x1+2:=0 = 121=-1
—1
— EV,= 1
1
Beispiel 4.14 Zu der Matrix
-4 -3 3
C= 2 3 —6 | gehdren die Eigenwerte: Ay = Ay = —3 und A3 = 5.
-1 -3 0
Berechne die Eigenvektoren zu A\y = Ao = —3 :

Lése (C — M E)x=(C+3E)z=0
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Ty T2 T3 b
-1 -3 3 0
2 6 —6 0
-1 -3 3 0
1 3 -3 0
0O 0 O 0
0O 0 O 0

rang(C +3FE)=1 = 2 Parameter, 2 Eigenvektoren
T 20—31’2+3l’3

Wdhl€x2:1, x3:O — ﬂlz

Wiéhle xo =0, z3=1 =— EV,=

— O W oW

Bedeutung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

e Resonanz bei schwingfihigen Systemen
e Losung von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen

e Dokumentation der Eigenschaften der Matrix A



5 Funktionen

5.1 Abbildungen, Funktionsbegriff

Definition 5.1 FEs seien M; und My beliebige Mengen. Jede Teilmenge von My x My
heifit Abbildung von My in My .
Schreibweise: f: My — Mo; fix—yy=f(x)

Definitionsbereich (Urbildmenge) = {x| v € My,3y € My :y = f(x)} = Dy

Wertebereich (Bildmenge) = {y|y € My, 3z € M, :y = f(z)} =W,

Beispiel 5.1
Mi=N;  M=N;  A={(1;2),(%4),(36),..}
Dy ={1;2;3;...}; Wy =1{2;4;6;...}; — y =2z

69
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Definition 5.2 FEine Abbildung heifit eindeutig oder Funktion, wenn jedem Urbild ge-
nau ein Bild zugeordnet wird. Eine Abbildung heifit eineindeutig, wenn auflerdem zu
jedem Bild nur ein Urbild existiert.

£(x) £(x) £(x)
f(xz)

£(x)

X1= xz X X Xl X2 X
f nicht eindeutig f eindeutig f eineindeutig
flar) # flz2), Ty # o,
aber x1 = X9 aber f(x1) = f(x2)

Zu jeder eineindeutigen Abbildung (Funktion) existiert eine inverse Abbildung (Funk-
tion). Diese ordnet jedem Bild sein Urbild zu.

Ausgangsfunktion: f : Dy — Wy; y = f(x)

inverse Funktion: f~!: Wy — Dy; r=f"(y)

Bestimmung von f~!:
Gleichung y = f(x) nach x auflésen,
x und y vertauschen (entspricht Spiegelung an der Geraden y = x).

A

y y=5x+3

Beispiel 5.2

o — _ 1 3 1., _ 1 3
f:y=5x+3 = T=3y—3 = flry=s0 -4
Df:Wf—l; Wf:Df—l
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Definition 5.3 Gleichheit von Funktionen:
fl :f2<=>Df1 :sz :Df A\ fl(ZK):fQ(ZL‘) \V/l'GDf

Definition 5.4 Fine mittelbare Funktion verwendet als Urbilder (Argumente) die Bil-
der einer zweiten Funktion.

Beispiel 5.3 f(z) = % = h(g(x)) = g(x) =sinz : innere Funktion;
h(z) =e* : dufSere Funktion

5.2 Zahlenfolgen und ihre Grenzwerte

Definition 5.5 Die Abbildung f: N — R; fin—uz, = f(n)

heifit (Zahlen-)Folge, die Zahl x, = f(n) wird als n-tes Glied der Folge bezeichnet, n
heifst Laufindex.

Man schreibt: {x,}2, = {xp}nen = {71, T2, 23, ...} = {2, }

Interpretation: Denkt man sich in der Folge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... jede Zahl
n mittels des Bildungsgesetzes f(n) durch eine reelle Zahl x,, ersetzt, so erhélt man die
Zahlenfolge {x,}22 | = {x1, 9,23, ...}.
Die Bildungsvorschrift =, = f(n) kann auch in der Form z,, = f(x,_1) auftreten. Diese
Form heifit rekursive (riickbeziigliche) Bildungsvorschrift. Dabei muss ein Element der
Folge (x,_1, n beliebig) bekannt sein.

Beispiel 5.4

Bildungsvorschrift: rekursiv allgemein
k=1,2,3,.. keN
a) {z} = 1, %, %, x1 = 12541 = % T = %
b) {xx} = 1,2,4,8,.. x1 = 1,201 = 21, xp = 2k 1
c) {z} = 1,1,1,.. x1 =121 = 1y T =1
d) {z} = 1,-1,1,—1,.. r1 = Lixpyg = —my, 7 = (1)1

k+1°

1, k gerade

e) {m} = 21,313, ... — l“k:{ ungeragde
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Definition 5.6 Eine Zahlenfolge {x1} heifst

nach unten beschrinkt < 3C =const.| C <z, Vke KCN

nach oben beschrinkt < 3D =const| x,<D VYke KCN

beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist, d.h. |xy| < M = max{C, D}.

Definition 5.7 FEine Zahlenfolge {x\} heifst

monoton wachsend & Tk < Thot

streng monoton wachsend << T < Tpa1

monoton fallend & Tk > Tpa VEeN
streng monoton fallend & Tk > Tpa1

konstant & Tk = Tpi1

alternierend s T Ty <0

Mit einer oberen (bzw. unteren) Schranke gibt es fiir die Zahlenfolge jeweils unendlich
viele solcher Schranken, da dann auch alle gréeren Zahlen obere (bzw. alle kleineren
Zahlen untere) Schranken sind. Vielfach existiert eine kleinste obere bzw. grifite untere
Schranke. Sie heifit Supremum bzw. Infimum. Schranken miissen nicht Elemente der
Folgen sein.

Beispiel 5.5 Eigenschaften der Folgen aus dem vorhergehenden Beispiel

Folge | C D Infimum | Supremum | Eigenschaften

streng monoton

a) vy —2,—1,0 1,10, ... 0 1 fallend
streng monoton
b) vy —2,—1,0.5,1 | keine 1 — wachsend
c) vy, —2,—1,0.5,1 | 1,1.5,100,.. |1 1 konstante Folge
alternierende
d) vy —2,—1 1,1.5,100,... | —1 1 Folge
e) ey —2,—1,0,1 2,2.5,5, ... 1 2

Die Zahlen C' und D in der Tabelle sind Beispiele fiir untere und obere Schranken. Es
gibt entweder keine oder unendlich viele davon.



5.2. ZAHLENFOLGEN UND IHRE GRENZWERTE 73

Beispiel 5.6 Arithmetische Folge

Charakteristikum: Konstante Differenz d zwischen den Gliedern: d = xj11 — xy
Allgemeine Darstellung o =x1+ (k—1)d, k€N

Rekursive Darstellung — xp =x,_1+d, k€N

(Konvergenz gegen +o00, sofern x1 # 0 und d #0)

Partialsumme Sp =21+ T+ ... + 2y = §(21 +2,) = 5221 + (n — 1) d)
Summe +o00, sofern x1 # 0 und d # 0

Anwendungsbeispiele Folge der natiirlichen Zahlen

Folge der Volumina beim Kompressor
Folge der Anzahl der Rohre in einer Rethe auf dem Stapel

Beispiel 5.7 Geometrische Folge

x
Charakteristikum: Konstanter Quotient q zwischen den Gliedern: ¢ = alasy
Ty

Allgemeine Darstellung x, =1 -¢* 1, k€N

Rekursive Darstellung =21 -q, k€N

(Konvergenz ja fir |q| < 1)
1—-¢" z1—2,
Partialsumme Sp =1 +To+ ... + T, =27 - g _5I s
1—g¢q 1—g¢q
Summe s = 12, sofern x1 # 0 und |q <1
Anwendungsbeispiele Verzinsung

natirliche Wachstumsprozesse

5.2.1 Grenzwerte von Zahlenfolgen

Bei der Betrachtung von Grenzwerten geht es um das Verhalten der Folge, das durch
die unendlich vielen, ,fernen” Glieder bestimmt wird. Endlich viele Glieder haben
auf dieses Verhalten der Folge keinen Einfluss.
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Beispiel 5.8 x, :1—1—% = {x}={0,2,22 15 1

9293947677
Xk .
S Prrcccccccccccccccccccccneccccne
1 ., £
e ® e l &
o
‘ T 1 T 1 T 1 T 1 T
1 3 5 7 9 k

Definition 5.8 Die Zahlenfolge {xy} hat den Grenzwert g € R, wenn fiir jede Zahl
e > 0 fast alle Glieder der Folge in der e-Umgebung (g — €, g + €) von g liegen.

Das ist gleichbedeutend mit folgender Formulierung:

Definition 5.9 Die Zahlenfolge {xy} hat den Grenzwert g € R, wenn fiir jede Zahl
e > 0 ein Index nyg(e) so angeben werden kann, dass gilt:

|z, —g| < e fiir alle n > ny(e).

Die zweite Formulierung lasst sich rechnerisch besser auswerten, die erste Formulierung
besser interpretieren. Der Term |x,, — g| beschreibt dabei den Abstand der einzelnen
Glieder zy, der Folge {x)} vom (vermuteten) Grenzwert g.

Bezeichnungen:

e Zahlenfolgen, die einen Grenzwert g € R besitzen heiflen konvergent. Man schreibt:

lim x, = g.
k—oo

e Anderenfalls heiflen sie divergent.

e Ist g = 0, so nennt man die Zahlenfolge eine Nullfolge.

e Divergente Zahlenfolgen, die gegen ,,00” oder ,,—o0

” streben, heiflen bestimmt

divergent, anderenfalls unbestimmt divergent.

e Die Werte ,,00” und ,,—00” nennt man uneigentliche Grenzwerte.

e Die Menge U.(z9) = (z0 —,20+¢) = {x € R| |z —x] < e, € > 0} heifit
e-Umgebung der Stelle xg.
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(=D*

Beispiel 5.9 Weiter zum obigen Beispiel x, = 1 + ; Bs sei e > 0, beliebig. Aus
dem Bild entnehmen wir die Vermutung g = 1. Dann qilt fiir k > E] +1:

1

k—1 > {—}, d.h.
€

1 < 1 <
k—1°
Damit erhdlt man
(=1)* 1
|z, — 1| = |1+ —1ll==<e,

k

und die Vermutung wurde bestdtigt.

Beispiel 5.10 fiir spezielle geometrische Folgen mit x, = ¢*, d.h. 1 = q:

1) ¢g>1 = 2B 1, =2F = {xr} =1{2,4,8,...} = I — 00
2) ¢=1 — r=1"=1 — {zmr={11,1,.} — 1 =01
3) 0<g<1l = zB = (%)k = {u}={315 -} — 1, =00
4) ¢=0 — 2, =0F=0 —  {xz} ={0,0,0,...} — 12," %0
5) —1<q<0 = zB o= (-3 = {m}={-11i-1.1 = 5" =0
6) ¢<-1 = 2z.B 1= (—2k)k — {zx}=1{-2,4,-8,..} = unbestimmt

divergent
Die Folge {x1,} = {¢"} ist konvergent fiir —1 < q < 1 mitlimy_.o ¢* = L fw“ =1 },

0 fir |q/ <1

anderenfalls divergent, d.h. der Grenzwert existiert nicht. Fiir q > 1 ergibt sich be-
stimmte Divergenz gegen oo und fir ¢ < —1 unbestimmte Divergenz aufgrund des
Alternierens der Folge.

5.2.2 Rechnen mit Zahlenfolgen - Grenzwertsétze
Satz 5.1 Jede konvergente Zahlenfolge besitzt einen eindeutig bestimmten Grenzwert.

Satz 5.2 Jede Teilfolge einer konvergenten Zahlenfolge ist ebenfalls konvergent und
hat denselben Grenzwert wie die gesamte Folge.
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Satz 5.3 Vertauschen der Grenzwertbildung mit den Grundrechenarten
Es seien {z,} und {y,} zwei konvergente Zahlenfolgen mit den Grenzwerten x und y.
dann qilt:

(1) lim (2, £y,) = lim(z,) + lim y,) = z+y
(2) lim (2, -y.) = lim(z,)- lim(y,) = z-y
(8) lim (a-x,) = a- lim (z,) mit a€R
. Ty Ji_{go(x") x
(4)  lim " = T () =y sofern yn,y # 0
(5) lim ¥z, = #/lim x, = Y sofern ,,, v >0
Beispiel 5.11 Gebrochen rationale Zahlenfolgen
. 2n% + Tn — 10 (14— 5%) 2
CL) llm 2— = llm ; 7; — —
nooo \ 32 —2n + 5 nooo3n2(1— 2 4 52) 3
. (n?+5n—101 o1+ 3 -4
b) lim ( —— ) = lim e =00
n—00 2n —1 n—oo  2n(1 — %)
. 4n + 3 : An(1+ 2)
c) lim ( —5—F—— ] = R 0
n—oco \ 5n? + 2n + 6 n—o0 5n2(1 + 2 + &)
Zusammenfassung:

Wegen der tbersichtlicheren Schreibweise und der spdteren Anwendung bei gebrochen
rationalen Funktionen setzen wir nun n = x. Das entspricht einer stetigen Einbettung
der diskreten Zahlenfolge {a, = f(n)}|nen in eine reelle Funktion f(x) mit x € R:
Dann ist das folgende Ergebnis sofort auch fiir Funktionen einer reellen Verdnderlichen
anwendbar.

0 fiir m <l
m m—1 bm .
lim ™ + b1 +...+bix+b\ = fuir m =1
nooo \ @l +a_12 '+ . +ax+ag ) %
b
sgn (—> - 00 fuir m >
\ al /
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Beispiel 5.12 fiir Grenzwertberechnung mittels 3. binomischer Formel

(V4n? + Bn + 2n)

lim (\/ 4n? + 5n — Qn) = lim (\/ 4n2 + 5n — Qn)

n—oo n—00 (\/m + 2n)
~ m 4n? + 5n — 4n?
n—c0 \/4n? + bn + 2n
= lim on = g

o (1 2e1) A

Nun folgen noch einige Sétze, die beim Berechnen von Grenzwerten niitzlich sein kon-
nen.

Satz 5.4 Jede beschrinkte und monotone Folge ist konvergent.
Satz 5.5 Hat {z,} den Grenzwert g, so ist {z,, — g} eine Nullfolge.

Satz 5.6 Seien {x,} und {y,} zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten x undy
und gilt weiterhin x,, <y, fir allen >ny , so gilt auch x <vy .

Satz 5.7 Aus lim, .., x, = —00 oder lim,, .o, x, = oo folgt lim,, i =0.

Satz 5.8 Vergleichskriterium
FEine Folge {x,} ist konvergent gegen den Grenzwert g, wenn es zwei andere Zahlen-
folgen {a,} und {b,} derart gibt, dass gilt:

1) lma,=¢9g=1lmb, und 2) a,<z,<b,, n=12 .

n—oo n—oo
Fiir numerische Berechnungen hat die folgende Definition der Konvergenz nach CAUCHY
eine besondere Bedeutung. Da beide Definitionen der Konvergenz einer Zahlenfolge
(die obige und die folgende nach Cauchy) dquivalent sind, kann die Definition nach
CAUCHY verwendet werden, um beim numerischen Berechnen einer Zahlenfolge de-
ren Konvergenz festzustellen und den Abbruch der Rechnung festzulegen: Wenn sich
zeigt, dass die Folge der Abstéinde von je zwei aufeinander folgenden Gliedern der
Zahlenfolge offenbar eine Nullfolge ergibt, so kann man von der Konvergenz der be-
rechneten Folge ausgehen und das letzte berechnete Reihenglied als Néherung fiir den
Grenzwert betrachten oder diesen aus den berechneten Folgengliedern extrapolieren.
Die Genauigkeit des Niherungswertes hingt vom verwendeten Berechnungverfahren
ab und kann bei Einbettung in eine lipschiitzstetige Funktion iiber den Banachschen
Fixpunktsatz abgeschétzt werden.
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Satz 5.9 CAUCHYsches Konvergenzkriterium
FEine Zahlenfolge {z,} ist in R genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 eine
natirlichen Zahl N () ezistiert, so dass fir alle n,m > N(e) gilt: |z, —x,| < €.

Wichtige Grenzwerte:

1 n
lim (1 + —) = e=2,71828... (Eulersche Zahl)
n

lim (1+ﬁ> = €' a€Q
n—oo n
lim /¢ = 1 c€R, ¢>0

n—oo
lim /n = 1
n—oo

5.3 Grundfunktionen, Eigenschaften von Funktio-
nen

Definition 5.10 Grundfunktionen

Potenzfunktionen: f(x) = 2% aceQ

Exponentialfunktionen: f(x) = a”; ae€R;a>0,a#1

Logarithmusfunktionen: f(z) = log, ; a€R;a>0,a#1

e trigonometrische oder Winkelfunktionen: sin x, cos z, tan x, cot

Arcusfunktionen: arcsin z, arccos x, arctan x, arccot x

Definition 5.11 Jede Funktion, die sich durch endlich viele Operationen der Grund-
rechenarten und durch Verkettung aus den Grundfunktionen darstellen lifst, heif$t ele-
mentare Funktion.

Wurzelfunktionen werden in die Potenzfunktionen eingeordnet, indem man gebrochen
rationale Exponenten zulésst.

Die Arcusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen. Da die trigi-
nometrischen Funktionen jedoch periodisch sind, kann man die Umkehrfunktion nur in
Teilbereichen des Definitionsbereiches bilden.

Die Wurzel ist die erste und der Logarithmus die zweite Umkehrung der Potenzglei-
chung.

a® = b d.h.
a = Yb="b" und n = log, b
fir a,b,n € R, mitb>0,a>0,a#0,a#1
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Der Logarithmus berechnet also bei bekannter Basis a und bekanntem Potenzwert b
den Exponenten n, mit dem a zu potenzieren ist, um b zu erhalten.

Beispiel 5.13 8 =20 < 2=8 & 3=log,8

Besonders interssant sind Logarithmen zur Basis e (z.B. fiir natiirliche Wachstums-
und Zerfallsprozesse) und zur Basis 10, da mit Hilfe der Operation ,Logarithmieren”
stark verkettete Funktionen gut handhabbar gemacht werden kénnen. Wie in den fol-
genden Regeln fiir den Logarithmus zu sehen ist, wird beim Logarithmieren die Stufe
der Rechenoperation herabgesetzt, z.B. wird beim Logarithmieren aus einem Produkt
zweier Zahlen eine Summe von zwei Logarithmen. Das wurde in der Zeit vor der Er-
findung der Rechentechnik zur numerischen Auswertung von Ausdriicken verwendet.

Logarithmengesetze

log,a = 1
log,1 = 0
log(z-y) = logx+logy

log (E) = logx —logy
)

logz® = b-logx

Beispiel 5.14

64
log2(?) = log, 64 — log, 2 = log, 2% —log, 2! =6 — 1 = 5 = log, 2° = log 32
log,(4-16) = log,4 + log, 16 = log, 2% 4 log, 2* = 2 + 4 = 6 = log, 2° = log 64

log,(4*) = 3logy4 =3log,2> =3-2log,2=06-1=6 = log,2° = log 64

Wiederholen Sie die iibrigen Eigenschaften der Grundfunktionen mittels Threr Mit-
schriften aus der Schule bzw. entsprechender Literatur, z.B. Papula, Mathematik fiir
Ingenieure, Band 1. Insbesondere die Definitions- und Wertebereiche, die Veréinderung
der Funktionen bei Einfiihrung von Parametern, die Rechenregeln, Differenzieren und
Integrieren dieser Funktionen werden von anhaltendem Interesse fiir uns sein.

Im Folgenden finden Sie eine Zusammenstellung interessanter Eigenschaften von Funk-
tionen einer Verénderlichen, fiir die wir die Grundfunktionen als Illustration heranzie-
hen werden.

Definition 5.12 Zusammengesetzte Funktionen sind in Dy nicht einheitlich definierte
Funktionen.
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Beispiel 5.15 fiir zusammengesetzte Funktionen

fo = wl={ Bzt

—x  fir x <0

1 fir >0
flz) = sgn(x)=< 0  fir =0
-1 fir <0

Definition 5.13
f(x) ist nach unten beschrinkt < 3C =const.| C < f(z) Ve Dy
f(x) ist nach oben beschrinkt << 3D =const.| f(zr)<D Vae Dy

Die Funktion f(x) ist beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist, d.h.
|zx| < M = max{C, D}..

Beispiel 5.16 0 <e¥; —1<sinx <1

Definition 5.14
f(x) ist in dem Intervall I C Dy

monoton wachsend & f(z1) < f(xo)
streng monoton wachsend <& flz1) < f(x2)
monoton fallend & f(z1) > f(x2) Vapm el A m <
streng monoton fallend & f(z1) > f(x2)

Beispiel 5.17 f(x) = cosx ist in (0;7) streng monoton fallend und in (—m;0) streng
monoton wachsend.

Definition 5.15

f(x) heifst gerade < f(x) = f(—x) VYo € Dy (Symmetrie zur y-Achse)

f(x) heifit ungerade < f(x) = —f(—x) VYo € Ds (Symm. zum Koordinatenursprung)
f(x) heift periodisch mit der Periode A\ < IXN € R; A >0 | f(z+A) = f(z)Va € Dy.
Die kleinste positive Zahl X, fiir die gilt f(x+ X) = f(z), heifit primitive Periode. (Fir
periodische Funktionen gilt: f(z) = f(x + kX\); k € Z.)
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Beispiel 5.18 f(z) =sinz; f(—z)=—sinz — f(x) ist ungerade.
f(z) =cosz; f(—x)= cosxz — f(x) ist gerade.
f(z) =cosz; f(2m+x)= cosx — f(x) ist periodisch mit der Periode A = 2.

Definition 5.16 f(z) ist in dem Intervall I C Dy
konvere Y x1,19 € I N Va € (0;1) gilt f(azy + (1 — a)xs) < af(z1) + (1 — a) f(22)
konkave ¥V x1,29 € I N Ya € (0;1) gilt flaz; 4+ (1 — a)z) > af(x1) + (1 — a) f(xg).

Y
y=£(x)
f(x3)
f(x3)
X

Abbildung zur Konvezitit: r3 = ax; + (1 — @), flzs) = af(z1) + (1 —a)f(z2)

Beispiel 5.19 f(x) = 22 ist konvex.
Beweis:
zu zeigen ist: (azy + (1 — a)ry)? < ax? + (1 — a3

a?z? +2a(1 — @)ryze + (1 — )23 < ax? + (1 — )23

0 <z}a—a?) —2a(l —a)rize + 22((1 — a) — (1 — a)?)
0 <23l —a) —2a(l — a)zize + 23(1 — a)[1 — (1 — )]
0<a(l—a)z?—2zm5 + 23

0<a(l—a)|z—x > ist eine wahre Aussage. q.e.d.

5.4 Grenzwerte bei Funktionen
In diesem Kapitel konnen die Erkenntnisse aus dem Abschnitt iiber Zahlenfolgen ange-

wendet werden, da man gleichzeitig eine Zahlenfolge {x,,} aus D; und die entsprechende
Zahlenfolge der zugehorigen Funktionswerte { f(x,)} betrachtet.

Beispiel 5.20 f(z) =2 +%;, rcRz#0
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Kann x = 0 ein Funktionswert zugeordnet werden?

Wihlen x,, = %; neN; n#0; lim, . z,=0

= f(z,) =241 lim,oe fzn) =1

Analog konnen beliebige andere Zahlenfolgen {x,} C Dy betrachtet werden, die gegen
Null konvergieren. Mit ihnen erhdlt man stets das gleiche Resultat.

Definition 5.17 f(x) hat fiir gegen xo konvergierendes x den Grenzwert g, wenn fiir
alle Zahlenfolgen {x,} mit lim,_o{z,} = x0; =, € Dy, x, # xo die Folgen der
Bilder {f(x,)} gegen g konvergieren.

Schreibweise:  lim, ., f(z) =g

Problem: Wie sollen alle Folgen iiberpriift werden?
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Satz 5.10
lim, .., f(x) =g Ve>0 3i()>0 | |z—mo|<d—|f(zx)—yg|<e

Interpretation: Die Differenz von Funktions- und Grenzwert wird beliebig klein - kleiner
als € -, wenn nur das Argument hinreichend nahe am Punkt z( liegt.

Bemerkung 5.1 Die im Abschnitt 6.3., Satz 2 angegebenen Rechenregeln fiir Grenz-
werte von Folgen lassen sich auf Grenzwerte von Funktionen tbertragen, z.B.

limg .z (f (%) - 9(2)) = limg—a f(2) - limg—ay g(7)

Bemerkung 5.2 Bei Funktionen iiber R spielen einseitige Grenzwerte eine besondere
Rolle, bei denen von links oder rechts gegen den Wert xy konvergierende Folgen zur
Definition benutzt werden. Man schreibt:

fiir den linksseitigen Grenzwert: — limg_.,—o f(x)

fiir den rechtsseitigen Grenzwert: — lim, .0 f(2)

Satz 5.11 f(x) sei Funktion einer Verinderlichen. Existieren fir x = xy die einseiti-
gen Grenzwerte g— = lim,_,, o f(x) und g, = lim,_, 0 f(z) und gilt g = g, = g,
so0 ist g Grenzwert von f(x) bei x = xq.

Beispiel 5.21 f(z) =2+ %, D;=R\ {0}
lim, o f(2) = lim, oo (2 + £) = lim, 40 (v +1) =1
(obwohl f(x) fiir z=0 nicht definiert ist)

1 fur x>0
Beispiel 5.22 f(z) =sgn(x) =< 0 fir z=0
-1 fur z<0

lim, . of(z)=—1; lim,., of(x) =1 = Plim,. of(2).
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Beispiel 5.23

fo) =l ={ 5 o 170

lim, , o f(z) = lim,—, 4o f(x) =lim, o f(z) =1
Achtung! Es gilt:  lim, o f(z) =1 # 0= f(0).

Der Funktionswert f(x¢) spielt bei der Grenzwertberechnung lim,_,o f(z) keine Rolle!

5.5 Erweiterungen des Begriffes Grenzwert

Definition 5.18 f(z) sei definiert fir v > ¢; x € R; ¢ € R; ¢ = const. a heifst
Grenzwert von f fiir unbegrenzt wachsendes x, wenn fiir alle bestimmt divergenten
Folgen x, — +o00  fir k — oo gilt:  f(zx) — a.

Man schreibt lim, ., f(z) = a.

f(z) sei definiert fir x < c; x € R; ¢ € R; ¢ = const. b heifst Grenzwert von f fiir
unbegrenzt fallendes x, wenn fiir alle bestimmt divergenten Folgen

r — —o0  fur k— oo gilt: f(xg) — 0.

Man schreibt lim,_,_, f(z) = b.

Beispiel 5.24  f(z) =2; lim, o f(2) =0; lim, o f(z) =0

Definition 5.19 Gilt fiir alle Folgen {xy} mit  limy o x = xo; xo € R

f(zg) — 00 bzw. f(xg) — —o0, so schreibt man lim,_.,, f(x) = oo bzw.

lim, ., f(x) = —oc0. Diese Grenzwerte heiffen uneigentliche Grenzwerte. Die Funktion
15t unbestimmt divergent gegen oo bzw. —oo.

Beispiel 5.25 f(z) =% : lim, ¢ f(z) = lim, .40 f(z) = lim,_o f(z) = +o0

Beispiel 5.26 f(z)=1: lim,_of(z)=—00 #lim, ..o f(z) = +o0
Es existiert kein Grenzwert. Man sagt, die Funktion ist unbestimmt divergent.

Wichtige Grenzwerte:

lim, oa* =1 fir a>0
lim, o *2% =1

1imx_,0 tanz __ 1

lim, o0 (1 + 2)% = e

xX
. T __
lim, 0 &= =Ina; a>0
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5.6 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition 5.20 Gegeben seien f(x) , vo € Dy, € > 0, U.(x) C Dy.
Die Funktion f(x) heifit stetig in x = xy, wenn gilt lim,_,, f(x) = f(zo).
xo heifit innerer Punkt von Dy.

Beispiel 5.27 f(x) = |z| ist stetig in v =0,
denn lim,_, ¢ f(z) = lim,_,o f(z) = 0= f(0)

Definition 5.21 f(z) ist stetig iber Dy, wenn gilt
o f ist stetig in jedem inneren Punkt von Dy.

e fiir alle zu Dy gehérigen Randpunkte z von Dy ist der einseitige Grenzwert gleich
dem Funktionswert.

Beispiel 5.28 Polstelle ungerader Ordnung: f(x) =1 bei x0=0
Beispiel 5.29 Polstelle gerader Ordnung: f(z) = 2% bei x0=0
Beispiel 5.30 endlicher Sprung: f(x) = sgn(z) bei x5=0

Beispiel 5.31 hebbare Unstetigkeit: f(z) =x + % bei x9=0; lim,_of(z)=1
1 fur x=0

Setze f(x) = { f@) fir zeR\{0} = f(x) ist stetig in R

Beispiel 5.32 oszillatorische Unstetigkeit: f(x) =sin: bei x0=0
Wihle {x,} = {m}; lim,, oo 2, = 0
Aber: {f(z,)} = {sin(n + 0.5)7} = {sin 3m;sin Sm;sin Zm; ..} = {-1;1;—-1...}

Satz 5.12 Jede Grundfunktion ist auf jedem Intervall thres Definitionsbereiches stetig.

Satz 5.13 f(xz), g(z) seien stetig in © = xo. Dann sind auch die Funktionen

c- f(z) mit c e R, f(x) +g(z), f(z)-g(x), % mit g(xo) # 0 stetig in x = xo.

Satz 5.14 Die inverse Funktion einer stetigen Funktion ist stetig.
Satz 5.15 g(x) sei stetig in x = xo, f(x) sei stetig in x = g(xo).
= h(x) = f(g(x)) ist stetig in v = xo.

Definition 5.22 Es sei zg € G C Dy,  f(xo) heifit
absolutes Minimum bzw. Minimum von f(x) auf G, wenn f(x¢) < f(z) V€ G,
absolutes Mazimum bzw. Mazimum von f(z) auf G, wenn f(x¢) > f(z) Yz e G gilt.
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Satz 5.16 f(x) sei stetig tber |a,b].
=  Jx,xe € a,b] | f(x1) < f(z) < f(z2) Vo€ la,b

Bemerkung 5.3 Interpretation: f(x) nimmt in |a,b] ihre Extremwerte an.

Bemerkung 5.4 Satz 7 gilt nicht fiir unstetige Funktionen oder offene Intervalle.
( siehe z.B. f(x) =< dber [—1;1] oder f(x) =a* dber [0;1). In diesen Beispie-
len wird das Extremum nicht angenommen.)

Satz 5.17 Zwischenwertsatz
f(z) sei stetig auf [a,b], f(a) = A; f(b) = B. Fir alle Zahlen X zwischen A und
B existiert ein x € (a,b) mit f(x) = X.

Abbildung zum Zwischenwertsatz: Es konnen mehrere Punkte x, x” und x” existieren,
die der Aussage des Satzes geniigen.

Bemerkung 5.5 Mit X =0 kann Satz 8 zum Lokalisieren von Nullstellen verwendet
werden:

Intervallhalbierungsverfahren
1. Wihle [a,b] mit f(a) <0 wund f(b) >0
2. Bilde m = f(%£2)

3. Istm>0 — e = a; bneu:“TH’

Istm<0 — aneu:“T“’; bpew = b

4. Wiederhole die Schritte 2 und 3 solange, bis die Nullstelle mit ausreichender
Genauigkeit bestimmt ist.
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5.7 Parameterdarstellung von Funktionen und Kur-
ven®

Definition 5.23 Die Vorschrift x = g(t), y = h(t) mit t € Dy heifit Parameter-
darstellung der Funktion y = f(x), wenn durch diese Vorschrift jedem x € Dy genau
derjenige Wert y € Wy zugeordnet wird, der auch durch y = f(z) diesem x € Dy
zugeordnet wird.

Beispiel 5.33
r=2t—1,  t=%L  teR

y = sint, — y:f(x):sin“’T“, Dy=R

Beispiel 5.34 koordinatenweise Darstellung einer Geraden im R?
r =z + t(xe — x7), ==z teR

T2—11’

y =y +t(y2—m),
= y:f(x):ylan(x—xl), DfeR

To—T1
= y=fl) =Ly -0 2
— y=flx)= ma + n

Ausgehend von der Parameterdarstellung einer Kurve erhilt man bei der Eliminati-
on des Parameters eine implizite Gleichung der Form F(z,y) = 0. Erstrebenswert,
jedoch nicht immer oder nicht eindeutig moglich, ist die Auflssung von F(z,y) = 0
in eine explizite Funktionsgleichung y = f(z). Um Eindeutigkeit zu erreichen, miissen
Einschriankungen fiir den Definitionsbereich von t getroffen werden.

Beispiel 5.35 Kreisgleichungen: 0 <t < 27

x = Rcos(t) + xg — (x — x0)* = R? cos?(t)
{ f=1 |

y = Rsin(t) + yo (y — yo)? = R?sin’(t)
= (v —20)%+ (y — y0)? = R2(cos®(t) +sin’(t)) = R?

Beispiel 5.36 Ellipsengleichungen: 0 <t < 27

U b b= G T )

2

4 mw)® cos?(t) +sin?(t) = 1

(z—x0) .

a2
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5.8 Skalare Funktionen mit zwei unabhingigen Ver-
dnderlichen

Aus dem 1. Semester ist der Vektorraum R? bekannt: Es ist die Menge der geordneten
Tripel 7 = (x1,22)7 reeller Zahlen. Jedem geordneten Tupel entspricht ein Punkt
der # — y—Ebene 3-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten (1, zo)”. Bekannt ist
weiterhin der Abstand des Punktes 7° vom Ursprung: | 7’| = /22 + 23. Dieser Abstand
entspricht der Zuordnung einer reellen Zahl zu dem Punkt 7 € R2.

Definition 5.24 Es sei Dy eine Teilmenge des R? : Dy C R2. Wenn durch eine Vor-
schrift jedem Punkt 7 = (z1,1,)" € Dy genau eine reelle Zahly € Wy C R zugeordnet
wird, so ist durch die Vorschrift auf Dy eine reelle Funktion von 2 unabhdngigen Ver-
dnderlichen x1,xo mit dem Wertebereich Wy erkldrt.

explizite Form: y = f(x1,2:) = f(7) = f(P)
implizite Form: F(x1,19,y) = F(Z,y) =0

Beispiel 5.37 f(7) = | 7| = /2? + 23

Beispiel 5.38 T'(x,y) : Temperatur im Punkt (x,y)? der Landkarte, der der Tempera-
tur an diesem Gelindepunkt auf einer festen Messhéhe zu einer festen Zeit t entspricht

Beispiel 5.39 p(x,y) : Luftdruck im Punkt (z,y)’ eines Gelindestiickes auf einer
festen Messhéhe zu einer festen Zeit t

5.8.1 Geometrische Veranschaulichung skalarer Funktionen von
zwei Verdnderlichen

Bei Funktionen mit nur zwei unabhéngigen Versinderlichen kann eine Darstellung im R?

erfolgen. Der Funktionswert wird als Hohe iiber dem Punkt aus dem Definitionsbereich
dargestellt. Die Funktion wird damit zu einem ,,Gebirge” iiber dem Definitionsbereich.

Beispiel 5.40 z = 2% + ¢/
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1

Beispiel 5.41 f(z,y) = 21 2
x Yy
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5.8.2 Grenzwerte und Stetigkeit skalarer Funktionen von zwei
Verénderlichen™

Definition 5.25 Die Funktion f(x,y) sei mindestens in einer Umgebung Up, des
Punktes Py = (xo,y0)" € Dy C R?* mit Ausnahme von P, definiert. Dann hat f
in Py den Grenzwert o, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass fir alle
P = (z,y)T € Dy mit d(P,Py) = \/(x — x0)2 + (y — y0)2 < 6 gilt |f(z,y) — | <e.

Schreibweise:  lim  f(x,y) = « oder lim f(z,y) = «
(z,y)—(z0,50) P—Py

Definition 5.26 Die Funktion f(7') heifit im Punkt P° = 7' stetig, wenn
a) P° € Dy und
b) lim f(T) = f(T°) gilt.



6 Differentiation

Es wird zunéchst nur die Differentiation von Funktionen einer Verdnderlichen betrach-
tet.

6.1 Der Ableitungsbegriff

Man betrachte die durch einen Leiterquerschnitt flieBende Ladungsmenge ¢(t) als Funk-
tion der Zeit.

Fiir die mittlere elektrische Stromstéirke im Zeitintervall [to, to + A t] gilt:

;:M _ q(to+ A t) —qlto)
At At

Differenzenquotient Anstieg der Sekante

= tanaps

Abstraktion fithrt mit A ¢ — 0 zur momentanen elektrischen Stromstdrke ig:

o Aq gt A L) —q(ty
1o = lim — = lim = tana
At—0 At At—0 At
Differentialquotient, Anstieg der

Ableitung bei t = tg Tangenten in t

Definition 6.1 y = y(x) sei definiert in U.(xo). Existiert ein endlicher Grenzwert
limy, o w, so heifit dieser Ableitung von f(x) an der Stelle x

91
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Schreibweisen : f'()|z=z0, J'(%0), ¥ (0), %LUO

Bemerkung 6.1 Beim rechtsseitigen (linksseitigen) Grenzwert gilt h — 040 (bzw.
h—0-0).

Bemerkung 6.2 Rechts- bzw. linksseitiger Grenzwert konnen verschieden sein:
z2.B.:y=lx| : fL(0) =1 und f (0) = -1

Bemerkung 6.3 [’ (z9) = f' (29) = a <> f'(x¢) = a

Ableitungen der Grundfunktionen: siche Tafelwerke
Satz 6.1 f(x) ist differenzierbar in xo = f(x) ist stetig in x.
Bemerkung 6.4 Aus der Stetigkeit folgt nicht die Differenzierbarkeit, siehe y = |z|.
(Stetig bedeutet “keine Spriinge”, differenzierbar bedeutet "glatt”).
6.2 Allgemeine Differentiationsregeln
Satz 6.2 u = u(x) und v =v(x) seien differenzierbar in xy, dann gilt im Punkt xg:
o (utv)=u =L
o (u-v) =uvv+w
o ()=
Bemerkung 6.5 (cu)' = cu' fir c € R und (£) = —%

Satz 6.3 (Kettenregel)
g(x) sei differenzierbar in xo, f(z) sei differenzierbar bei z = g(xy). = F(x) = f(g(x))
1st differenzierbar in xo. Es gilt:

9@ om0 = [(9@))]e=ae - 9'(20)
Ableitung der Ableitung der
aufSeren Funktion  inneren Funktion
i df dg

Differentialschreibweise: pri d_g =

Beispiel 6.1 f(z) = 2% +ex +1n2 = fl(z)=2x+e
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Beispiel 6.2 y = e“®“sinx == u = e“®", v =sinx
— 1y =u'v+w = e (—sinz)sinz + €% cos x
- 11
Beispiel 6.3 y = In(Inz) = y=—" -
lnz =z

Satz 6.4 (logarithmische Differentiation)
Es gilt f'(x) = f(x) - (In|f(z)])"

Beispiel 6.4 y=2" x>0
1

Y =2"(Inz”) =2 (zlnz) =2"(1-Inx +2—) =2"(Inx + 1)
T

Satz 6.5 Es seien y = f(z) und x = f~(y) = g(y) Umkehrfunktionen.
= ¢ (x9) = )
g(w0) f' (o)

Beispiel 6.5 y = f(x) = tanz, x = g(y) = arctany
1 1 1 1

/ = t I = - - =
g/(y) = (arctany) Fi(x)  (tanz) 1+tanlz 1+y°

1
1+ 22

— 4 (arctanx) =
dx B

Satz 6.6 Differentiation einer Funktion in Parameterdarstellung
f(x) sei gegeben durch x = p(t),y = ¥(t); p(t),1(t) seien differenzierbar, ¢'(t) # 0.
Dann gilt:

dy
dy _
de d_x
dt
Beweis: y = f(z) = f(p(t)) = % = % : (fl—f = % : % (Kettenregel)
2?2y
Beispiel 6.6 Ellipse: o + o 1 x = acost; y = bsint
dy _ bcost  b-7 __b_Qg
de  asint a-¥ a’y
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6.3 Ableitungen héherer Ordnung
Definition 6.2 f(x) sei auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

2. Ableitung: f"(x) = dixf’(x)
d

n-te Ableitung allgemein: f™(z) = %f(“_l) (x) n=123,..
Beispiel 6.7 f(z) =e*  fO(z)=e" i=1,2,3,..

Bemerkung 6.6 Die Ezxistenz der k-ten Ableitung von f in xq garantiert die Existenz
aller Ableitungen niedrigerer Ordnung in xo . Die Umkehrung gilt nicht.

6.4 Das Differential

Definition 6.3 f(x) sei definiert in U(xy). Es existiere f'(xg).
Es sei he R, h >0, so dass xg + h € U(xp).

A

f(x)

foo+h)

flin(x,+h)----—- -~ -~

f(Xo)

Ay= f(zo+h)— f(zo) = f'(x0) - h+ @(h) mit limy,

Definition 6.4 Die Grifie dy = f'(xo) - h heifit Differential der Funktion f an der
Stelle xq.( Schreibweise auch: df = f'(zg) - dx )

Interpretation:

1. df ist der lineare Anteil von A y, d.h. bei linearen Funktionen gilt A y = dy.
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d
2. f'(zo) ist der ”Differentialquotient” d—y]x:xo im Sinne von ”Quotient der Diffe-
x

rentiale”.

3. Differentiale sind keine infinitesimalen Groflen, sondern konkrete Zahlen. In die-
sem Sinn kann man mit Differentialen wie mit Zahlen rechnen:

dy 1 , 1
- E Y
dy

Anwendung in der Fehlerrechnung:

Gegeben sei f(z) , gemessen wird zo mit der Messgenauigkeit Az.

f(x) = f(wo = Ax) = f(x0) £Af
Wie grofl ist Af 7

A frdf = f(x) - do mit de = Ax
df ist eine Ndherung fiir eine Schranke des absoluten Fehlers
Beispiel 6.8 Volumen eines Wiirfels: V = a3 a=5cm +0.1cm
|AV] < 5.13¢m? — 53em? = 7.651em 3
|IAV| < V] < 3a? - |Aa| = 3 - 25cm? - 0.1em = 7.5em?

6.5 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 6.7 f(x) sei stetig auf [a,b], differenzierbar in (a,b)
Hb) — (@)
b—a

=3¢e(a,b) ] [(E)

Interpretation:

f(x)

In ¢ hat f den gleichen Anstieg wie die Sekante.
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Folgerung 6.1 f(x),g(x) stetig auf [a,b]; f'(z) = ¢'(z) Vz € (a,b);
Betrachte h(zx) = f(z) — g(x) :

h(x) — h(a)

Tr—a

=H(§) =0 wegen f'(x)=g'(x)

= h(z) = h(a) Vz € (a,b)
= f(x) — g(z) = h(a) = const.
D.h. die beiden Funktionen unterscheiden sich nur um eine Konstante

6.6 Die Regel von BERNOULLI und L’HOSPITAL

Satz 6.8 f(x) und g(z) seien in U(xg) differenzierbar. Es gelte ¢'(xq) # 0.

!/
Wenn f(x) — 0, g(z) — 0 und Ilim,_,,, f, (z)
g

so gilt

lim M = lim @)
A gl@) et gla)’

Der Satz gilt auch fiir einseitige Ableitungen, fir x — 400
und fir f(z) — +oo, g(x) — +o0.

Bemerkung 6.7 Grenzwerte vom Typ 0-00, 0o — 0o, (P, 0c?, 1° werden auf den Fall
0

o zuriickgefiihrt.

1 1
Beispiel 6.9 lim "L o fimz =1 (Typ : 2"
x—1 — z—1 1

i

Beispiel 6.10 lim — = +00 (Typ : ”%";

T
im —— = einseits
=140 Inx z—14+0 2/ — 1 9)

2 2 2

Beispiel 6.11 lim — = lim — = lim — =0  (Typ: ,2")

x—o00 €7 z—oo ¥ z—00 €% e

Si 1+ cos

Beispiel 6.12 lim w,,:” lim S heosr /

T—00 €T T—00 1
»=" verliert seinen Sinn, wenn der Grenzwert letztlich nicht existiert
Andererseits gilt: 1im TEIT (1+ smx) =1

T—00 xX T—00 €T
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6.7 Der Taylor‘sche Satz

Satz 6.9 f(x) sei (n+1)-mal stetig differenzierbar auf [a,b], xo € |a,b], = = zo+h,
z € la,b], 0€(0,1). Dann gilt:

_ 2 _ n
F) = o)+ (2 - a0)f o) + T ) 4t %ﬂ“)(m + R,
2 n
= f(xo) +hf'(xo) + %f”(wo) + ..+ %f(")(xo) + R, mit
R, = (& =z fO Y (20 + 0(z — 20)) (LAGRANGE) bzw
" (n+1)! 0 0 ’
Rn _ (iL' — xo);':‘l(l — 9) f(n+1)(330 + 9($ . xo)) (CAUCHY)

R, = R,(z) heifit Restglied. Es gibt die Differenz von f(x) zu einem Polynom n-ter
Ordnung an.

Bemerkung 6.8 Da nur 0 € (0,1) bekannt ist, mufS R,, oft abgeschdtzt werden.
Beispiel 6.13 fx)y=¢* f®(z)=¢" fir keN

29=0, h=zxr—xy=x

f(@) =e" = f(xo) + hf'(wo) + sh?f"(x0) + ... + Ry =142+ 32>+ ...+ Za" + R,
R, = (nil)!xnﬂee‘”; 0<f<1

FEs gilt lim R,(z) =0 Vo e R.

Bemerkung 6.9 Fir beliebige Funktionen f(x) muss nicht lim R,(z) =0, Yz € R
gelten. Das Gebiet, in dem diese Beziehung erfillt ist, heifst Konvergenzgebiet.

Bemerkung 6.10 Hauptanwendungsgebiete:
- Ersetzen einer Funktion durch ein Polynom,
- Berechnung von Funktionswerten transzendenter Funktionen (Taschenrechner)

Beispiel 6.14 zur Anwendung:
Man beachte stets, dass x aus einer kleinen Umgebung von xy und aus dem Konver-
genzbereich gewdhlt wird.

\/1+I%1+%, g =0
v/ 1.01 =1.00498.... = 1 4 0.005

VB0 = 7.07106... = /850 = 7, /3 ~ 7(1 + 545) = 70714

aber /50 = /1 +49 =~ 1+ 24.5 ist unsinnig.
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6.8 Untersuchung von Funktionen mit Hilfe der Ab-
leitungen

6.8.1 Monotonie, relative Extrema

Satz 6.10

a) Ist f(x) in einem Intervall I differenzierbar und monoton wachsend (fallend), so gilt
dort f'(x) >0 (f'(z) <0).

b) Gilt in einem Intervall I stets f '(z) > 0 (f '(z) < 0), so ist f(x) dort streng
monoton wachsend (fallend).

Bemerkung 6.11 Bei f '(x¢) = 0 kann ein Extremwert vorliegen
Bemerkung 6.12 Bei f /() =0 in U(xg) ist die strenge Monotonie verletzt.

Definition 6.5 Essei f = f(z), Dy CR, f(xo) heifst relatives Maximum (Minimum)
von f, wenn es eine Umgebung U(xzo) gibt, in der f(x) < f(zo) (f(x)> f(z0)) gilt.

Satz 6.11 f(x) sei bei xy differenzierbar und habe dort ein relatives Extremum =

f'(z0) = 0.

Bemerkung 6.13 Die Umkehrung gilt nicht !!

Beispiel 6.15 f(z) =12%  20=0= f'(x9) =323 =0, aberxq ist Terassenpunkt.
Mit f '(x¢) = 0 konnen extremwertverddchtige Punkte gefunden werden.

Satz 6.12 f sei in U(xg) stetig differenzierbar bis zur n-ten Ableitung, n > 2.
f™)(x) sei die erste von Null verschiedene Ableitung in xq .
Ist n gerade, so gilt : aus f ™ (x0) < 0 = relatives Maximum bei xq
aus f ™ (z9) > 0 = relatives Minimum bei g
Ist n ungerade, so liegt bei xqy kein relatives Extremum vor.

Beispiel 6.16 f(z)=12% 120=0, = f'(x)=32% [f"(x)=6z f"(z)=6
= f'(x0) =0, g ist extremwertverdichtiger Punkt.
= f"(xg) =0, f"(xg) =06, kein Extremum bei xg
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6.8.2 Konvexitit, Wendepunkte

Satz 6.13 Fir zweifach differenzierbare Funktionen gilt:
f ist konvez dber [a,b] <= f "(x) > 0 dber [a, b]
f ist konkav diber [a,b] <= f "(x) <0 tber [a,b]

Definition 6.6 Wechselt f(x) in xg zwischen konvezem und konkavem Verhalten, so
liegt bei xg ein Wendepunkt vor.

Satz 6.14 f sei zweifach differenzierbar in U(xq) und habe einen Wendepunkt bei o
= f ”(l‘o) =0

Satz 6.15 f(x) hat einen Wendepunkt bei xo <= xq ist Extremalpunkt von f'(x).

Bemerkung 6.14 [ '(zq) gibt den Anstieg der Wendetangente an.

6.8.3 Kurvendiskussion

Inhalt einer umfassenden Kurvendiskussion:

1. Definitionsgebiet

2. Symmetrie, Periodizitéit

3. Verhalten an den Randpunkten des Definitionsgebietes
4. Achsenschnittpunkte

5. Unstetigkeitsstellen

Extremwerte

Wendepunkte

® N>

Skizze

9. Wertevorrat

Beispiel 6.17 fiir eine Kurvendiskussion

4 -2 4z -05)

22 +4r z(z+4)

f()

1. D; =R\ {-4;0}
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f(z) ist nicht gerade
f(z) ist nicht ungerade

lim, . f(z) =0 (Anndherung von oben)
lim, , o f(z) =0 (Annéherung von unten)

lim, 040 f(2) = —00 lim, oo f(z) = 400
111’113;_)_4_'_0 f(l’) =+ limm_,_4_0 f(l’) = —0

x # 0 entsprechend 1. = kein Schnittpunkt mit der y-Achse
flz)=0=4(x—-05)=0=2=05

ungerader Pol bei x,; = 0 und z,, = —4
0=f'(z) = 4(z%+4x)—(42—2)(2z+4) _ 4224+160—822—16z+4x+8 _ —4x?442+48
- - x2(z+4)2 - x2(z+4)2 T 22(x+4)2
0= —4% = x1 = —1; x9 = 2 sind extremwertverdéichtig.

f7(x)= 4m(2x4+5§j&2ff;4_64x_64) = f"(-1)=3>0 = Exztremum:
= f"(2)=<0 = Extremum

Insgesamt ergibt sich:

Minimum bei z; = —1 mit dem Funktionswert f(x;) =2

Maximum bei x2 = 2 mit dem Funktionswert f(x2) = 0.5

0— <4m(2z4+5m3724m2764z764)) _ 4a(z+4)(x—3.703) (222 +4.4062+4.1315)
o z4(z+4)% o x4 (z+4)*

= wendepunktverdichtig sind: x,,; = 0 Twa = —4;  xu3 = 3.703;
aber x,1 € Dy, xy2 ¢ Dy

f ///(x) _ _122z4+5x3724x2764z764 + 4 8x34+1522—48x—64 16 22*+523 242264264
o4 (z44)* x3 (zw+4)* z3 (z+4)°

f""(3.703) = 8.2866 x 1073
Insgesamt ergibt sich:
Wendepunkt bei z,3 = 3.703; mit dem Funktionswert f(x,3) = 0.45
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15}
10}

9. Wy = (—00;0.5] U [2; 00)

6.9 Partielle Ableitungen von skalaren Funktionen
von zwei Verdnderlichen

6.9.1 Partielle Ableitungen 1. Ordnung

f(x.yo) = 9(x)

z=1(xy)

Xo

Po= (X Yo"

Fiir festes zg bzw. yo sind die Funktionen g(x) = f(z, ) und h(y) = f(zo,y) von einer
Veréinderlichen abhiéingig und kénnen in der bekannten Weise differenziert werden:
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3f($7yo) _ dg(x) — lim Q(Io + AI) - g(xo) — lim f(xo + Az, yo) — f(xm yo)
ox A dx Az—0 Ax Az—0 Ax

O0f(zo,y) _ dh(y) — h(yo + Ay) — h(yo) — lim f(@o, yo + Ay) — f(o, yo)
Y ymyo dy Ay—0 Ay Ly—0 Ay

Diese beiden Grenzwerte charakterisieren das Anstiegsverhalten der Funktion f(x,y)
im Punkt Py = (z9,%)7 in x- bzw. y-Richtung. Sie heiflen partielle Ableitungen nach
x bzw. y. Ist f(z,y) differenzierbar fiir alle (z,y) € M C R?, so sind die partiellen
Ableitungen selbst wieder Funktionen von x und y. Partielle Ableitungen lassen sich
analog bei Funktionen mit n Verénderlichen definieren.

Die Ableitungsregeln sind entsprechend der Definition analog zu den Regeln bei der
Ableitung von Funktionen einer Veréinderlichen.

Es sei u = u(z,y); v=wv(z,y); f= f(t). Dann gilt:

Iuxv) _ Ou L v

Ox Oz Ox

O -v) = @v + u@
Ox Oz Ox
(g) Ul — UV,

V/x n v2
Of (u(x,y)) _ df Ou
pe = 9 (Kettenregel).

Beispiel 6.18 z = f(z,y) =ax +by+¢; a,b,ceR
Zp = Q; 2y =0

Beispiel 6.19 z = f(z,y) = 3z2y*

2y = 6y z, = 122%3

6.9.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Essei f(7) = f(r1,22), 7 € G C R Existiert 66—;; im gesamten Gebiet G, so ist diese
Funktion wieder von den n Verénderlichen abhiéingig und moglicherweise differenzierbar:
o 08, P
(91}1 (9l’k N 3xk8xl’

kl=1,2

Diese Ableitung heifit partielle Ableitung 2. Ordnung. Analog werden partielle Ablei-
tungen beliebiger, endlicher Ordnung definiert.
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n=2

Beispiel 6.20 f = f(z,

y);
9?2 9 (0 9?2
8_<8_f> Bmg = f:c:c B_y(a_f) = Bzgy = f:cy

o (0f _dzf_ 0 (0f 62f_
&(d_y) dydx fyx a_y(ay) fyy

Fiir gemischte partielle Ableitungen 2. Ordnung gilt der Satz von SCHWARZ (1843 -
1921):

Satz 6.16 Satz von SCHWARZ:
Es sei f= f(z,y). fuy und fy. seien stetig in der offenen Menge G C R%. Dann gilt

Joy(@,9) = fya(2,y).
Beispiel 6.21 z = z(z,y) = ¥
2y = Yyl zy =a¥Inx

Zoy =2V yat MIne zy, =yavllna 4 avl
Zoy =¥ (14 ylnz) Zyp = XY 1(ylnaH—l)
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7 Integration

Es wird zuerst nur die Integration von Funktionen einer Verénderlichen betrachtet.

7.1 Unbestimmtes Integral

7.1.1 Definition, Bezeichnungen

Bekannt: Ubergang von der im Leiterquerschnitt flieBenden Ladungsmenge q(t) zur
elektrischen Stromstérke:
dq(t

i(t) = % : Differentialquotient. (%)
Problem: Kann man diesen Weg in umgekehrter Richtung beschreiten? Also sei gegeben
i(t) und gesucht ¢(t), d.h. findet man eine Funktion ¢(¢), deren Ableitung mit der
gegebenen Funktion i(t) zusammenfillt?
Sei z.B. i(t) = 1 = const., so erfiillen die Funktionen ¢;(t) =t + 3, ¢(t) =t — 10,....
die Gleichung (x).

Definition 7.1 Gegeben sei f(x) mit Dy = (a,b). Jede Funktion F(x) mit
F'(z) = f(x) Vz € (a,b) heifit Stammfunktion von f(x) auf (a,b).

Satz 7.1 Stammfunktionen sind eindeutig bis auf eine additive Konstante.
Beweis: F'(z), F(x) seien Stammfunktionen von f(x).

= F'(x) = f(x), F'(z)=f(z)

— %(F(x): F(z))=0

— F(x) — F(z) =C  wegen Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Definition 7.2 Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f(z) heifst unbe-
stimmtes Integral von f(x).
Bezeichnung: [ f(z)dx = F(z)+ C

Satz 7.2 Fiir jede stetige Funktion existiert eine Stammfunktion.

Bemerkung 7.1 Die Klasse der integrierbaren Funktionen umfasst die stetigen Funk-
tionen.

Beispiel 7.1 [sinzdr = —cosz + C

1
Beispiel 7.2 ody = ——qgot! —1
eispie [ x*dx L +C, a #

105
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7.1.2 Grundintegrale

1
1. Ay = ——xotl 4 O —1
[ x*dx a+1x +C, o #

[\

1
. [=dz =In|z| + C =1In|cz|
T

T

3. faxdx:lia+0 ([ e*dr =€+ C)
4. [sinzdr = —cosxz+ C
5. [cosxdr =sinz+ C
6. [ 1 d cotx + C
) r = —cotx
sin? z
7. fcos2zdx:tanx—l—0
d
8. f1+xx2 = arctanx + C
dx
9. = arcsinz + C
f\/l—x2
dx
10. =In(z+V1+22)+C
g =ty
11. f (i:t 1:1n|x+\/x2_1|+0
x R—

7.1.3 Allgemeine Integrationsregeln

1. /k-f(x)dx _ k:-/f(x)d:r, keR
2 )+ gite = [ @+ [ g

Diese beiden Regeln werden zusammen als Linearitéit des unbestimmten Integrals be-
zeichnet.

42° + 223 + o —
22

1
de = [[42® + 2z + 27! — 27 ?|dx
=zt +22+Injz|+2t+C

Beispiel 7.3 [
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.2 2
.. 9 _psinfx o 1—cosTx _ _

Beispiel 7.4 [tan*zdx = [ cos%:dx = f—cos2ac dr =tanx —x + C
Beispiel 7.5 [(27 + 3°)%dz = [(22° +2-27 - 3% + 3%)dz = [(4 + 2+ 67 + 9)da
47 6" 97

+2 —F+——+4C

:ln4 .ln6 In9

7.1.4 Substitutionsmethode

Ziel: Durch Einfithrung einer neuen Integrationsvariablen soll ein kompliziertes Integral
auf ein Grundintegral oder ein einfacheres bekanntes Integral zuriickgefiihrt werden.

Satz 7.3 Sei g(x) stetig differenzierbar und f(x) stetig mit der Stammfunktion F(x),
so gilt mit der Substitution u = g(x)

/ F(9(@))g'(2)de = / Fu)du = Flg(x)) + C.

Beispiel 7.6 — [ cos® zsinazdr = [ cos® z(—sinz)dr = £ cosbz + C

6
Nebenrechnung: u = cos x, % = —sinx

Beispiel 7.7 f dr =In(z*+1)+C

1
Nebenrechnung: w = x? + 1, % =2

Oft lasst sich die Ableitung der inneren Funktion durch Addition von oder Multiplika-
tion mit Konstanten herstellen:

2z

e 20 + 2 2
2+ 2x+1

Beispiel 7.8 [ 2o 1T J mdm

=/
:fidu—Qf(xA—l)_?dx:lnM—2fv_2dv

=In|z*+2z+1|+2@x+1)'4+C
Nebenrechnung: u = 2 4+ 2z +1, % =2z +2; v=a+l, £=1

Beispiel 7.9 [(% +53dx—2f (£+5)3de =2 [widu=2u*+C=3(£+5)*+C

du __ 1
Nebenrechnung: u =5 +5, =3

Andererseits gilt mit der eineindeutigen Substitution u=g(x):und x = g~ (u)

[ fg(z))dz = [ f(u) dm—ff du-ff
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Beispiel 7.10 fxe*“’”zdx = [ze'—-du=—35 [e"du= —3e" + C = —le=* 4 O

2 2 2
Nebenrechnung: uw = —x2, ' = —2x

u—1

Beispiel 7.11 [

lw

:f(u0-5 w0 du = 2ud — 2ub + C =21 +2)f —21+2)F+C

=2(1+a)i[l+a—-3|+C=2(1+a)i[xr -2/ +C
Nebenrechnung: u=1+2z, =1 z=u—1

dx

Bemerkung 7.2 Wird durch Differenzieren die Richtigkeit der Stammjfunktion bewie-
sen, so ist es belanglos, ob die Substitutionsfunktion umkehrbar ist oder nicht.

Es ist auch moglich, die Gleichung von Satz 7.3 von rechts nach links zu benutzen und
die Integrationsvariable selbst zu ersetzen. x = v(t) fiihrt zu folgender Rechnung;:

[ F@)dz = [ o)Lt = [ (o) Ldt = [ fo(t)a(t)dt

1
= %f—dt: %arctant—l—C

Beispiel 7.12 [ —— e L = f Ty

a2t2
1 T
= —arctan— + C
a a

Nebenrechnung: x = at, ‘flf =a

Aus der Integration durch Substitution lassen sich mit f(g(z)) = g(x) und

f(g(z)) = —— folgende zwei speziellen Integrationsformeln herleiten:

g9(z)

/f(x)f’(:r)d:r e
/f'("’“")dx — n|f(@)|+C

Beispiel 7.13 [ der =In|ln|z|| + C
T

%
E
—_ R~

xln|x!
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7.1.5 Partielle Integration

Die Regel der partiellen Integration dient zur Integration von Produkten von Funktio-
nen. Sie entsteht aus der Produktregel der Differentiation.

Es seien u(z),v(z) differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

Beispiel 7.14 [ ze*dx = ze” — [ e*dr = xe* —e* + C
Nebenrechnung: v = x, u =1

v =e", v=¢€"

.. Inz 9 Inz Inz 112
Beispiel 7.15 [ —dz =In"z — [ —dz — [—dz=35In"z+C
x x x

Nebenrechnung: v = In x, u = i

v = %, v=Inzx
Beispiel 7.16 [ z"e"dx = a"e® —n [ 2" tevdx
Nebenrechnung: v = x™, ' =na" !

v =e", v=¢€"

Zum Abschmelzen von hoheren Potenzen in x im Integranden kann die partielle Inte-
gration mehrfach hintereinander ausgefiihrt werden und fithrt u.U. auf Rekursionsfor-
meln (s. letztes Beispiel). Im Allgemeinen werden Potenzfunktionen zum Differenzieren
angesetzt. Eine Ausnahme dazu ist der Fall, dass die Funktion in(z) im Integranden
auftritt. Sie wird stets zum Differenzieren angesetzt, da sie selbst nur mittels partieller
Integration integriert werden kann. Sollte sich nach einem Schritt partieller Integra-
tion das Integral im Schwierigkeitsgrad erhoht haben, so ist ein neuer Versuch mit
vertauschten Funktionen u und v zu unternehmen

7.1.6 Klassen integrierbarer Funktionen

1. Rationale Funktionen, im Folgenden mit } bezeichnet

2. R(z, Vazx +b)

3. R (x, @)

4. R(sinz, cosx,tan z, cot x)
5. R(e”)

6. R(z, Va? — a?)
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mit a, b, ¢, d € R. Geeignete Substitutionen fiir die Félle 2 bis 6 sind in den Tafelwerken
zu finden. In allen Fillen ist mit der Integrierbarkeit der rationalen Funktionen auch
die Integrierbarkeit der Klassen 2 bis 6 gegeben. Rationale Funktionen haben die Form

)
Ria) = o)+ 705,
(

g(z),p(z),q(x) : Polynome
Grad(p(z)) < Grad(q(z)).

Gegebenenfalls miissen sie durch Polynomdivision in diese Gestalt gebracht werden.

Der ganzrationale Anteil g(z) kann sofort integriert werden. Der echt gebrochen ratio-
nale Anteil p ) ist in integrierbare Summanden, die Partialbriiche zu zerlegen.

Satz 7.4 Fiir jede echt gebrochen rationale Funktzon gzlt

T A A A
p(x) _ n 12 2+"'+;klk+”+
q(z) (z—z1)  (2—m) (. —a1)M
A Ar Lk +
(x—z5) (v —z5)? (x —x;)k
Bz + Cpy Blsll’ + Clsl
5 4+ ... 3 S ..+
(22 4+ prv 4+ q1) (22 +prx+q)n
Brl'r + Crl Brsr'x + Crsr
5 + ... 5 .
(22 + prx +q) (22 + pyx + ¢ )%

dabei bezeichnen indizierte Groffbuchstaben vorerst unbekannte Konstanten.

x1,...x; sind Nullstellen von q(x) der Vielfachheit ky, ...k;.

(22 +prx+q1), ...(22 + px + q,) sind Teiler von q(x), die Paaren konjugiert komplezer
Nullstellen mit den Vielfachheiten sq, ...s, entsprechen.

Schritte der Partialbruchzerlegung:

1. Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren bzw. Terme der Form 22 + px + ¢ mit
B < ¢, z.B. mittels Hornerschema

2. Aufstellen des Ansatzes fiir die Partialbruchzerlegung entsprechend Satz 7.4

3. Bestimmung der Konstanten durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzmethode
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Beispiel 7.17 — L = ! = A + =

2+zr-2 (z+2)(z—-1) (z+2) (z—1)
Koeffizientenvergleich:
l=A(x—1)+B(x+2)=2(A+B)+2B— A
= z': 0=A+ B; — A=-B
—12%: 1=2B- A; = 1=3B — B:%; A:_%
Einsetzmethode:
1=A(x—1)+ Bz +2) mitx = -2 ergibt: 1 = A(-3) = A=—3
1=A(x—1)+ Bz +2) mit x = +1 ergibt: 1 = B(+3) = B=-+3

1 1 1 1 1
x2+x—2:_§(x+2)+§(x—1)
. . 3r2 —8xr +1 A B C
Beispiel 7.18 @22z +1) = @ +2) + EFD)E + @+1)

322 —=8r+1=A(x+2)(z+ 1)+ B(x + 1)+ C(z + 2)*
r=-1: 3+48+1=12=C(-1)?=C = (=12
r=—-2: 12+16+1=29=B(-1)=-B — B=-29
r=0: 1=4-2-29-14+12-4 = A=-9

32 —8x +1 -9 —29 12

Nt @r2)  @r2P @t

1 1 Az + B C D
Beispiel 7.19 = =
cispie A1 (@i 0@E-D) @40 @-D0  @tD
Beispiel 7.20 1
P ) (x+2)(z+ 1)3(x? + 1)2
A B C D Exr+ F Gx+ H

Tery wrn Tare”

@r1p @2+l @Er1e

Bei einfachen Nullstellen fiihrt die Einsetzmethode in der Regel mit geringerem Auf-
wand zum Ziel. Nach dem Einsetzen der Nullstellen kénnen andere Zahlen aus R frei
gewihlt werden. Das entstehende lineare Gleichungssystem hat eine geringere Dimen-
sion als dasjenige, das beim Koeffizientenvergleich entsteht.

Bemerkung 7.3 Mit etwas Ubung findet man manchmal kiirzere Wege:

x? _ -1 N 1 :($2_1)(9€2+1)+ 1 214
(x24+1)  (2241)  (22+41) (22 +1) (22 +1) (22 +1)
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Mit der Partialbruchzerlegung wird die Integration echt gebrochen rationaler Funktio-
nen auf folgende 4 Typen von Integralen zuriickgefiihrt:

1. fiir einfache Nennernullstellen: [ de=Aln|zr —xo| + K

T — To
2. fu hrfache N llstellen: [ A d A + K
. fiir mehrfache Nennernullstellen: | ————dz = —
(x — o)k (k—1)(x — zg)k T
3. fiir 2 konjugiert komplexe Nullstellen:
Az + B A B4 +£
dex: —In|z? + px + ¢ +—2arctanx—2+K
22+ pr +q 2 _ ]
) 79— 7
4. fiir mehrfache Paare konjugiert komplexer Nullstellen:
Az + B A 2 B4
e A P N et P S S’
(#* + pz + q) 2 (#* + pz + q) (#* + pz + q)
A 1

=-3 =@+ pr 0 + Rekursionsformel (s. Tafelwerk)
— )@= TprTq

7.2 Das bestimmte Integral

7.2.1 Definition und Eigenschaften

Es sei F' = C = const. eine konstante Kraft, die lings des geradlinigen Weges von
x = a bis x = b wirkt.

W = F - (b— a) ist dann die mechanische Arbeit, die geleistet werden muss, um einen
Massepunkt lings dieses Weges gegen die Kraft zu verschieben. (Bsp. Handwagen,
Reibungsarbeit)

Problem: Wie berechnet man die Arbeit, wenn die Kraft F' nicht konstant ist?

F(x) F(x)

17 |
7 B

a

Diese Frage fiihrt auf das Problem der Berechnung der Fliche zwischen einer Funktion
F(x) und der x-Achse.
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Prinzip zur Flichenberechnung:

Gegeben sei eine stetige Funktion f(z) > 0 iiber dem Intervall [a, b].

f(x)

= X =
X,~= a X | X; N=b X

1

Wir benutzen eine Zerlegung des Intervalls [a, b], auch Gitter oder Netz genannt,
w=A{z;]i=0,1,...N; zo=a, zy =b; hy =x; — x;_1},

die das Intervall [a,b] in Teilintervalle [x;_1, x;] aufteilt.

Essei m; = min f(z), M; = max f(z)
TE[w; 1,74 TE[T; 1,74

Fiir die Flidche A zwischen der Kurve und der x-Achse gilt:

N N
Z mih, < A < Z M;h;
i=1

= i=1
(Untersumme) (Obersumme)

Wir verfeinern die Zerlegung, so dass gilt 6 = max h; — 0. Zu erwarten ist:
(2

N N
%%;mihi = A4 = lm > Mh; (%)
Gilt (x) so folgt aus
m; < f(&) < M mit &; € [x;_1, 7], beliebig

N
im Y f(E)h = A,

0—0 4

weil die Folgen der Unter- bzw. Obersummen eine konvergente Minorante bzw. Majo-
rante mit demselben Grenzwert darstellen. (Beweis: RIEMANN 1826-1866)

\4
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Definition 7.3 f(x) sei beschrankt tiber [a,b]. Liefert jede beliebige Folge von Zerle-
gungen w des Intervals [a,b] mit 6 = lim max h; = 0 bei beliebiger Wahl der Punkte

—00 1=1,

N
& € [xi1, ;] stets ein und denselben Grenzwert J\}im Z f(&)hi , so heifit dieser be-
*hia

stimmtes (RIEMANN’sches) Integral der Funktion f(x) tber dem Intervall [a,b].
N
o b
Schreibweise: A}l_I)nooZlf(fl-)hZ [ f(x)dx
Satz 7.5 f(x) sei im Intervall [a,b] beschrankt und mit Ausnahme endlich vieler Stel-

len stetig. Dann ist f(z) integrierbar iber [a,b].

Bemerkung 7.4 Gilt f(z) > 0 im Intervall [a,b], so wird mit f;f(x)dx die Fliche
zwischen f(x) und der z-Achse berechnet.

Eigenschaften des bestimmten Integrals

Aus den Eigenschaften von Summen und Grenzwerten lésst sich folgern:
b

L a<c<b: /f(x)dx _ ff(x)dx+jf(x)dx

a

Folgerung: c = a : /f(x)dx =0

a

2. /bf(ac)dx = —/af(x)dx

b

3. /[Oéf(x) + By(@)]ldr = Oz/bf(fr)dx - 5/9(90)6590 a,feR

a
b b

Folgerung;: /f(x)dx = —/(—f(ac))dx < 0, wenn f(z) <0

a a

f(x) f(x)

a% X Xfé/ W X
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Flidchen unter der x-Achse liefern einen negativen Beitrag zum Integral. Soll die
Fliche zwischen der Funktion und der x-Achse bestimmt werden, ist somit zwi-
schen den Nullstellen der Funktion zu integrieren, und die einzelnen Integrale
sind betragsméifig aufzusummieren.

A= /xzf(x)dx + ]Sf(x)dx + j4f(x)dx

4. f(x) < g(x) YV € [a,b] = /f(x)d:c < /g(x)dx

Folgerung

Satz 7.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung
f(x) sei stetig auf [a,b]. Dann existiert ein £ € [a,b],s0 dass gilt:

b

/ f(x)dz = £(€)- (b—a).

a

Interpretation:

f(x)
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Das bestimmte Integral kann durch die Fliche eines Rechteckes ausgedriickt werden.

Anwendungen:

1. Der Gleichwert ist das arithmetisches Mittel der Grofe x(t) :

t1

Ist T die Periodendauer der Wechselstromgrofie x(t), so folgt, dass der Gleichwert
stets gleich null ist.

2. Der Gleichrichtwert ist das arithmetische Mittel des Betrages der periodischen
Wechselstromgrofie z(t) in einer Periode T:

t1+T

T / 2 (0)]dt.

t1



7.2. DAS BESTIMMTE INTEGRAL 117

7.2.2 Numerische Berechnung des bestimmten Integrals

dquidistante Zerlegung des Intervalls [a, ] :
w:{xi | 2207177N7 Ty = @, mN:b, x@:a—i—lh, h = b—Ta}

Verschiedene Néherungen des Flidcheninhaltes A; zwischen f(x) und der x-Achse sind
moglich. In jedem Teilintervall [z;; x; 1] wird A; ersetzt durch

eine Flache, die durch
ein Rechteck ein Trapez eine Parabel nach oben
begrenzt wird.
y A
f(x) y f(x)
/
/""\\\ .
KM
Xi1 X X X X X
Rechteckregel: Simpsonregel:
b
f;f(x)dx ~ Ja F(@)dz =
h(f(a) +4u+2g+ f(b
u= f(z1) + f(zs) + ...[(zn-1)
g=f(z2) + flza) + ...f(an-2)
Voraussetzung: N: gerade Zahl
— Néherung 0. Ordnung — Néaherung 1. Ordnung — Néherung 2. Ordnung
— N muss grof3 sein, — stiickweise lineare In- — genauer als Trapezregel und
damit Naherung terpolation von f(x) dabei kaum aufwendiger als
brauchbar — genauer als Rechteckregel diese
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7.2.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Probleme:

1. Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem unbestimmten und dem bestimm-
ten Integral?

2. Wie kann man das bestimmte Integral tatséchlich berechnen?

f(x) sei auf [a, b] bestimmt integrierbar. Dann existiert [ f(¢)dt fiir alle 2 € [a, b], und
der Wert dieses Integrals hangt Von seiner oberen Grenze ab. Wir betrachten deshalb
nun die Funktion F(x f f(t)

Es sei z.B. f(x) =z. ~ f(t) =1t.

Y F(x)
f(x)

2
F(1) = fol tdt=1-1-1=1; F(2) = f02 tdt =1-2-2=2 (Dreiecksfléiche!)

Im Beispiel gilt dann:
= [y fQdt=[Jtdt=5-g-h=1% x-flx) =% -2 -x=3 27

Satz 7.7 f(x) sei auf [a,b] stetig.
Dann ist F(z) = [ f(t)dt differenzierbar, und es gilt: F'(x) = f(x).

Damit ist aber F(z) = [T f(t)dt eine Stammfunktion von f(x). Die Menge aller
Stammfunktionen erd beschrieben durch F(z) = [ f(t)dt + C.

Wir berechnen nun F'(b) —

/f )dt + C — /f t)dt — C = /f
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Satz 7.8 Hauptsatz
F(x) sei eine beliebige Stammfunktion von f(x) dber [a,b]. Dann gilt

Bemerkung 7.5 Der Satz bringt den Zusammenhang von bestimmter und unbestimm-
ter Integration zum Ausdruck.

Bemerkung 7.6 Das bestimmte Integral, das als Grenzwert definiert wurde, kann mit
Hilfe des unbestimmten Integrals berechnet werden.

Beispiel 7.21 Gleichrichtwert fiir die Sinusspannung v = U sint; U >0 :

_ 17 2U (™ 2
u=— [ Ul|sint|dt = Q—U/ sintdt = g[— cost]l = g[l — (=1)]==U ~0.637U
0 7r

2m Jo m T us

7.2.4 Substitution der Veridnderlichen bei bestimmten Inte-
gralen

1. Losungsmoglichkeit:

e Berechnung des unbestimmten Integrals von f(z) mittels Substitution

e Riicktransformation von der neuen zur alten Verdinderlichen + = F(z) als
Stammfunktion von f(z)

e Berechnung der Differenz F(b) — F(a)

s

. e 2, 2 1 .3 z
Beispiel 7.22 / sin® x cos xdx = [3 sin m}g =
0

Nebenrechnung: [ sin®z coszdr = [u’du =

mit u = sinz, g—z = CosT

2. Losungsmoglichkeit:

Gilt fiir das unbestimmte Integral von f(z)
J f(g(2)g (x)dz = [ f(u)du = F(u) + C,

so folgt fiir das bestimmte Integral:
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b d=g(b)
/ F(9(x))g/(2)dz = / f(u)du = F(d) — F(c)

=g(a)

D.h., bei der Substitution kénnen die Grenzen mit transformiert werden. Dann entf:llt
die Riicktransformation zur alten Verénderlichen x.
%
Beispiel 7.23 / sin? x cos dx = fol uldu = [%u?’](l) =1
0

Nebenrechnung:

u=sinz; x = arcsinu (eineindeutig fiir u € [0;%]); 3—;” = CoS T
a=20 — u, =sin0 =20

b=7% — up =sing =1

Bemerkung 7.7 Bei der 2. Methode muss unbedingt die Fineindeutigkeit der Sub-
stitutionsfunktion in dem betrachteten Intervall gewdhrleistet sein, sonst fiihrt diese
Methode zu falschen Ergebnissen!

1

Beispiel 7.24 [ r?dr = [%xg}l_l =1-(-3=2
1

1 1
2 _ du_ __ .
aber [Im dr = /1 Uz m = 0 ist falsch.

Nebenrechnung:

u=2% z=\u L=20
a=—1 = Uy =
b=1 — up =1

Die Substitutionsfunktion u = x? ist auf dem Intervall [—1; 1] nicht eineindeutig. Damit
existiert auch keine eindeutige Umkehrfunktion, was zu den beiden identischen Integra-
tionsgrenzen fiihrt. Rettung bietet in einem solchen Fuall die Teilung des Intervalls, so
dass in jedem Teilintervall die Fineindeutigkeit der Substitutionsfunktion gewdhrleistet
18t:

1 0 1 0 1
$2d$:[$2dl’+/ xde:/u du +/ =t
[1 1 0 1 —2u 0 2Wu

2,8 28—

= |72 34 1+ 23U 0_3+3_3

Nebenrechnung:

Substitution: in [—1;0] : u=2% r=-u, L= _%ﬁ
Substitution: in [0;1] : u=2% r=\u L= %%
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7.3 Anwendungen der Integralrechnung

7.3.1 Flichenberechnung

y f(x) y
fix)+C
| g(x) | >
a b X a‘ b X
gx)+C
f(z) >g(z) >0 zwischen f(x)+ C und g(z) +C
F= f; f(z)dx — fabg(ac)dac liegt die gleiche Fliche F

b
~F = / (f(2) - g())da fir f(z) > g(x)

Beispiel 7.25 f(z) = v/9z; g(x) = 3x

y A -
; Sy

Gesucht: Fliche zwischen f(x) und g(x)
Schnittpunktbestimmung: \/9r =3z = 9 —922=0 = =z(z—1)=
N T = O; Ty = 1

1 1
F:/(\/97:C—3x)dx:/B(ﬁ—x)dx:3[§x%—%x2]$:3(§—%):3~%:
0 0
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7.3.2 Bogenlinge einer Kurve

w=A{z;|i=0,1,.... N; g = a, zy = b }: Zerlegung des Intervalls

Damit gilt: h; = x; — z;_1; Afi=hif'(&); mit & € [riz]; 1=1,2,..,N
wegen dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Lénge des Sehnenpolygons:

SN = Zz]\;l As; = Zz]\;l Vi (Afi)? = 2511 \/hz2 + (hif '(§:))* = Zf\;l hiv/ 1+ (f7(€))?

Existiert das Integral

b
/ V1+(f(2))%de = (lsir%sN =s mit d =maxh; ,
so ist s die Linge der Kurve 16@ Die Kurve heifit dann rektifizierbar.
Betrachten: s = s(z) = [ /14 (f '(t))%dt
£ - VT T OP
ds = \/1+ (f '(t))*dz = \/(dff)2 +()2(dz)? = \/(dz)? + (dy)>
ds heifit Bogenelement oder Bogendifferential. Damit gilt:

Q
s:/ lds
P

Ist eine Kurve in Parameterform gegeben, so gilt:

l’:I(t), dx = xdt . \/ﬁ
dy:ydt} = ds = /32(t) + 2(t)dt

y =y(t),

t2
Im R" gilt analog: ds = /> ., (&;(t))?dt sowie s = / Vo (@())2dt
t1
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Beispiel 7.26 Astroide (Sternenkurve): x5 + y3 = R3

y
=R/2
-R X
-R
_ 3 L 2
Parameterdarstellung: : g§$3 tt’ . y__ 3}}% ;OITQ E(S:g;i } 0<t<2rm

s—4f0 V2(t) + g2 (t)dt = 4f0 3RV cost tsin® t 4 sin t cos? tdt

=12R fo \/cos? tsin t(cos? t + sin t)dt = 12R fo costsintdt = 12R - $[sin® t]og

6R

7.3.3 Volumenberechnung aus der Querschnittsfliche

Eine Volumenberechnung erfolgt normalerweise iiber Raumintegrale, aber mit dem
Prinzip des CAVALIERI (1598 - 1647) ist die Volumenberechnung fiir Rotationskérper
auch mittels eindimensionalen bestimmten Integralen moglich:

Prinzip des CAVALIERI:

Vi =V, wenn  q1(2) = q(2) Vz
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Das Prinzip des CAVALIERI gilt unabhéingig von der Integralrechnung.

X

b/ y

Ist ¢(z) der Querschnitt eines Korpers in der Hohe z, so gilt V' = fab 1dV = fab q(z)dz

Ist ¢(z) berechenbar, so kann V' bestimmt werden.

Berechnung von Rotationsvolumen:

V4

Bei Rotationskorpern gilt: ¢(x) ist die Fliche eines Kreises mit dem Radius f(z).

V:/abﬂf Q(x)dx:w/abf2(x)dx

Analog kann die Mantelfliche von Rotationskoérpern berechnet werden, wenn man be-
achtet, dass der Kreisumfang die Lénge 27 = 27 f(x) besitzt:

M:/ 27Tf(x)ds:27r/ flx) -1+ (f"(z))dx.
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Beispiel 7.27 Volumen und Mantelfliche eines Kreiskegels:

zZ

r r-————""""m 2 7N

A\

h X

Querschnittsfliche des Kreiskegels im 1. Quadranten der x — z— Ebene

—7Tff d:v—wf h2x2dm:7rr2h3:

r2 h? 1.2
T 37T h

M:27rfaf V14 (f )2dx =2 % 1+T2dx
ZQW%%Q'\/l‘f‘Z—z:WTh 1+Z—i:7rr\/mm‘s

7.3.4 Anwendungen in der Technik

1. Der Effektivwert einer Wechselstromgrofie ist der quadratische Mittelwert dieser
GroBe. Es sei z.B. u(t) = Upsinwt, w = 2. Mit w = 1 ergibt sich folgendes

Bild:
10T
y
05T
0.0 f f t 1
2 4 6
X
05T
10+
y; = sinz (schwarz) , yo = sin® z (blau)
Dann gilt

Uesr = \/ fHT 2(t)dt = \/ fo Ug sin? wtdt

Wopor . o dz 1 2771
= Uy 5 Jo sin”z— =0 5(1 —cos2z)dz
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—U()\/ [z — L sin 2z]3" UO\/ 27 — 1sin4nm + $sin 0]

= Upy/§ ~ 0.7070,

Nebenrechnung: z = wt, dz=wdt; t=0 — 2=0
t=T =— 2z=uWwl=27

Bemerkung 7.8 Allgemein kann jeder iber [a, b] quadratisch integrierbaren Funk-

tion f(x) durch
b
/@)l = \/b%/ e

eine Zahl zugewiesen werden. Diese Zahl heifst Norm von f(x) und gibt einen
mittleren Abstand der Funktion zu g(z) =0 an.

Gilt u=U = const., 1= 1 = const., so folgt: W, =U -1 -t.
Bei zeitlich verénderlichen u = u(t) und ¢ = i(t) gilt:

[2)
Wel:/ w1 dt
t1

Beispiel: Gegeben: i = [ysin(wt + ¢;), u = Upsin(wt + ¢,,)
Gesucht: W,; wihrend einer Periode T' = =&

[2)
Wel:/ w1 dt
t1

to

= / Up sin(wt + ¢, ) losin(wt+¢,)dt  Nebenrechnung : © = wt+¢,; dr = wdt

t
' th1=0 = z=¢,

to=T = a=2m+¢,

2+,
= / Yh sinzsin(z + ¢; — ¢,)dz  Nebenrechnung : ¢ = ¢; — ¢,
©

u

sin(z + ¢) = sinx cos ¢ + cos x sin ¢
2w
— Uolo 02 : .
= Lo /0 (sin® & cos ¢ + sin x cos z sin ¢ )dx

= ﬂ)wﬁ[cos gp[%(m — %sin 2z)| 4 sin 90[ sin :L‘HO

= %[COS go[%%r] + 0]

U()I()T

2ol cos o = 3UpoT cos(p; — ¢,,)
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3. Statisches Moment/Schwerpunkt
Bei endlich vielen Teilchen gilt:

y m,

statisches Moment bzgl. der x-Achse: M, = myy; + mays + msys

x

mi + Mo + ms

y-Schwerpunktkoordinate: S, =

Bei unendlich vielen, kontinuierlich verteilten Masseteilchen mit p = 1 gilt, dass
die Masse jedes Teilstiickes seiner Fliche entspricht. Wir benutzen eine dquidi-
stante Zerlegung w des Intervalles [a, b] und berechnen das statische Moment der
Fliche F;, die durch das Teilintervall [z; 1, x;] aufgespannt wird.

// :f
y=f(x)
y /
//
Yfoffffi:ff/ﬁAN
_L Fi
Yar-—9-""1 A,
S etk Ay >
a *&x b x
A=Ay =..=Ay = A} N sei gerade

M, = A%yl + Alys + .+ Alyn
= Ay +y2 4 - +yn)

= A5 +yw)
= (z; — xi—l)f(fi)%%f(fi)
= %Jd(fi)ﬁm
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M, =lima,— Zfil My; = limagz—o Zz]il %f ()b = f: %dex
My =limp, o Y, & (&) Ar = [ ayda

Koordinaten (z4,ys) des Schwerpunktes einer homogenen Fliche F' unter der
Kurve y = f(x) :

b

M, fa xydz
T, = —F =
F [ ydx
M, [} e
Ys I f; i

7.4 Uneigentliche Integrale

Problem: Der Kondensator mit der Kapazitit C wird auf die Spannung U, aufgeladen.
Welche Energie wird in R beim Entladen verbraucht?

B
| C R
I
We(to) = foto w - idt Nebenrechnung : w = R -i (Ohmsches Gesetz)
= Oto R -i%dt Nebenrechnung : i = %6_%

_ to Ug _ 2t
= Jo R e RC dt

B[ Ee Ry

— UiC[l . 6_%8]

. C o) .
W = limy, oo We(to) = U% = fo w - idt

Das ist eine Erweiterung des Integralbegriffes, denn bisher wurde nur mit beschréinkten
Funktionen und endlichem Integrationsintervall [a, b] gearbeitet.

Definition 7.4 Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen:
Sei f(x) auf beliebigen Intervallen [a,b] integrierbar.
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oo b
o) J (@) = lim [ f(a)da
b) [ f@de = Jim_[ 5@
c) 70 f(x)dx = aEI}loofcf(x)d:c + blim fbf(x)dx; ceR

Definition 7.5 Uneigentliche Integrale mit nichtbeschrinkten Funktionen:

Sei lim, . f(z) = £oo, a < ¢ < b. (Eventuell werden nur einseitige Grenzwerte be-
ndtigt!)

a) [ f(x)de = lim [ f(x)dx

e—0+0 a

b b
b) [ Sz = tim | (@)

b c—¢ b
¢) [ f(x)de = lim [ f(x)dx—kéli}gio [ f(z)dx

e—040

c+6
yA
€ >0 6 >0
f(x)
c-gi: C+90
: —— —
C

Polstelle von f(x)

Bemerkung 7.9 Ezxistieren endliche Grenzwerte, so heiffen die entsprechenden Inte-
grale konvergent, anderenfalls divergent.

Bemerkung 7.10 In beiden Definitionen miissen die Grenziiberginge im Fall c) je-
weils unabhdngig voneinander zu endlichen Grenzwerten fiihren. Gibt es nur dann einen
endlichen Grenzwert, wenn die unterschiedlichen Grenzprozesse gleichartig ausgefiihrt
werden, heifst der erzielte Wert Cauchy’scher Hauptwert.
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Satz 7.9 Sei f(x) auf beliebigen Intervallen integrierbar. Dann gilt:

[e%9) b
/ f(z)dz = lim (blim /f(x)dx)

—00 a

Die Konvergenz der uneigentlichen Integrale kann durch unmittelbares Berechnen oder
durch Vergleichskriterien untersucht werden.

Satz 7.10 Majorantenkriterium

Es gelte 0 < f(z) < g(x) fir z > a.
f(x) sei stiickweise stetig auf jedem Intervall [a,b] mit b > a.

Konvergiert/ g(x)dx, so auch/ f(z)dx
Divergiert / f(z)dx, so auch/ g(x)dz,
denn es gilt dann/ f(z)dx §/ g(x)dx.

Beispiel 7.28 f(x) = ﬁ

o dr
N e

d
= Jim (lim [} ) = i (Jim (arctand — arctana)) =~ (~F) ==

Beispiel 7.29 Seia>0; «a>0

f . [—_O}Hx_a“}z = ﬁ(bl_a —al™®) fiir o # 1
% x =

Inb—1Ina fira=1
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= —al™) fiir o # 1

[e%s) b
~ [ z%dr = blim Jx*dx = blim
a TP | Inb—Ina fira=1
ﬁ(—al_a) = ﬁal_a fiir a > 1

00 fira <1



