Rechenregeln fir Mengen

1. Kommutativgesetze: AUB=BUA
ANB=BNA
2. Assoziativgesetze: Au BuC)=(AuB) UC

ANBNC)=(ANB)NC

3. Distributivgesetze: Au BNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB) U (ANC)

4. Seien im Folgenden A,B e M, dann gilt:
AuM=M; ANM=A

5. A=A AUA =M ANA =&
6. AUG =A: AND=0Q

7. De Morgan'sche Gesetze: AUB =ANB
ANB=AUB




Rechnen mit rein imaginaren Zahlen

Es sei a,b€ R, dann gilt:

l.ai < bifir a<b

2,00 =0

3.ai £ bi = (a £ b)i

4.ai-bi = (a-byi-i = —ab
a a-i

5 —=——=—dal
i i-1

6.i' =i; 2= -1, 1= -1
i4n+1 — | i4n+2 — _ 1 i4n+3 _

=1 vVneN

Rechenregeln fur komplexe Zahlen

Esseien z, = a, + bieC,z,=a,+b,ieCund z, eC.

1. Gleichheit:

2. Kommutativgesetze:

3. Assoziativgesetze:

4. Distributivgesetz:

2=172, a=a, Ab=b

Z +72,=1, +1
Z -1, =1, 17

Zl+ (Zz+ ZS) = (Zl+ Zz) + 23

Z (Zz ’ 23) = (Zl ) 22)' Z;

(z, + 2,)2, =2, "2, + Z,

.23

az = a(a + bi)=caa + abi fir a eR

Z+(-z)=a+bi-(a+hb)=0



Es sei z,=a +bj und z,=a,+D.I. Dann gilt:

2,42, = [a1+bliJ + [a2+b2i} = [aliaz] + [bliszi

2,2, = [a1+b1iJ : [a2+b2i] = [alaz—blsz + [a1b2+a2bl]i

z, {a1+bli} a,—b _ [a1a2+blb2] + {alb2+a2bl

| [
- [a2+b2iJ a,—b a22_|_b22 fir z,-0




Es sei z,= zl‘(cosq)ﬁisin(l)l) und zzzzz(cos¢2+isin¢2). Dann gilt:

2", = zl[cosq)lﬂsmcl)l} -zz[cos¢2+|sm<|>2J

22, = zl.22[(cosd)lcosq)z—sinq)lsin(l)zl + i[Sin(I)lCOS(I)Z+COS(I)1Sin(|)2D

7z :‘Zl

1 72

cos[¢1+<|>2J+isin[¢1+<|>2]

z,

Verallgemeinerung:

zlz‘zk‘(coscbk +isin<|>kj; k=12,.,n

-2, vy = ‘21"22‘---'{C03£¢1+¢2+---+¢nJ + isin(cl)1+<|>2+...+<|>n]




Beispiel zur Anwendung der komplexen Zahlen: Wechselspannung
u=Gcos(at+¢) = U=Ue[el] = U=Ue=U(cosq + jsing,)

Wirkkomponente: ~ Re(u)=U cosd, =U,,
Blindkomponente:  Im(u)=Using, =U

Effektivwert: U= ,/UWZ +U Bz

Beispiel: Stromstirke im Wechselstromkreis
izicos(ot+¢) = I=TeM[eld] = I=Te=T(cos@+ jsingd)
Beispiel: Wechselstromwiderstand Z

ol T
Ohm'sches Gesetz: Z :UT:% :UTeMJ_m
e

Andererseits gilt: ~ Z=ZeY2 =R+ jX = Z=U/T; ¢, =g ¢
Scheinwiderstand: ~ Z =U/T =JR?*+ X?2

Wirkwiderstand : R=Re(Z)

Blindwiderstand: X =Im(Z)

Fiir die unterschiedlichen Bauteile hat Z als Widerstandsoperator
folgende Werte:

—__— : Ohmscher Widerstand: Z, =R
M : Induktiver Widerstand: Z, = jol
—l I— : Kapazitiver Widerstand: Z. = JaC



Geometrische Veranschaulichung der Rechenoperationen
Im Bereich der komplexen Zahlen

Addition/Subtraktion:

Im(z2)

Re(2)

z, -7,

Multiplikation:

Im(2)

RV =0 to




Division:

Im(z2)

r:1=r1 :1r2 @ r=r: :

Wurzelziehen:
am Beispiel von ¢/ -1

Im(z)




Beispiel zur Entstehung eines linearen Gleichungssystems:
Wir betrachten die Schaltung:

oU, o

I2

R, R, e
L R

Aus den Kirchhoffschen Gesetzen folgt das Gleichungssystem:

- 1, - 1, =0
RI + R, 1, = U,

1'1
RI, = Rl = 0

Wesentliche Information zur Berechnung der Stromstarken:

1 -1 -1 | o
RR 0 | U,
0 R -R | 0
U
1 -1 =1 |} 0
R R, 0[] =Y,
0 R, -R| |I, 0

Matrix R . Vektor | = rechte Seite U

Gleichungssystem: R-1=U



Einige spezielle Matrizen:

Obere (rechte) Dreiecksmatrix: &; =0 fiir 1> ]

0

betm<n

,

amn

bzw. A

Untere (linke) Dreiecksmatrix: &; =0 fiir 1< ]

bzw. A=

betm>n

Einheitsmatrix (m = n)




Wichtige Eigenschaften der Matrizenoperationen
Typvertraglichkeit beachten!!

Kommutativgesetze
A+B=B+A i.Allg.:. A-B#B-A
Assoziativgesetze
(A+B)+C=A+(B+C) (A-B)-C=A-(B-C)
Distributivgesetze

A-B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

Nullelement
A+0=0+A A-0=0-A=0

Einselement
A-E=E-A=A

Multiplikation mit Zahlen aus C

(a+B)A=0aA+BA (a-B)A= a(BA)=B(aA)
a(A+B)=0A+aB a-(A-B)=(aA)B =A(aB)

Transponierte Matrizen
(A+B) = A"+B' (A-B) =B"-A"
(@A) =a- AT
(AN =A
Adjungierte Matrizen
(A+B) = A +B (A-B) =B-A’
. (adA) =a - A
(A) =A
Inverse Matrizen
(A-B)'=B"A"
(@A) =L A"
o

A'A=A-A"T=E

—~~
>
—
\/I
f —
g\
I
T

>



Beispiele zur Anwendung der Matrizenrechnung:

1) Eine Elektronik-GmbH stellt 3 Typen von Leiterplatten her. Diese
sind entsprechend dem angegebenen Schema bestiickt:

L. L: Ls
Kondensatoren 2 5 5
Widerstande 1 1 3
Transistoren 3 2 2

In der Endmontage werden die Leiterplatten in den folgenden
Stiickzahlen in die Gerdte G:1,G2,Gs, und G4 eingebaut:

G: G: Gs G

L. 1 0 1 4
L. 0 2 1 2
Ls 1 1 1 0

Man bestimme die Anzahl der Kondensatoren, Widerstdnde und
Transistoren fiir einen Auftrag von 500 Gerdten G1, 100 Gerdten G-,
300 Geriten Gs und 100 Geridten G..

Die Losung erfolgt mit den Mitteln der Matrizenmultiplikation:

L=A(Bauteile,Leiterplatten) - B(Leiterplatten,Geréte) - C(Gerétezahl)

2 5 51 0 4 fgg
1 1 3o 2 2100
> 2l 1
3 ) 100
7 15 12 18)°%
100
-4 s s 6|
567 16)°0
10400
| 4600



2) Beispiel aus der Vierpoltheorie:

Ein Vierpol ist ein elektrisches Netzwerk mit 4 Anschliissen: 2 Eingdngen und 2 Ausgéngen:

I o o L

U o o

Wir betrachten folgendes Beispiel:

0=-U,+(Z,+Z,)],-Z,1,
0=U,-Z,1,+(Z,+7Z))I,

Die Maschenstromanalyse ergibt:

U =(Z,+7Z,)] —Z,],
U, = Z,1,—(Z,+Z,)I,
Allgemein gilt mit der Widerstandsmatrix Z:

U= (Ulj _ (211 lej(llj —7.1
U, zy Zp )\,
2. Darstellungsmoglichkeit: Angabe der Ausgangsgroflen in Abhingigkeit von den
Eingangsgroflen durch Umstellen der 2. Gleichung nach I; und Einsetzen in die 1. Gleichung:

ULty +((Zl +2,)(Z, +Z;)_sz12

Nach Umordnung erhélt man

2 2

1 Z,+7
Il = Z—U2 +%12
2 2

Allgemein gilt mit der Kettenmatrix A:
-1
(Ulj:(an alzj(Uzj (UZJZ(all alzj (UIJ
L ay ay )L L L Ay Ay L
Bei der Reihenschaltung von Vierpolen ergibt sich damit unter Beachtung von:
U, _A, U, ; U, _A, U,
Il IZ IZ IS
U U U
Il IZ IS

D.h. die Reihenschaltung entspricht der Multiplikation der Kettenmatrizen:

Ll ["2 L‘2 LS Ll ["3
o— o0 o— ——o
Il : I2 IZ 2 I3 Il e I3
o— —o o—— —o




Kraftberechnung in Fachwerken

Zu berechnen sind die Auflagerkrifte Fa,, Flay, Fp und die Stabkrifte Sy, . .., S7.
F1 1] 4 11
a, a o o
1 3 5 7 h
y
m |/ a 2 ,/:x a 6 a\!V X
F ViR F
AY 0.5L 1 05L B
Sicosa+ Sy + Fa, =0 (1)
Sisina+ Fay =0 (2)
—Sicosa+ Sgcosa+ S, +F; =0 (3)
—Sisina — Sgsina=0= 5, +S53=0 (4)
—S4 — Sscosa+ Sycosa =0 (5)
—Sssina — Sysina=0= 955 +5;, =0 (6)
—S¢ — S7cosa =0 (7)
Srsina+ Fg =0 (8)
—8S9 — Szcosa+ Sscosa+ S =0 (9)
Sssina + Sssina — Fh, =0 (10)
0 0 0 1 00 S1
0 0 0 01 0 So
0 0 0 0 0 0 S3
0 0 0 0 0O Sy
~ —cosaa 0 cosa 0O 0 O Ss _
1 0 1 0 0 O Se a
0 —1 —cosaa 0O 0 O S
0 0 sinae 0 0 1 Fa,
Cos & 1 0 0 0 0 Fay
sin « 0 0 0 0 O Fp

)ﬁOO

[eolilen B s Bl en e M el




Geometrische Interpretation von

Vektoraddition Vektorsubtraktion Multiplikation
Skalar mit Vektor

Aa A >0




Eigenschaften des

Skalarproduktes im R>:




Eigenschaften des Kreuzproduktes:

> > A
axhb
N
b
> >
X,; axb
>
a
1) axb_la, dxblb
2) dxb =0« 4 undb sind kollinear
3) dxb=-bxa

4) HéxlSH: MaRzahl der Fliche des von

a und b aufgespannten Parallelogramms

mit é,B,Ee]R?’



Eigenschaften des Spatproduktes

oy
\

O<:>ab und ¢ sind

N
N’
—
Q

=k
Ol

L
1

komplanar

3) abs([é,ﬁ,é]): MaRzahl des VVolumens

des durch &,b und ¢ aufgespannten Spates

mit a,b,¢ e R3



Axiome des n-dimensionalen Vektorraumes

Fir,%,yeR", A, a,B R gilt

1) Gleichheit: X=y< x. =y, Vi=12,..,n

(X +Y; )

2) Summe:X+y=| - cR"

\Xn +yn/

Ist kommutativ und assoziativ

3) 30eR", so dass aus d+ X =0 folgt

X = —a. entgegengesetztes Element

4) Skalare Multiplikation: AX =

(}\‘Xl\

\Kxn/

cR"

ISt assoziativ, insbesondere gilt: 1X =X
5) Es gelten die Distributivgesetze:

a(X+Y)=aX+ay

(a+B)X = aX+pX



Wir betrachten Gleichungssysteme der Art:

a;nry + aprs + ... + a1y = b1
(911 + a90xo + .... + a9px,, = bg
ap1T1 + QpoXo + ... + AT, = bk
aix -+ Qin I b
g1 -+ Qgp Ty, by,
A-x=b
Beispiel
Ju+0v—>dw—+0z = 3
2u4+0v+0w+1z = -1
Ou+2v—1w+0z = 1
—
40 =5 0 Y 3
20 01 Ul = -1
02 -1 0 v 1
z



Das Gleichungssystem aus 2.1.

geht mit den Werten R; = 2000, R,= 1000, R;=500Q und Uy,= 220V {iiber in

1 -1 -1 L) (0
200Q 1002 0 | I, |=[220V |
0 100Q -500Q |1, | 0

Dieses Gleichungssystem hat die Struktur Ax =b. Es gilt

1 -1 -1 1 -1
detA = det| 200Q2 100Q2 0 200Q 100Q2 =-50000Q2 - 20000Q> - 1000000 = -17-10*Q?
0 100€2  -500€Q2 0 100Q

Nach der Cramerschen Regel folgt:

0 -1 -l
det| 220V 100 0
0 100Q -500Q) _ (-220V)-(500Q+100Q) _ 13.2:10*VQ)

I= =0.776A
1 det(A) _17-10%Q? 17-10°Q?
10 -
det| 200Q 220V 0
0 0  -500Q) 220V(-500Q) 11-10°VQ
L= - - = 0.647A
2 det(A) 17-10°Q° 17-10°Q»?
1 -1 0
det| 200Q 100Q 220V
0  100Q 0 _ : 10
I _ (220V)(100Q) _ 2.2:10°VQ _ 150,

det(A) -17-10*Q? 17-10*Q2



GauBalgorithmus

Allgemeine Rechnung Beispiel
X1 X2 veennn Xn IL_) X1 Xy X3 ]L_)
a1 din din bl 0 3 6 3
........................ 2 4 6 2
dx1 axo dikn bk -4 -8 -12 12
ar ?ﬁ 0 an din b1 2 4 6 2
........................ 0 3 6 3
dii dio dkn bk -4 -8 -12 12
] 3y | b
A, A, & 1 2 3 1
a, | a Az b, 010 3 6 3
........................ 4 -4 -8 -12 12
ay ak1 a2 Akn by
1 4, In i
ay ay a~11 | 2 3 1
0 an 8 b, 0O 3 6 3
........................ O 0 O 16
0 a1 A b,
1 A, Y b
an A 4 1 2 3 1
0 an an b, 0 3 6 3
........................ 0O 0 O 16
0 Ay ... A b,
Formeln im 1. Schritt:
ﬁijzaij- aj - ail/all 1 2 3 1
E)i :bi -bl’ aﬂ/all 0 | 2 1
fiir i=2,3,.. k 010 0 0 |16
J1=2,3,...n
rangA=2#3=rang(Alb) 1 2 3 1
Das Gleichungssys- 0O 1 2 1
tem 1st unlosbar 0O 0 O 16




L6sung des umgeformten Gleichungssystems
( nur sinnvoll bei rang A =rang (Alb) =r1)

Fall 2a:r=n
1 a, - - a, X, gl
0 1 : : :
0 e : =
. 5n—1,n Xn—l ~n—1
0 0 1 X, Bn

Eindeutige Losung durch Riickwirtseinsetzen:

1-x,=b, einsetzenin 1-x, +i, x,=b,,
= x,,=b,,-4,,,x, einsetzen in die drittletzte Gleichung usw.
Fall 2b: r<n
- . . N X, -
1 a, - a, a, - a, . b,
0 1 : : : :
. - . X =
ar—l,r : -r
O l ﬁr,r+1 ar n Br
Xn
1 a, a, \x B] 5‘1,r+1 a,
0 1 : : :
. ~ : = . - Xr+1 - Xn
a'r—l,r : .
O 1 Xr Br ar,r+1 éir—l,n
1 a, a, \[x
0 1 :
. ~ = b - Sr+1t1 - - Sntn—r
ar—l,r
0 1 X

mit den freien Parametern t,,t,, ...t  eR:

e Nichteindeutige Losung durch Riickwirtseinsetzen
e n-r Parameter bleiben in der Losung enthalten

L6sung stets in vektorieller Form angeben!



Zur Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Ax=b Ax=0
m Gleichungen 2 Spezialfallb=0

n Unbekannte £ homogenem System

rangA # rang(Ab) System ist unldsbar Dieser Fall kann nicht eintreten,
da b keine Nichtnullelemente enthlt.
D.h. homogene Systeme sind stets 16sbar

rangA = rang(A|b) =r | System ist l0sbar

a)r=n Losung ist eindeutig System hat triviale Losung: x = O

b)r<n Losung ist nicht eindeutig | System besitzt nichttriviale Losungen




Alternative zum Rickwirtseinsetzen:
Das Verfahren von Gaull — Jordan

e Nach Herstellung der oberen Dreiecksstruktur bzw. von Anfang an wird der
GauBalgorithmus auch zur Erzeugung von Nullen iiber dem Pivotelement
benutzt.

e Es entsteht eine Einheitsmatrix. In der rechten Seite befinden sich die
Losungen.

e Esist aufwendiger als das Riickwartseinsetzen, eignet sich aber zur
Berechnung der inversen Matrix:

AX = E: Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten:
AX,=E;; AXo=E ... AX,=E,

2> X=A"E=A"; X besteht aus den Spaltenvektoren X;,X,,...,X,

=>» X st die eindeutige Losung und kann mit dem Gauss-Jordan-
Verfahren berechnet werden:

> Ausgangszustand: (A|E), Endzustand: (E|/A™)

Beispiele: Fall 2a Inversion
X; X3 X3| b A E
11T 2112 *11 2 1 0
1101 12 31 3 4 0 1
100 1|3
1 2 1 0
211 2 0 |- 0-2 |-3 1
* 1 0]-1
0 01,3
2|1 1 0
* 1 |1.5-0.5
1 0 0|1
1 0|-1
0013 1 2001
I |1.5-0.5
E A"




5.8. SKALARE FUNKTIONEN MIT ZWEI UNABHANGIGEN VERANDERLICHENS9

Beispiel 5.41 f(z,y) =




Interpretation der partiellen Ableitungen:

f(X.Yo) = 9(X)

z =1(xy)

v

Po= (X, Yo"




Satz Uber die Partialbruchzerlegung:

Fiir jede echt gebrochen rationale Funktion

p(x) _ P
q(x) (X—Xl)kl-...-(X—Xj)j e (XX Q)
gilt:
px) _ Ay + A + .+ Akl + +
q(X) (X'Xl) (X'X1)2 (X—Xl)kl
A
Ai | Ap st e kak +
(X-Xj) (X-Xj) (X_Xj) i
+ + +
B,x+C, N By X+ C,
(X*+px+qr) T (X*+px+q)”

e Dabei bezeichnen indizierte GroBBbuchstaben vorerst unbekannte
Konstanten.

* Xp.X, sind Nullstellen von q(x) der Vielfachheit kl,...kj.

e (X*+p,x+(,),....(x>+p,;x+q,) sind Teiler von q(x), die Paaren
konjugiert komplexer Nullstellen mit den Vielfachheiten s,,...,s;
entsprechen.

Schritte der Partialbruchzerlegung:

1. Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren bzw. Terme der Form

2
x?+px+q mit % <q , z.B. mittels Hornerschema

2. Aufstellen des Ansatzes fiir die Partialbruchzerlegung
entsprechend obigem Satz

3. Bestimmung der Konstanten durch Koeffizientenvergleich oder
Einsetzmethode



Integration von Partialbrichen

Mit der Partialbruchzerlegung wird die Integration echt gebro-
chen rationaler Funktionen auf folgende 4 Typen von Integralen
zuruckgefuhrt:

1. Fiir einfache Nennernullstellen:

[ A dx=Aln|x-x,|+K
X—X0 0

2. Fiir mehrfache Nennernullstellen:

A o A
J (xoxy ) T D xex o

3. Fir 2 konjugiert komplexe Nullstellen:

4. Fur mehrfache Paare konjugiert komplexer Nullstellen:

Ax+B A 2x+p B'Azp
dx=| L& dx + d
I(x2+px+q)k A -[ 2 (x2+px+q)k R -[(X2+px—|rq)k A

+ Rekursionsformel (s. Tafelwerk)

A 1
2 (k-D)(x*+px+q)k]



Prinzip zur Flachenbestimmung (RIEMANN 1826-1866)
Gegeben sei eine stetige Funktion f(x) = 0 liber dem Intervall [a,b].

A

f(x)

X~ a X | X; Xy=b X

1

Wir benutzen eine Zerlegung des Intervalls [a,b] (Gitter oder Netz)

o ={x. | 1=0,L...,N; x,=a, x=b; h, =x.-x_,},
die das Intervall [a, b] in Teilintervalle aufteilt.

Es sei m. = min f(x)
b xelx %]

Fiir die Fliche A zwischen der Kurve und der x-Achse gilt:
N N
> mh, < A < > Mh,
i=1 1=l
(Untersumme) (Obersumme)

Verfeinerung der Zerlegung, so dass gilt 6= max h. — 0; Erwartung:

N N
| ] o *
g mby = A= fmyMe )

Gilt (*), so folgt mit & beliebig aus dem Intervall [x;.;,x]
m. < f(E) <

N
lim ;f(ii)hi = A

weil die Folgen der Unter- bzw. Obersummen eine konvergente
Minorante bzw. Majorante mit demselben Grenzwert darstellen.
(Beweis: RIEMANN, 1826 — 1866)



Numerische Berechnung des bestimmten Integrals

Aquidistante Zerlegung des Intervalls [a,b]:
o= {x;]1=0,1,...,N; xp=a, Xy = b; x; = a + 1h; h =(b-a)/N}

Verschiedene Ndherungen des Flicheninhaltes A; zwischen f(x) und
der x-Achse sind moglich. In jedem Teilintervall [x;;x;11] wird A;

ersetzt durch

ein Rechteck ein Trapez eine Flache, die durch
eine Parabel nach oben
begrenzt wird.

y f(x) y y f(x)

Xi X x
Rechteckregel: | Sehnen-Trapez- Simpsonregel:
Regel:

b

b b If(X)dX =

_[ f(x)dx = '[ f(x)dx = a

N x 2 (f(a)+4u+2g+1(b))
h-2,f(x) 22O =T0D) Fusf )+ fxn)

g=1(x)Hi(x4)t...f(Xn-2)

Voraussetzung:
N: gerade Zahl

- Ndherung 0. Ord-
nung

- N muss grof3 sein,
damit Ndherung
brauchbar

- Ndherung 1. Ordnung

- stlickweise lineare
Interpolation von f(x)

- genauer als Recht-
eckregel

- Ndherung 2. Ordnung

- genauer als Trapez-
regel und dabei

- kaum aufwendiger als
diese




Eigenschaften des bestimmten Integrals

Aus der Definition des bestimmten Integrals lasst sich aufgrund
der Eigenschaften von Summen und Grenzwerten aus folgern:

1.

2,

b
. Folgerung aus 7.: Ua f(x)dx

j:f(x)dx ZI:f(X)O’XJrI:f(X)dX fira<c<b

Folgerung aus 1. mitc = a: _[:f(X)dX =0

I:f(x)dx :—I:f(x)dx

. Linearitat des bestimmten Integrals:

Lb[af(x) + £g(x)]ax :aI:f(x)dx +ﬂj:g(x)dx; a,feR

. Folgerung aus 4. fur f(x) < 0:

[P Foodx=— [ ~F(x)ax <0

. Damit liefern Flachen unter x-Achse einen negativen Beitrag

zum Integral. D.h., soll die Flache zwischen der Funktion und
der x-Achse bestimmt werden, ist zwischen den Nullstellen der
Funktion zu integrieren, und die einzelnen Integrale sind
betragsmalig aufzusummieren!

A= U: f(x)dx‘ + “: f(x)dx‘ + _[:4 f(x)dx‘

F<g(x) ¥xelab] = [ Foodx<| glx)dx

< I:|f (x)|dx

. Mittelwertsatz der Integralrechnung:

f(x) sei stetig auf [a,b]. Dann existiert ein & €[a,b], so dass gilt:
[Cfooax=F(&) - (b-a)



Anwendungen der Inteqgralrechnung

1. Flachenberechnungen

y ! f(x) YA

fx)+C

a . el

; b x awﬁéb x

gx)+C
f(x)>g(x)20 Zwischen f(x) + C und g(x) + C
Fe be(x)dx _ jbg(x)dx liegt die gleiche Fliche F
> F=[ (f(x)-gh0)dx fir f(x)2gx)
2. Bogenlange einer Kurve
y A
: : : : >
=X, Xy X b=xy x

o={x; | 1=0,1,...,.N; Xo=a, xn=b }

hi =x;-xi;; Af=hf(£;); mit &;€[x;;xi]; 1=1,2,....N
(Mittelwertsatz der Differentialrechnung)



Lange des Sehnenpolygons:

=Y As =S AR =" 2O ()= b 1K)

Existiert das Integral

[P+ )Pdx = lim s =s mit d=max;h; ,

so ist s die Lange der Kurve PQ. Die Kurve heil3t dann rektifizierbar.
Betrachten:

s=s00 = [T+ T ) dt, g—; = I+ ')
ds=1+(f '(x))?dx = \/(dx)z + (g—i)z(dx)z =J(dx)*+(dy)?

ds heiBit Bogenelement oder Bogendifferential. Damit gilt: s = .[ PQ 1ds

Ist eine Kurve aus dem R?in Parameterform gegeben, so gilt:

y A
x=Xx(t), dx=xdt ds fx)
y=y(0). dy=ydt d
= ds=(x()2 + (D)2 dt dx
>
X

Im R" gilt analog: ds= /i(ii(t))z) dt sowie s= J'ttz /i(x.i(t))z) dt
i=1 =



Volumenberechnung aus der Querschnittsflache

Das Prinzip des CAVALIERI (1598-1647) gilt unabhingig von der
Integralrechnung!

y ,

Vi=V,, wenn qi(z)=q(z) fiirallez

A

Ist q(z) der Querschnitt eines Korpers in der Hohe z, so gilt:

Z

b b
V:J'q(z)dz:J'ldV

X

Ist q(z) berechenbar, so kann V bestimmt werden.
Bei Rotationskdrpern gilt speziell:

q(x) ist Fliche eines Kreises mit dem Radius f(x): q(x) = n-f* ()

Z b
V= j nf2(x)dx

Analog gilt fiir die Mantelflache mit
x dem Kreisumfang u = 27 f(x):

M= ]22nf(x)ds :27cJQ f(x)y1+(f'(x))*dx




Statisches Moment / Schwerpunkt

Fiir endlich viele Teilchen gilt:

y m,
m,
m,
yl Yz] Ys
X
statisches Moment bzgl. der x-Achse: My, =m:yi1+m:y:+msys
y-Schwerpunktkoordinate: Sy =M, /(m:+m:+ms))

Bei unendlich vielen, kontinuierlich verteilten Masseteilchen, p =1,
gilt, dass die Masse jedes Teilstiickes seiner Flache entspricht.
Berechnung des statischen Moments der Flache F;, die durch das
Teilintervall [x;.1,x;] aufgespannt wird:

w : dquidistante Zerlegung des

A / =
y // YA Intervalles [a,b] ; N se1 gerade
A1: A2 = ... = AN: Ail

YN /A“ M. = Aly +Aly,+..+Al yy

" ' F = Al (y;+Y, +otyy)
Yo A, - AN ~ AN
o - A ALD 4y = ALDHE)

¢ - I N
a E-n X b x = (Xi - Xi_l)f(éi)ﬁjf(&i)

0.5 2(&,)Ax

- N . N 1 b1
M, =lim, ., Zi=1MXi =lim,, Zi:l}f (5)Ax = .[a Eyzdx

: N b
M, =lim, > " &f (§)Ax = xydx
Koordinaten x,, y; des Schwerpunktes einer homogenen Flache F
unter der Kurve y = {(x):

b
2
My: abxydx . M, _ a%y dx
F I ydx K J. ydx
a a

Xy =



Uneigentliche Integrale

Definition 1 Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen:
Sei f(x) auf beliebigen Intervallen [a,b] integrierbar.

o) [ F(@)dz = lim [ fa)ds
b) f f(z)de = aEm ff(x)dx

“a

c) jof(x)da;: lim fcf(x)dx—kbliin ff(x)dx; ceR

Definition 2 Uneigentliche Integrale mit nichtbeschrinkten Funktionen:
Sei lim, . f(x) = £oo0, a < c¢ <b. (Eventuell werden nur einseitige Grenzwerte bendtigt!)

a) fcf(:v)da:: lim cff(m)dx

e—0+0 o

b) [ fa)do = lim | f(o)da

O+Oc+5

c)fbf(x)dxzali)g}ro cfaf(x)da:—i- limO j f(z)dx

a 6—0+ c+0
y A
e >0 8 >0
f(x)

c-gi C+d
: —— —
a e b x

c
Polstelle von f(x)
Majorantenkriterium

FEs gelte 0 < f(x) < g(zx) fir x > a.
f(x) sei stiickweise stetig auf jedem Intervall [a,b] mit b > a.

Konvergiert [ g(x)dx, so auch [° f(x)dx

Divergiert [ f(z)dz,  so auch [~ g(x)dx, denn es gilt dann [ f(z)dz < [ g(z)dz.

a
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