Wiederholung

Vereinfachen Siel!

a) ambn—pabZn—Spa—Zb—3n+2p b) T
[4x3yj3 _(2x3a2y]2
9 9 "3

Bringen Sie auf einen Nenner, und vereinfachen Sie !

2+3x° 3 1 3 3 1
4

a - b - + -
) X7 X ) anbn—3 a.n—lbn—Z an—an—l an—3bn

a+2b 1 3b-a

C B
) 3a°—-3ab 2b 2ab-2b’
1 —
1 1+X
2a-5 3a-4 a’+6a+10 T x
d) S22 E ) —I=X
a+3 a+2 a“+5a+6 14 1
- L
1+X

Losen Sie nach den angegebenen Grofien auf!

a) ESL nach R, |
AR, +R,
nU
b) |:m nach n, R,
p n
1. K=K,|1+—|, , N
n O( +100J Y
c)
2. K -g.q. 371 E, n
g-1
Losen Sie folgende Gleichungen!
13+x 10-x 7x+26 17+4x
2) 7 T3 T xr21 21

b)  (2x—3)?>—-(x-5)*> =80

C) VX—=14++/X+8=9

d) 23(X71) — 8(17X)



e) tan(x) cos(x) = %\/E
7 5

X —— ——3X
f) 3 _3

8x_1 7 _4x

3 2 8 3

Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

3

a)  y(x)=x*sin(x) b) y(x)= :—X c)  y(x)=sin(x*)
d yx)= 1+1x2 e) y(x)=7% f)  y=+3x*+2x

Berechnen Sie die unbestimmten Integrale folgender Funktionen:

a) J'(x4 +cos(x)+e*)dx b) Jsin(x) dx c) J(sz +1) dx
X
d) jezx dx e) '[sin(6x+3) dx f) jxsin(x) dx

*In welchen Punkten schneidet die Gerade 3x+3y=21 den durch
x2 + y2 +2X+2y =47 gegebenen Kreis? Skizze!

*In welchem Punkt und unter welchem Winkel schneiden sich die Geraden

g1: Y= %x+g und g, : 3x—-y-1=0 ? Geben Sie die Gleichung derjenigen

Geraden an, die senkrecht auf g4 steht und durch den Schnittpunkt beider
Geraden verlauft.

*Wie lautet die Gleichung der Parabel, die an den Stellen x = 2 und x = 4 die

X — Achse schneidet und durch den Punkt (3, -4) verlauft?



Ldsungen:

o ym+n—222 24X3y
1 a) amip2 b) zm c) 34510p
2 (b-a)® 2
2 a) X? b) a‘nbn C) _g
12 1-3x)-x
d) . e) ( )
a“+5+6 2-(2x+1)
_ nl-BAR, BAR,+R))
8 Re=—pgp ==
R,I U R,
b)) N=yR; Ri=T-7
T
qg q"-1 Inq
4. a) 100 b) 6; -16/3 C) 17
g 1 ) x=§+2kn,x:%“+2kn, keZ
f) x=0,5
' _ , . X=X . 2
5.a) y'(x)=2xsin(x)+x“cos(x) b) y(x)'= v C)  y'(x)=2xcos(x")
2X 3x+1
d) y)=-"—57 e) y(x)=2-7"In(7) ) y=Fr—r—
(1+x%)? V3xX% +2x
6. a) I:éx5+sin(x)+ex+c b) 1=-cos(x)+C c) I=x+In|x|+C
d) I :%e2X+C e | :—%cos(6x+3) f) 1 =-xcos(x)+sin(x)+C
7. P1(5,56;1,44) P> (1,44,5,56)
8. S(1; 2) o =45° g3:y=-2x+4

9. y=4x>-24x+32=4(x-3)° -4



A)

B)

Komplexe Zahlen 1

Aufgaben zur Vorbereitung

Gegeben sind die komplexen Zahlen z, = 2—2i und z, =1++/3i.
Berechnen Sie!

a) z,+2, b) z,-2, c) z,-2,
d z,+2, e  Z, , Z, ) z,-Z,
0 Z,+Z VA ) |ziz.] |7+ 2

Bestimmen Sie die trigonometrische und Euler’sche Form der folgenden komplexen Zahlen,
stellen Sie diese in der GauR’schen Zahlenebene dar.

a) z, =3, b) z, =3i, C) z, =-bi,

d) z, =-2, e) z. =-2-2i,

Seminaraufgaben

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke (Nenner reell)!

1 5+1
] 2
)  z=—t b)  z=—t—
1—} 2+i
| 1-|
@+ 2)@2-i)+1 11 )
O =T gihio2+i 9 TR © 2=y iaT

Veranschaulichen Sie folgende Punktmengen in der Gauf3’schen Zahlenebene!
a) |Z<4 by 1<|7<4 0 Rez?=1
d) 1<Imz<2

Bestimmen Sie die trigonometrische und Euler’sche Form der folgenden komplexen Zahlen,
stellen Sie diese in der Gau’schen Zahlenebene dar.

. . 1 1.
a) zl_—1+|\/§ b) 22_1—|\/§ C) 23_$+$|

Geben Sie die arithmetische Form folgender komplexer Zahlen an:

a) le%e'mso = %exp(—i %) : b) Z,= Z(COS% +isin %) ,



C) Aufgaben zur Nachbereitung

1. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke (Nenner reell)!

g 7= 8=200+1) ,_2+4i 9 oo L
2+1)(2+20) 1-2i -4+ 2i
1
Rz-%
d) 1
R2 -I-%

2. Veranschaulichen Sie in der komplexen Zahlenebene die Punktmengen

a) 2| > 2 b) Rez>1 ¢c) 0<Re(iz)<2x
d)* \z - zo\ <R, R>0, zo=const.

3. Bestimmen Sie jeweils alle 3 Formen der gegebenen komplexen Zahlen und
stellen Sie diese in der komplexen Zahlenebene dar:

Q)  z=4+4i b)  z,=-8+i c) z3=-\/§-%\/§i

e) Zz =5(cos60° +isin60°)

Losungen zum Teil A

1. &)  3-0,2679i b)  1-3,732i ) 54641+ 1,4641i
d  -0,366 - 1,366i e  Z,=2+2i Z,=1-4/3i
f 8 9 4 ) Jzil= 22, [z,]=2
iy 42 ;2

2. Z,=3(cos0 +isin0) = 3¢ =3 z, =3(cosg+isingj

23:5(c033—”+isin3—”] z,=2(cosm + i sinm)
2 2



5r
z_2\/_ cos—+|5|n—
( 4 4J

L6ésungen zum Teil C

1. a) 1-i b) -1,2 + 1,6i C) -0,5+ 0,5i
0 R,(1-R,iaC)
1+R30°C?

2. a) R? \{Kreisscheibe mit r =2 und M =(0,0)"}
b) Halbebene x>1
C) Streifen, Rand eingeschlossen, -2z <y <0

3. a) 2, = 4+ 4i =~/32(cos 45° +isin 45°) =~/32e'" = /32 exp(i45°)
b) Z,= /8 +1=3(c0s160,53° +isin160,53°) = 3e™**%" = 3exp(i160,53°)

c) =-J2- 1\/2 I ——(c05206 56° +isin 206,56°) = 2 gi206:56" —gexp(i206,56°)

d) Z,= %e"” Z%-:—i(COS(—ﬁ)+iSin (-r)) =i=c0s(90°) +isin(90°) = ei% = exp(i %}

e) Z; =5(cos60° +isin60°) = 2,5+4,3301i = 5ait0’



A)

B)

C)

Komplexe Zahlen 2
Aufgaben zur Vorbereitung

Gegeben seien  z =3(cos30° +isin30°) und u =-0.5+0.5/3 i. Berechnen Sie
a) z+u b) z-u C) z+u d) 2> e)u’

Losen Sie grafisch und rechnerisch die Gleichungen
a) 2° =1 b) z® = 256

Losen Sie die Gleichung 22 +2z+17=0

Seminaraufgaben

Berechnen Sie z:
a)z=(1+i)® b) z=(cosx +isinx)?>  c¢) z=(—/3 + 3i)*

Losen Sie die Gleichungen

4
a) 23 = -2i b) 3i-2°= —3/3 - 3i 0) %+i\/—=—1

Gegeben sind die folgenden komplexen Zahlen:
z,=3+4i, z, = f3eitesa 2, =—2+3i, 7, =4 5%

Rechnen Sie die komplexen Zahlen jeweils in die arithmetische bzw. in die
Exponentialform um, und berechnen Sie die folgenden Terme!

&) z="°-2,-7] b) =24 |z,

4 1 4

Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen im Bereich der komplexen
Zahlen!

a)z' -16=0 b) z® —4z° +8=0 ) z° —z*+z2 —z=0

Aufgaben zur Nachbereitung

1. Berechnen Sie z:

8) z=(2+W12)° b) 2= (-1-i)°  c) z=5e"" +8ei3”

1 .. 5 5.
)z=2,-2,+5  fir z,=3(cos60°+isin60%), z,= —5\/§+§|

2



2. Berechnen Sie mit den Zahlen aus Aufgabe B3) folgende Zahlen z:

3
z,—-22,+2
2 2 1 3 2
a) z=%/z, 2] -2z, b) z= \/27 -5
2

3. Losen Sie die Gleichungen im Bereich der komplexen Zahlen:

a) 22°+9=9v3i b) z2°-92°+8=0 ) x*+x®-X*+Xx=2
L6ésungen zum Teil A

1. a)2,098+2366i b)-2,598 + 1,5i c) -3i
d) 4,5 + 7,794i e) -0,5 —0,866i

1 1 ;. 1 1 .
2. a) z,=1 Zl=—§+§ 31 22=—§—§\/§I

b) z,=2 2,=\2+i\2 z,=2i 2,=—~[2+i\2
z,=-2 25:—\/§—i\/§ z,=—2i z7:\/§—i\/§

3. 2, =—1t4i
L6ésungen zum Teil C
1. a) 512 —886,8i b) -32i c) 9.4282 + 8.3301i

d) -20.8730 - 3.1122i

z,=2,55-1,704i; z,=1,704+2,55i; z,=-2,55+1 704
2. Q)
z, =-1,704-2,55i

b) z, =-10,3436+6,3038i; z,=5,1911-9,378i

3. a) Zozg"'ﬁi; V3 _ 3 ﬁi; J3 3.

3.
Z,=——+—1;, 2,=——- =
2 ! 2 2 22 2 2 2

b) z,=2, z,=-1+i/3 z, = —1-iv/3

1 1 — 1 1 —
z,=1 25=—§+§ 3 ZGZ—E—E 3



Matrizen

Aufgaben zur Vorbereitung

Gegeben sind die folgenden Matrizen:

A (1 —2 3) 5 (—3 7 —2)
5 0 6 “\0 1 3
Berechnen Sie A+ B, A-B, 5A, 3A-4B

Gegeben sind die Matrizen:

(2 4)
AL 74 efssl o2 )
2 3 - ‘L J —lo 3
1 2
Bestimmen Sie den jeweiligen Typ der Matrizen und priifen Sie ob folgende Produkte

berechnet werden kénnen: AB, BA, AC, CA, BC, CB, ATC, CTA, ABC, CBA.
Falls eine Berechnung maoglich ist, fihren Sie sie aus.

Lésen Sie die folgenden Matrizengleichungen nach A auf!

1
a) AB+E)=E+B b) AB+EA=B+E c) §CA+ 2A-B=3D

Seminaraufgaben

Losen Sie die folgenden Matrizengleichungen nach X auf!

a) (AX)'+B=C b) AX-BCX=(AB)™
) AXB+C=ACB d AX-X(B-A)=AB
e)* [(X1)TA]" =AB e) (X" +A)B=CB

Bestimmen Sie die Ldsung folgender Matrizengleichungen!

12 2 1 2 2
a AE+X=AE+B)mit A=|0 1 0| und B={0 1 0
101 1 -2 -1

o
N
>
+
~
X
1
m
N
o
1
o
3,
=1
>
Il
7\
ol W
o A~
O N

[
>
o
vy
[l
I/
H
N
N



Geaeben: A (2+i 1)
SOERE: i 1+

[ 5 3—2ij (1+i
B= ) b= ]
3+2i 7 = \d-1

a) Berechnen Sie, falls moglich, AB, Ab, bA, A*, B*, b*.
b) Sind A und B hermitesch?
C) Berechnen Sie x, so dall Ax = b gilt.

C) Aufgaben zur Nachbereitung

1.

Typ(A) = (m, n), Typ(x) =(n, 1), Typ(y) = (m, 1) - Matrix;n=m,m>1,n>1.

a) Welche der folgenden Ausdricke sind definiert? Welchen Typ haben sie?
Zwischen welchen Ausdriicken kann man das Gleichheitszeichen setzen?

ATXXT, ZXTA, XAZ, XTAZ, ZTAX, XTAT)_/;
(AX)Ty,  Axy, AxyT, yx'AT
b) Berechnen Sie die Ausdricke fiir:
(1)
(39 = =)
A=l 2 2 X‘GJ ¥={_3

Losen Sie folgende Matrizengleichungen nach B auf!

a) %CA+2A—B:3D b) AB+EA=B+F
¢) B(A+X71)=BC+E d ABX'=X'+A+B

Bestimmen Sie die Losung folgender Matrizengleichungen!

. 3 -1 1 -2
a) A+3(X-A-E)=2B+X-E mit A= und B =
2 5 0 -3

1 2 11
b) X-B(E+A)=A? mitA:[l J und A:[ j

L6ésungen zum Teil A

1.

AB(—251J AB(4—95)
*P=ls 19 “P=5 1 3

J



5 -10 15 15 -34 17)
BA = 3A-4B =
(25 0 30} (15 -4 6

2. Typ(A)=(23), Typ(B)=(3.2), Typ(C)=22)

- |(—6 8 —12\|
AB:(O Oj BA=-9 12 -18 AC n.d.
L—s 4 -6 J
CA (_4 ! _13) BC (_g éﬂ
= 6 9 -15 _L— J CB n.d.
-2 7
(2 -5)
00 T | | T T\ T
ABC=|, | CBAnd. A'C={4 7 C'TA=(ATC)
-8 —11J
1 -1
3. a) A=E b) A=E ) A:(§C+2E) (3D + B)
Losungen zum Teil C
1. n.d.: YAX, XAy, Axy,

ATyx" |xy'A |yTAx [xTATy [(AX)Ty |Axy" |yx'AT

Typ [(m) [(n (@D (@D [@&DH [mm |(mm

|(3 3 3\|
ATXZT: KZTA: _8 8 _8 (AX)T)_/: KTATX:ZT(XTA)TZS
L—B 6 —GJ
T
T\ GUTAT 8 -12 TAv—
Ay’ =yrar= (3 7" yTAX=S
1 _
2. & B=3CA+2A-3D b) B=(E-A)‘(A-F)
c) B=(A+X'-C)* d) nicht méglich

5 -3
3. a) X=B+A+E=
2 3

6 8
b) X :(B+A)A+B:(9 11}



A)

B)

Determinanten

Aufgaben zur Vorbereitung

Berechnen Sie die folgenden Determinanten!

-2 3 1 X sin(x)  cos(x)
b
2) -1 5‘ )‘3 y ) —cos(x)  sin(x)
310 A-1 1 1
d|-1 2 4 eyl 1 1-2 0
4 1 5 3 0 1-2

Berechnen Sie die Normen, die normierten Vektoren, die Skalarprodukte
a-b,a-c,b-c,die Vektorprodukte axb,ax¢,bx¢ und das Spatprodukt
(@xb)-¢ mit den folgenden Vektoren:

1 -1 0 1 6 8
a) a=|0[,b=|4|,c=|3 b) x=[2|,y=|-4|,z=|0
3 0 5 3 1 7

c) Es sei Typ(A) = (3,3). Was sagt det A = 0 Uber die 3 Spalten- bzw. Zeilen-
vektoren, die in A enthalten sind, aus? Berechnen Sie die entsprechende
Determinante fiir die Vektoren aus a) und b) und treffen Sie Ihre Aussage.

Seminaraufgaben
Berechnen Sie unter Ausnutzung von bestimmten Eigenschaften der

Determinanten und dem Entwicklungssatz die folgenden Determinanten
madglichst einfach!

1 200 3 -1 0 2 1 01 2

21 20 b0—215 1 2 3 4
Ny 2 1 2 Yo 0 14 94321

00 2 1 0O 0 0 6 21 40
Berechnen Sie x !

X 2 2 1-x 1 2
a)2 -1 2=27 byl 2 2-x 2 |=0

2 2 X 2 2 5-X



3. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme mit der Cramerschen

Regel!
X, + 2X, + 3% =
Xx-y=1
a) b) 2x, — X, + X = 2
X+y=2
3X% + X = 2
2x + y - 3 =0 3% + 2X, + 2% = -1
c) x — 4y + 3z =0 d x + 6x, — X = 3
3X + 6y - 92 =0 4% + X, + 5%X; = -6
4. Sind die folgenden Systeme aus 3 Vektoren eine Basis im R*? Bestimmen Sie
gegebenenfalls den Wert x, flr den das zutrifft.
a= 2ei1—ex—2e3 2 1 1
a) b= e1+ €2+ €3 b) a=|-2x|,b=][10|,c=|9
EZ —g1+4g2+2g3 4 2 X
5. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren, die Flache, die sie

aufspannen, einen Vektor, der senkrecht dazu steht, und das VVolumen des damit
aufgespannten Spates.

1 -1 1 6
a)a=|0|,b=| 4 b) x=|2|,y=|-4
3 0 3 1
C) Aufgaben zur Nachbereitung
1. Berechnen Sie moéglichst einfach folgende Determinanten!
1 37 0 -1 2 4 3
-2 4 1 2 b 2 -4 -8 -6
Vo 14 - )17 1 5 o0
0 21 1 1 5 0 1
3 1-10 1 0 - -
22 01 01 i -i
*
V2 0 a2 D01
1 330 -i i 0 1




2. Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung detA =0 mit

|fl—x -1 —1\| (1-1 2 —1\|
ayA=; 1 1-x O b)A= -2 3-4 1 |.
s 0 1% 5 e 1la)
3. Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit der Cramerschen Regel !
X1 - 3X2 + 2X3 =1 X + X, + X5 = 8
a) 2Xq — 5%, + 33 = 3 b) 3x + 4x, + x, = 16
3X; + Xo — 2X3 = 9 9%, + 5%, + X = 24
4. Sind die folgenden Systeme aus 3 Vektoren eine Basis im R*? Bestimmen Sie

e

gegebenenfalls den Wert x, fr den das zutrifft. Die Vektoren vy,, y,, y,seien linear

unabhéngig.
a= 2 YitY, 1 3 -1
a) b= y,-v, b) a=|-2|,b=| x |,c=| 4
- > -3 -4 2
C= Ys
5. Berechnen Sie den Winkel « zwischen den Vektoren, die Flache A des

Parallelogramms, welche sie aufspannen, einen Vektor c, der senkrecht zu dieser Flache
steht, und das Volumen V des mit diesem Vektor aufgespannten Spates.

1 1 2 1
a)a=|0|,b=|1 b) x=-1|,y=|1
1 0 -2 1

Losungen zum Teil A

1. a)-7 by-3x ¢l d)39 e) A2 —312+71-5
2. a)|al=316 |b}=412 |c]=583 a-b=-1 a-c=15 b-c=12
~12 -9 20
axb=| -3 | axt=|-5| bxc=|5| (axb)-c=11
4 3 -3
b)|a|=3,74 |b]=7,28 |c]=10,63 a-b=1 a-c=29 b-c=55
14 14 —28
axb=| 17 | axc=| 17 | bxc=|-34| (axb)-c=0
~16 -16 32

c) detA = 0 heift, dass die Spalten bzw. Zeilen von A linear abhéngig sind,
anderenfalls sind sie linear unabhéngig und bilden eine Basis. In Aufgabe 2a)
gilt det A=11=>» Basis, in Aufgabe 2b) gilt detA=0 =» keine Basis



Ldosungen zum Teil C

a) -9 b) 0
C) -68 d) 1-6i
a) Xl = 1, X2,3 =1+2i b) 11’2 = O, 13 =5
X1 =2, Xy ==1, X3=-2 b) x =1, X,=2, X,
a) linear unabhéangig, da detA = -3
b) linear abhéngig, da detA =0

-1
a) a=60", A=1,73FE, c=| 1 |,V =3VE

1

1

b) & =1011, A=5,1FE, c =| —4 |, V = 26VE
3



A)

B)

Lineare Gleichungssysteme 1

Aufgaben zur Vorbereitung

Finden Sie mittels GauRalgorithmus den Losungsvektor folgender eindeutig
I6sbarer linearer Gleichungssysteme:

X—y:]_ Xl—3X2 +2X3:1 3X1+4X2 +3X3:1
a) X+y=2 b) 2X; —5X, +3X3 =3 ) 2X;—X, —X3=6
3X1+X2_2X3:9 X1+3X2+2X3:_1

Bestimmen Sie die Range folgender Matrizen!

5 3 3 3 3 1 3 -5 2
A :( 4 6} B=| 2 2 2 C=|-1 2 4 2
-1 -1 -1 0 5 1 4

Erstellen Sie eine Ubersicht (iber die Losbarkeitskriterien fiir LGIS.

Seminaraufgaben

Finden Sie mittels GauRalgorithmus den Losungsvektor folgender eindeutig
I6sbarer linearer Gleichungssysteme:

X +3% —2X, =-1 X +X, =X =1

) 2X, — X, =—6 b) —2X +2X, +X, =-5
-3X, + X, —4X,+2X, = 4 —X, +2%X; —3%, =-1

4X, —=5X, + X, =—3 X +3X,+3%X,= 5

Wenden Sie die Losbarkeitskriterien fir lineare Gleichungssysteme an, und l6sen
Sie die folgenden Systeme.

5X, —5X, +5%, = 50 2X +2X,+5%, = 3 2X +4X,+3%; = 1
a) —2x+2x,—-2x,=-20 Db) x-3x,-6x,= 5 C) 3x —6x,—2%,=-2
X, =X, +X% = 10 7%, —5X, —8x, =15 —5X +8X, +2X, = 4
X+y+z=1
Xy — Xy +2X53=3 X, + X, + X+ X%, =4
2Xx—-y+z= 0
d) By vidze 1 e) 2X1+X,—X3=1 f) x—-X+%x-x,=0
J - X1 —4X, + X3 =5 3% +X, +3%,+X, =8

X—2y=-1



C) Aufgaben zur Nachbereitung

1. Bestimmen Sie die Range folgender Matrizen:
(1 1 —1) A1 0
B=1 1 -5; C=|0 1 u|; L,ueR
o ) Lo
2. Losen Sie mittels GauRalgorithmus und Rangbetrachtung die folgenden

Gleichungssysteme!

X+y—-2=2

X1 +2Xy, —3X3 =X, =4 X-y-z=1

a) X1 =Xy +X3+X%X, =0 b) -X+y+z=-1
3X; — X3 +X, =4 Xx—y+z=1

X+X+2=2

Lésungen zum Teil A

« 15 X 2 X, 2
1. a) (yj = [0’, 5} b) | x, |=| -1 c) X, |=| 1
Xs -2 Xa -3
2. a) Rang(A)=1 b) Rang(B)=1 c¢) Rang(C )=2
Losungen zum Teil C
1. a) Rang(B) =2
b) Rang(C) =3 flr A #-u, Rang(C)=2flirA=-u
X j 2‘1 _21 (x\ 1 (3\
2 a) 03 g LY e P . t,seR b) |y :—|N
x,| 3lo| 3[3[73]0 sz ZLOJ
X, 0 0 3



A)

B)

Lineare Gleichungssysteme 2

Aufgaben zur Vorbereitung

Wenden Sie die Losbarkeitskriterien fir LGIS in Abhdngigkeit von ¢ an und
I6sen Sie das folgende Gleichungssystem:

X+y+z=0
X+2y+3z=1;ceR
2Xx+3y+cz=1

Seminaraufgaben

Bestimmen Sie die Werte A, A R, fur die das lineare Gleichungssystem
eindeutig l6sbar ist, unendlich viele Losungen besitzt, bzw. nicht l6sbar ist.

X+ X +X =4 3%, —2X, +AX; =5
a) X — X, =1 b) X, +3%,— X, =1
X, =X, +AX; =5 2X; —5X, +3%X; =3
—6X, + X, +12X, =0 2X1 + Xy +X3=0
c) 2%, +TX, +5%, =44 d) —2AX;+AX, +9X3=06
6X, — X, +AX, =0 2Xq +2Xy + AX3 =1

Invertieren Sie, falls moglich, folgende Matrizen mittels des Gauf3-Jordan-
Verfahrens!
-3 0)

(10
( )
a) A=|§ (1) §| b) B=|0 L2 OI C) Cz(; g ﬂ
201 00 30 51 2)
\0 0 9 1)
a+b b+c c+a
2b b2 2
a— —C C—a
d) F=73 2 2

a b C




C) Aufgaben zur Nachbereitung

1. Bestimmen Sie in Abh&ngigkeit von den Parametern, ob die folgenden
LGLS eindeutig, mehrdeutig oder nicht losbar sind. Falls Sie noch

Schwierigkeiten beim Lésen der LGIS haben, dann l6sen Sie die LGIS aus

den Aufgaben ...
2 2 Xy +X; =0
2 X; y—22——2 R py X2+ =10 R
a) 2x+6y+2z=-2 ,ae ) 4x3+4X4=—16’0{e

X+ay+4z=a A, + axXy =36
X, —9X, +IX; =S
C)* 2x +X,+sx,=r ;r,seR
X, +X,+X =0
2. Invertieren Sie, falls moglich, folgende Matrizen mittels des GauRB-Jordan-

Verfahrens!
2 20 (1 a a2)
a) C=/2 3 2 by D=0 1 a|
0 2 3 LO 0 1J

3. Aus dem Knotenspannungsverfahren erhalten Sie fur einen Stromkreis

folgendes Gleichungssystem. Ldsen Sie dieses mit einem Verfahren lhrer Wahl!

5o e)-Gov)

L6ésungen zum Teil A

-1 -1 1
1. c#24:x=|1|; c=4:x=|1 |+t| -2, teR
0 0 1



Losungen zum Teil C

X, 1 -16+ 8«
1. a) X, |= - 1-2a fur « = 4.5, anderenfalls unlgsbar
Xs “ 4
RN RIENE
X 9 X 49 1
b) azd |7 ]=] 7 a=4: | ?|= +t teR
o) (o) O o)
X4 0 X, 0 1
c)*
S= % und r =E: Lésung mit einem Parameter
11+r—-6s=0und s=6r: keine Losung
11+r-6s=0und seR: eindeutige Lésung
2,5 2 2 1 -a 0
2. agC*=| 3 -3 2 b) D'= 1 -a
-2 2 -1 0 0 1



Grenzwerte, Stetigkeit und Logarithmus

A) Aufgaben zur Vorbereitung

1.

Finden Sie Beispiele flr

a) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert 1,

b) eine monoton wachsende, divergente Zahlenfolge,

C) eine konvergente, nicht monotone Zahlenfolge mit dem Grenzwert 5,
d) eine bestimmt divergente Zahlenfolge.

e) eine alternierende Zahlenfolge

Berechnen Sie die Grenzwerte lim
gegeben ist durch:

der Zahlenfolgen {a }~,, wenn a,

n—oo aﬂ

3 2
_ _ n°+4n“ —-2n
) 5n-8 b) 1-5n2 0) ;r
3n?2 4n?2 n‘-2n+4
2n+1  3n 1Y
d) 3n +2n—1 e) (1OO+H)

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen stetig sind. Bestimmen Sie an der
Unstetigkeitsstelle die rechts- und linksseitigen Grenzwerte und die Art der
Unstetigkeit. Geben Sie bei hebbarer Unstetigkeit die Ersatzfunktion an.

X In(x? X2 —2X
g y=2 By =D gy

X X 2X
Berechnen Sie ohne Taschenrechner die folgenden Werte bzw. x:
a) log, 125 b) log, 1 c) Iog46—14
d) log, x =4 e) log, x:é f) log, 144 =2

B) Seminaraufgaben

1.

Berechnen Sie, auch unter Verwendung der im Skript angegebenen speziellen
Grenzwerte, die Grenzwerte lim der Zahlenfolgen {a,},, wenn a,

gegeben ist durch:

n—oo an

) w b)  (3"+(-2)") 0 2"(2"+(-2)")
(2n+3)(n-1) n“-1 n*+1
) S 9 Gaowa? (el

2n+1

g) Y h) (5” T Iyx (1+ijn



Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen, auch unter
Verwendung der im Skript angegebenen speziellen Grenzwerte:

) lim 3Xx+4 b) lim 3x+4 0) lim 3x+4
x>0 2X —4 x>0 2X —4 xon X241
. sin6x . X?-4x+4 . 1)
d) lim e) lim ———— BH*  lim |[1+—
x—0 3x X—2 X2 -4 X—00 5x

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen stetig sind. Bestimmen Sie an der
Unstetigkeitsstelle die rechts- und linksseitigen Grenzwerte und die Art der
Unstetigkeit. Geben Sie bei hebbarer Unstetigkeit die Ersatzfunktion an.
sin X 1 1

) y=>- ) y-—— O y=—

X sin x [sin x|
Vereinfachen oder fassen Sie zusammen mittels Logarithmengesetzen bzw.
bestimmen Sie x.

b , a 22
a) Ing—lnB b) In| — c) Ina+Inb-Inc-Ind

2NV (3
d) —2Ina—-0.5Inb e) 4+3lgx=5,2 f) (EJ :(EJ

C) Aufgaben zur Nachbereitung

1.

Berechnen Sie die Grenzwerte lim
gegeben ist durch:

) Jn+l-vn-1 b)) (2 o Y+l

der Zahlenfolgen {a,},, wenn a,

n—oo an

2n-1
i ) (2n)"
d)  UYn+2 e) 3Ur reR 1) s

Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen, auch unter
Verwendung der im Skript angegebenen speziellen Grenzwerte:

. 5x3-3x+6 . b6Xx3+4x+6 .
a) lim —————— b) lim ————  ¢) lim xcot x

x>0 4x24+2Xx—-12 xon 2X2+8X+1 X0

.oox2-1 . 5x+1 3 . cos(x+h)—cos(x)
d) lim e) lim f) lim

x->-1 X +1 x>0 { Bx—-1 h—0 h

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen stetig sind. Bestimmen Sie an der
Unstetigkeitsstelle die rechts- und linksseitigen Grenzwerte und die Art der
Unstetigkeit. Geben Sie bei hebbarer Unstetigkeit die Ersatzfunktion an.

sin2x x | X[ +x
a =3 b - _°€ c =
) 10x )y sin(x) | R Y




Vereinfachen oder fassen Sie zusammen mittels Logarithmengesetzen bzw.
bestimmen Sie x.

b a 3
a) Ing—lng b) Eln(az)—ZIn(a)
3X+7 2x-5
7 9

5-2In(3x) =1 d) | — =| =
) n(3X) )[gj 8
Losungen zu A
1 a){%}ilnﬂtan:1+% b) {b.¥*, mit b, =n’

¢) {c.}-, mit cn:w d)sicheb)  e) {e.}", mit e —cos(nz)

2. a0 b)-mg ¢) o d)%? ¢) 10000

3. a) Sprung an der Stelle x, =0, Iir(r)l f(x)=1, Iirgl f(x)=-1
b) Polstelle x, =0, Iirg f (X) = —o0, Iir(r; f(x)=o0
c) Hebbare Unstetigkeit = Lucke x, =0, Iir(r; f(x)=-1, Iirgl f(x)=-1,

fE(x):%x—l
4, a3 b)0 c¢)-3 d)x=81 e) x=4 f) x=12

Ldosungen zu C

] ] 1
1. a)0 b) unbestimmt divergent ¢) — d) 1
) ) g )ﬁ )
1
e)3 f) —
) A

2. a)% b)w c)1 d)-2 e)es f)—sin(X)

3. a) Hebbare Unstetigkeit = Liicke in x, =0, lim f(x)=§, lim f(x)=§,
3S|n(2x)

10x
fE (X) =

5

-, else

3

Lf x=0




b) Polstellen fiir alle x € {2kz, k e Z},

lim f(x)=lim f(x)=o0, Vxe{2kz ke Z}

X—=>Xp X—=>Xp

c) Sprung in x, =0, lim f(x)=1, lim f(x)=0
x—0" x—0"

2

b? e 2
4. a) In(gj b) In(a) C) 3 d) -5



A)

B)

Ubung zur Differentialrechnung 1

Aufgaben zur Vorbereitung

Bestimmen Sie Ds und die erste Ableitung von:

3
a) y:X——2x2+i—%+5 b) y:SQ/F—3\/;+g
3 X X X
H 2
0 y= sinx d) y= X —l2
1-cosx (x—2)
e) f(x)=x3Inx f) f (x) = x%e*
9) f(X) = In(=x% + x+2) h) f(x) =¥+

Was ist die geometrische Interpretation der 1. Ableitung einer Funktion f(x) an der
Stelle xo? Schreiben Sie diese Beziehung in einer Formel auf.

Unter welchem Winkel schneidet y =10e*—10 die x — Achse?

Bestimmen Sie das Polynom 2. Grades P(x) =ax”+bx+c , fur das gilt:
P(-1)=-5 P1)=-1 P’1)=-4

Seminaraufgaben

Bestimmen Sie Dr und die erste Ableitung von:

a) f (X) = xsin X+ x* cos X b) y=e7 (sinX + cosx)
C) y =+/X -sin(2x) d) f(x)=x-arctan x?

&) f(x)=In(sinvx) f) f(x)= ;‘_”

9 f0=ln VX h) £(x)=/x-e*-Inx

a) Der Radius einer Kugel wird mit x =(5+0,01) cm gemessen. Geben Sie eine
Abschétzung fur den absoluten und relativen Fehler des Kugelvolumens an.

b) Mit welchem relativen Fehler mufl? man den Radius der Kugel messen, damit
man den relativen Fehler des Volumens auf 1% schétzen kann?

Bestimmen Sie mittels logarithmischer Differentiation die erste Ableitung der

folgenden Funktionen (x > 0, falls nicht anders angegeben):
1
a) y = 1+ Xx)* b) y=(nx)* furx>1
1

c) y=x%",a>0 d) y = x*



C) Aufgaben zur Nachbereitung

1. Bestimmen Sie die erste Ableitung von:
a) ()= +2x* + = +In(e)-x
[
In x
c) f(x )—

&) ()= (X fﬂ

g) (0=x""

b) f(x)=+/XInx

X e—X

e —_
) T0)= eX et

f) f(x)=41+./2px

h) f(x)=(2x)™"

2. a) Die Kanten eines Wirfels werden mit x = (5+0,01) cm gemessen. Geben Sie
eine Abschatzung fir den absoluten und relativen Fehler des Volumens an.
b) Mit welchem relativen Fehler muss man die Kantenldnge des Wiirfels
messen, um den relativen Fehler des Volumens auf 1 % schatzen zu kdnnen?

L6ésungen zum Teil A

1. a) D, =R\{0}; F'(X)=x* —~4X—— + =
X X

¢) D, = R\{2k:k & Z}; F'(x) = ——
cosx-1

e) D, =R"; f'(x) = x*(3In(x) +1)

—-2X+1
X2+ X+2

9) Dy =(-152); f'(x)=—

2. s. Skript
3. o ~87,14°

4, P(x) = -3x* +2x

L6ésungen zum Teil C

8 1
1. fr :—§/73 8% — 1
a) f'(x) X* +8x 2\/F+
) f()_l 2In(x)
-1

b) D, =R";f'(x )—— f
4x
d) D, =R\{2}; f =
) {2} f'(x) = ( P
f) D, =R; f'(x) =x(x+2)e"
h) D, =R: f'(x)= e
b VX +5

b) '(x)= T(—In(x) +1j

4
d f'(x)=
)T (eX +e‘X)2

f) £1(x)= P

24/1+ /2 px /2 pX

o) 11002 sin(n0e)+ |y 1002 (20" cost iz + 00



A)

B)

C)

Ubung zur Differentialrechnung 2

Aufgaben zur Vorbereitung

Bestimmen Sie die Intervalle, in denen y = f(x) monoton ist:

3x
a =x*—4x® b =
) y ) y 1+ 2x?

Berechnen Sie nach der Regel von L’Hospital:
. sin X n_g"
a) lim—— b) lim X —2

x—=0 X x—>a X —a

Fuhren Sie flr folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch:

2
b) X°—X-2

a) y =x*—6x”+9x f(x) =
X-3

Seminaraufgaben

Berechnen Sie folgende Grenzwerte mit der Regel von L’ HOSPITAL.:

2) Iimx—sinx b) im sin X 0 i X3 =X
im
x>0 X3 x—0 tan 3x x>1 Inx
2
. X XP=x=2 _ tanx
d  lim = e  lim> X< f)  lim—2
X—© e x>2 X +2Xx -8 x> tan(3x)
1 1\¥
9) lim xx h) lim (xInx) i) Iim(—}
X—>0 X—>+0 x-0\ X

Fuhren Sie flr folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch:
a)  y=xIn?x b) f(x)=ex(x2—2x+2)

Bestimmen Sie D und alle 1. partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen
a) fFXY)=X+yY+ XYV’ +(xX*+y)® b) f(x,y)=In(x*+y*)
) fxy)=Y d  fxy)=(x"-ye"

Aufgaben zur Nachbereitung
Berechnen Sie folgende Grenzwerte mit der Regel von L’ HOSPITAL.:

. sin 2x . X =xt=x=2 .
a) lim b) lim———— ©) lim+/x Inx
x->0  3X X—>2 X°—4 x—0

X
d) lim x®In x e) limx"e™; neN f) Iim(EJ

X—>0 X—0 x=01 X



2. Fuhren Sie flr folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch:
1

a)  y=(x+2)ex b)  y=In(x*-4x+5)
3. Bestimmen Sie D und alle 1. partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen
a) f(xy)=x}+xy° +x°y+y° b) f(X,y) =41+2x" -3y°
2
C) f(xy)=x’ d) f(x,y)=In Xy
X=y

Lésungen zum Teil A

1. a) monoton wachsend fur x >3, monoton fallend fir x <3
b) monoton wachsend fir |x| < \E monoton fallend fir |x| > \E
2. a 1 b) na"t!

3. a) Db: R
Nullstellen: N,(0,0), N,(3,0)
Unstetigkeit: keine

Verhalten im Unendlichen: lim f(x) =+,
X—> o0

Extrema: Max(1; 4), Min (3;0)
Wendepunkte: W(2; 2)
Whb: R

b) Db: R\ {3}
Nullstelle: N(-1,0)
Unstetigkeit: x = 3: ungerader Pol,

Verhalten im Unendlichen: lim f(x)= o0, Yo =X+2
X—>+o0

Extrema: Min(5,9) Max (11)

Wendepunkte: keine

Wh: & \ (1,9)



201 \\Hﬁ___Fd—_——___
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L6ésungen zum Teil C

1. a) % b) — c),d),e) 0 f) 1
2. a) Db: R\ {0},
Nullstelle: N(-2,0), Unstetigkeit  Pol beix =0
Verhalten im Unendlichen: lim f(x)=+c, Asymptote: Yy, =X+3

X—>to0
: X+ 2
Monotonie: wachsend (—w0,—-1) U (2,0), da y' = eX (1——2j >0
X
fallend [-1,0) U (0,2], da y' <0
Extrema: (-1;0,37) lok. Max (2;6,6) lok. Min

Wendepunkte: (-0,4;0,13), fur x >-0,4 ist f(x) > 0 = konvex
Fir x <-0,4 ist f(x) < 0= konkav

\///

1
&
\
2
.
1
g
=
I
(]

b) Df: R

Nullstelle: xn =2

keine Unstetigkeiten, keine Asymptoten
lim y =0

Ex_trema: Minimum in (2;0)
Wendepunkte: xw1 =1; Xw2 = 3



a) ;f(x,y):gx2+y5+2Xy’
X

0 2X
D) < f(xy)e— X
) o (X y)

X +1 2

X +1

X
Xy—yz’
X , 3
( jER,(X>0/\X<y< > jV(X<O/\
y




A)

N —

Ubung Integrationstechniken

Aufgaben zur Vorbereitung

Priagen Sie sich die Grundintegrale ein.
Integrieren Sie unter Verwendung bekannter Grundintegrale:

a) I(X +2x° +3x+xjdx b) j(\/x_3+z/x_3)dx

1 5 1

C —+——|d d +3%+ d

e 0 s
1 2 ¥ 10x® +3

e) J[Z_{_?—ijdx f) . dx
Int 1. 3

g) I(—Hog(lO)de h) J(—smx+cosx+ — de
a 5 sin” x

. oy ) Cos2Xx

1) I(e + 7t) dt ) I—cosz S x dx

Integrieren Sie mittels linearer Substitution:
) JePdx b [VBawdr o |e®dx d)  [sin(xdx

B) Ubungsaufgaben

Integrieren Sie durch Umformen des Integranden:

. ) 4
2) j sin"x . b) J-(1+x) \/;x—l 5 d)jlfxz dx

l+cosx x(1+x)

Integrieren Sie durch Substitution:

J'; dx b) J‘x3\/4—x2 dx c) Ix3\/1+x2 dx

cos’(6x—1)
COSX 2x-5 I
d | S e) j ———d f)  [(6x+3)e” ™ ax

Losen Sie durch partielle Integration:

a) j\/;lnxdx b)J-xcosxdx C)J-x3e" dc d) J-lnxdx e)* J-e"sinxdx



4. Erstellen Sie eine Tabelle mit folgenden Integralen:

a) j (ax +b)dx

d) jcos(cx)dx

g) j(ax +b) cos(cx)dx
j) J.)c2 cos(cx)dx

O

b) j(ax +b)2dx
e) j e“dx
h) j(ax +b)e“dx

k) J.xzecxdx

Aufgaben zur Nachbereitung

c) I sin(cx)dx
f) [(ax+b)sin(cx)dx
1) I x* sin(ex)dx

Losen Sie die folgenden Integrale! ((P)=» partielle Integration, (U)=»Umformung des
Integranden und Grundintegral, (S)=» Substitution)

a) J. arctan x dx
d) j x*sin x dx
g)* j e cosx dx

1) J.cosz S5x dx

dx

J'e3x+1

m
) e +1

(P)
(P)

b)

e)

h)

k)

n)

P) J. (18x° +3x)V3x* + x?dx  q)

Losungen zum Teil A

1 a) lxs+gx3+§xz+ln|x|+c
5 3 2
1 1
c) 2x2 +3x3 +C
1 2 1
e —In|[x|-————%+C
) 2 x| x 6x°
g) ln—tx+x+C
a
i) te ™" +Zt2 +C
2
l 2x+3
2. a) —e7 " +C
2
1
c) ——e " +C

[4x=9)"ax (9) ¢

J’ﬂ dx

J‘ 1
sin” xcos® x

dx

1
-[xlnx

j(x/;+3/;)dx 0)

dx
J Jx(1+x) ®)

(S) I3ex\/ex+1dx
dx i) j 1+ x dx
N I\/l+lnxdx

X

Ix3\/x2 +1 dx

1+2x e’
———dx r dx
J.xz(1+x2) ) J.ex+e_x
3
b) gX2 +l\7/x10 +C
5 10
d) Sarctan x + +tanx +C
In3
f) 2x° —L}+C
X
h) —lcosx+sinx—300t+C
7) —cotx—tanx +C
b) —%«/(—3—2){)3 +C
d) —%COS(SX)—%—C



Losungen zum Teil C

In(1+x) |

a) xarctanx — C

d) —x*cosx+2xsinx+2cosx+C

X

2) %(sinx+cosx)+C

i 2 1) — 21y +C
5 3
2 3

D3 (1+Inx) +C
1 5 3

0) g(x2+1)2—§(x2+1)2 +C

r) Inve** +1+C

1 11
b) —(4x-9) +C
)44( )
e) —%«/(l—xf +C
h) —cotx+tanx+C

i) l(smle +xj+C
2 10

m) %ezx—ex+x+C

p) JG3x'+x*) +C

¢) 2arctan Jx+C

f) 2{(e" +1)’ +C

k) ln‘lnx‘+C
2 3. 333
n) gx/x_+2\/x—+C

1
q) arctanvx ——+C
X
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