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1 Differentiation von Funktionen
mehrerer unabhingiger Variabler

1.1 Funktionen mehrerer unabhangiger Variabler

1.1.1 Skalare Funktionen

Aus dem 1. Semester ist der Vektorraum R™ bekannt: Es ist die Menge der geordneten
n-Tupel z= (z1, s, ...,1,)T reeller Zahlen. Jedem geordneten n-Tupel entspricht ein
Punkt des n-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten (z1, 7o, ..., 7,,)T. Bekannt ist
weiterhin die Euklidische Norm || 2’| = \/2? + 22 + .... + 22 als Abstand des Punktes
7 vom Ursprung. Diese Norm entspricht der Zuordnung einer reellen Zahl zu dem
Punkt 7 € R™.

Definition 1.1 Es sei Dy eine Teilmenge des R" : Dy C R". Wenn durch eine Vor-
schrift jedem Punkt 7 = (z1,29,...,2,)T € Dj genau eine reelle Zahl y € Wy C R
zugeordnet wird, so ist durch die Vorschrift auf Dy eine reelle Funktion von n unab-
héingigen Verdnderlichen x1, xa, ...z, mit dem Wertebereich Wy erkldrt.

explizite Form: y = f(x1, 29, ..2,) = f(T) = f(P)

implizite Form: F(z1, 2o, ..7,,y) = F(Z,y) =0

Beispiel 1.1 f(7) = |7|| = /a? + 23+ ... + 22

Beispiel 1.2 ¢(z,y,2) = ¢ . elektrostatisches Potential, das im

dmegr/ 2 + y? + 22

Punkt P = (z,y,2)T durch die Punktladung Q im Ursprung erzeugt wird.

Beispiel 1.3 T(z,y, z,t) : Temperatur im Punkt (z,y,z)" des Zimmers zur Zeit t
Beispiel 1.4 p(z,y, z) : Luftdruck im Punkt (z,y,z)T eines Gelindestiickes
Reelle Funktionen von n unabhingigen Verdnderlichen werden auch skalare Felder ge-

nannt (in der Technik manchmal unzuliissig verallgemeinernd Potentiale).

1.1.2 Geometrische Veranschaulichung skalarer Funktionen

1. Wir betrachten Punkte P € Dy | f(P) = ¢ = const.. Die Menge dieser Punk-
te heiBt Niveaufliche, wenn D; C R?® bzw. Niveaulinie, wenn Dy C R? auch
Aquipotentialfliiche bzw. Aquipotentiallinie.

3
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Beispiel 1.5 Isobaren auf der Wetterkarte sind Linien, die Orte gleichen Luft-
druckes verbinden.

Beispiel 1.6 z = 22 + 12

Niveaulinien: z = 2 + y* = ¢ = const.
Die Niveaulinien sind folglich Kreise mit dem Radius c.

A

y

X2+y2:cZ

><V

N
&)
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Beispiel 1.7 w = 22 + y? + 22
Niveauflichen: w = 2% + y* + 2% = ¢ = const.
Die Niveauflichen sind folglich die Oberflichen der Kugeln mit dem Radius c.

Beispiel 1.8 ¢ = ¢
Amegr/ 2% + y? + 22
K
Niveauflichen: ¢ = = ¢ = const.

NCERE

— =P+t

= =22+ 2+ 22

Die Niveauflichen sind ebenfalls Kugeloberflichen mit dem Radius c.

2. Wir betrachten Schnittflichen der Art: x; = ¢ = const.
Beispiel 1.9 z = 2% + 42
Set x = 0 = const. = 2 = y?: Parabel tiber der y-Achse;

Set y = 0 = const. = 2z = x%: Parabel iiber der z-Achse;

3. Speziell bei Funktionen mit nur zwei unabhiingigen Verdnderlichen kann eine
Darstellung im R? erfolgen.

Beispiel 1.10 Achsenabschnittsform der Ebenengleichung:
ar +by+cz=d — Zrit+z2=1

A




6KAPITEL 1. DIFFERENTIATION VON FUNKTIONEN MEHRERER UNABHANGIGER VARIABLER

Beispiel 1.11 Implizite Funktion: x®> +vy%+ 22 =1:

Einheitskugel

— 2z =+/1—2x2—y?: obere Halbkugel

Dy ={(z,y)" | 2* +y? <1} : Fliche des Finheitskreises im R

Wy = [—1;1] : Intervall auf der z-Achse
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Beispiel 1.12 f(z,y) = sin(x + y)

O

1

Beispiel 1.13 f(x,y) = )
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1.1.3 Grenzwerte und Stetigkeit skalarer Funktionen

Definition 1.2 Die Funktion f(z,y) sei mindestens in einer Umgebung Up, des Punk-
tes Py = (z0,y0)" € Dy C R? mit Ausnahme von Py definiert. Dann hat f in Py den
Grenzwert o, wenn es zu jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle P = (z,y)" € Dy
mit d(P, Py) = \/(x — 20)® + (y — )2 < 0 gilt | f(z,y) — a| <.

Schreibweise:  lim  f(x,y) = a oder lim f(z,y) = «
(l’,y)ﬂ(mo,yo) P—F

Definition 1.3 Die Funktion f (7') = f(x1, 22, ...,2,) sei mindestens in einer Umge-
bung U (7°°) des Punktes 7° = (29,29, ...,2%)T € Dy C R™ mit Ausnahme von

PY = 770 definiert. Dann hat f in T° den Grenzwert a, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
§ > 0 gibt, so dass fiir alle P = (v, 3, ...,7,)" € Dy

mit d(P, P°) = \/(z1 — 29)2 + ... + (2, — 20)2 < § gilt |f(Z) — | < &.

Schreibweise: _lim f(Z') = a oder PliI%O f(7) =«

xr— X

Definition 1.4 Die Funktion f(Z') heifit im Punkt P° = 7’0 stetig, wenn
a) P° € Dy und
b) lim f(T) = f(T°) gilt.

r— T

1.1.4 Vektorfunktionen

Bisher galt: Dy CR", W; CR.
Bei Vektorfunktionen ist dagegen W; C R™, m > 1. Vektorfunktionen sind also ein-
deutige Abbildungen vom R” in den R™ :

()
Fimy- | O
FulP)

Beispiel 1.15 Coulomb-Kraft auf die Punktladung Q, die im Punkt P = (z,y,2)T
angebracht worden ist, wenn Q1 im Punkt Py = (x1, y1, 21)T sitzt:

= 1Q —
F(P) =

(P) 47T8d2r

r — I

T = Y—U

zZ— Z

d = V@—z1)2+(y—y)+(z — 21)?

Definition 1.5 Fine Vektorfunktion ?(P) ist genau dann stetig, wenn fi1(P), fo(P), ... fm(P)
stetig sind.
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1.2 Partielle Ableitungen von skalaren Funktionen
und das totale Differential

1.2.1 Partielle Ableitungen 1. Ordnung

f(x.yo) = 9(x)

z=1(xy)

v

Po= (X, Yo)"

Fiir festes 29 bzw. yo sind die Funktionen g(x) = f(z,y) und h(y) = f(zo,y) von einer
Verénderlichen abhiéingig und kénnen in der bekannten Weise differenziert werden:

0f (x,y0) _ dg(@) _ 9ot Bx) —g(wo) . fzo + Axyo) — f(zo, 90)
or |,y dx Az—0 Ax Az—0 AV

Of (w0, y) _dh(y) . h(yo+Dy) —h(y) . f(Zo, 40 + Ay) — f(2o, Yo)

h RSl L = ——~ = lim = lim :
0y ymyo dy Ay—0 Ay Ly—0 Ay

Diese beiden Grenzwerte charakterisieren das Anstiegsverhalten der Funktion f(x,y)
im Punkt Py = (9, 40)” in x- bzw. y-Richtung. Sie heifien partielle Ableitungen nach
x bzw. y. Ist f(z,y) differenzierbar fiir alle (z,y) € M C R?, so sind die partiellen
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Ableitungen selbst wieder Funktionen von x und y. Partielle Ableitungen lassen sich
analog bei Funktionen mit n Verinderlichen definieren.

Definition 1.6 f (7)) = f(x1,y,...,x,) sei in U (x°) definiert. Bei festgehaltenen
29, 1 =1,2,..,n; i #k sei p(ax) = f(2f, 29, .ah_, wp, 2, 20) bei xp = af), diffe-

renzierbar. Dann heifit

¢(x) + Day) — ¢(3)
Az —0 Axy,

partielle Ableitung 1. Ordnung von f(7') nach x an der Stelle 7°.
—
of () oder  fo, (7

axk T =70

Bezeichnung:

Die Ableitungsregeln sind entsprechend der Definition analog zu den Regeln bei der
Ableitung von Funktionen einer Veriinderlichen.
Es sei u = u(z,y); v=wv(z,y); f= f(t). Dann gilt:

J(u £ v) ou N dv

Ox or ~ O
o) = @v + u@
Ox 0w Ox
(g) _ UaU — Ul
V/x v2
Of(u(x,y)) _ df Ou
pe = 2 (Kettenregel).

Beispiel 1.16 z = f(z,y) =ax +by+¢; a,b,ceR

2y = Q; 2y =b

Beispiel 1.17 z = f(z,y) = 32%y*

zp =6yt oz, =122%3
Beispiel 1.18 ¢(z,y,2) = %( 24 g2 4 52)705
N _42; (2% 97+ 2577

Beispiel 1.19 w(z,y, z) = 22 + 22%yz% + sin 22

w, = 2x + dwyz?; w, = 2x%2%; w, = 4z%yz + 22 cos 2*
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1.2.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Es sei f(7') = f(w1,29,..2,), T € G C R™. Existiert % im gesamten Gebiet G,
so ist diese Funktion wieder von den n Verdnderlichen abhingig und moglicherweise
differenzierbar:

o of,  Of

8£L‘l 8:L'k - 8:rk3xl
Diese Ableitung heifit partielle Ableitung 2. Ordnung. Analog werden partielle Ablei-
tungen beliebiger, endlicher Ordnung definiert.

Beispiel 1.20 f = f(z,y); n=2

9 (Of\ _ 8%f _ 9 (0f\ _ O%*f
32(as) =5z = Joo  5;(55) = 735 = Suu

d (0f\ _ &% f _ 8 (0f\ _ 0°f _
oz (oy) = o = Joe  5y(5,) = 57 = fu

Fiir gemischte partielle Ableitungen 2. Ordnung gilt der Satz von SCHWARZ (1843 -
1921):

Satz 1.1 Satz von SCHWARZ:
Es sei [ = f(z,y). foy und fy, seien stetig in der offenen Menge G C R2. Dann gilt

fay(2,Y) = fyu(2,9).
Bemerkung 1.1 Dieser Satz gilt analog auch fiir n > 2.

Bemerkung 1.2 Dieser Satz gilt analog auch fiir gemischte partielle Ableitungen ho-
herer Ordnung.

Beispiel 1.21 z = z(z,y) = ¥

2y = ya¥ ! 2y =a¥Inx

Zoy =2V +ya¥ne oz, =ya¥ ' ng +a¥d
Zoy =2 (14 ylnz) Zyr = 2V ylnz + 1)

Q

Beispiel 1.22 ¢(z,y,z) == 4_( 24?4 22)705
TEQ
Q1 , 2 2\—1.5
pr— —_— — . 2
¢:1: 47802(x +y +z ) ( x)
_ Q 5 2 2\—1.5
= 47T€0( +y° 4 2%) T
Q 3\ 2 2 2\—2.5 2 2 IN_15
Prw = _47%,0[(—5)(15 +y +2°) 20+ (27 YT+ 2%) 1]
Q 2 2 2\—1.5 3£L‘2
47T50( Tyt x2+y2+z2]
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1.2.3 Differentiation mittelbarer und implizit definierter Funk-
tionen

Es sel z = f(z,y), = =x(t), y = y(t). Wir betrachten z = f(z (t),y(t)) = F (¢)
d suche dz
und suchen — = —.
at  dt
Satz 1.2 x = z(t), y=y(t) seien stetig differenzierbar, z sei stetig partiell differen-
zierbar nach x und y. Dann gilt

dr _ dz
dt— dt
_ Dzde Dzdy
Oz dt  Oydt
= ZTi + ZyYs

Verallgemeinerungen:

1. F(t)=F (x1(t),x2(t),....wpn (t)) = f(x1,29, ..., )

A O0fdn Of dva . OF dTa
dt — Ory dt  Oxe dt Oz, dt

2. z=fz,y), z=ua(wv), y=yv), Fluv)=[f(z(uv)y(uv)); Existie
ren die stetigen partiellen Ableitungen f,, f,, Ty, Ty, Yu, Yy, dann gilt
Zy = fxxv + fyyv

3. F<t17t2,...tm) =F (Il (tl, tg, ,tm) R 7% (tl, tg, ,tm)) = f(.Il,l’Q, ,ZL’n),
wegen x; = x; (t1,ta, ..stm); 1=1,2,..n

OF  0f 0z Of Oxy af ox,
8tk N 8281 8tk 8952 8tk 8xn 8tk

E=1,2,...m

Diese Differentiationsvorschrift wird verallgemeinerte Kettenregel genannt.

Beispiel 1.23 z = f (z,y) = In(2? + 3?); T =13 y = el
Nach Einsetzen der Variablen ergibt sich einerseits:

~ F(t)=In(t*+e*)
dF 6t° + 2¢*
dt 16+ e
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Andererseits gilt entsprechend dem obigen Satz:

dF
o Za Tt + ZyYt
2x 2y
= 3t !
1'2 + y2 + CL'2 + y2€
61° + 2%
T e

Beispiel 1.24 z = f(z,y) = e”siny; r=u-v; y=(u+v)
~ F(u,v) = e"sin(u + v)

0: _ 0200 020y

ou Ox Ou Oy du

= (e®siny) - v+ (" cosy) -1
= €e"(vsin(u + v) + cos(u + v))

0: _ 0:00 0:0
ov Or dv Oy v

= (e"siny)-u+ (e“cosy) -1
= e"(usin(u + v) + cos(u + v))

Sonderfall: Ableitung implizit gegebener Funktionen:
Gegeben sei eine implizite Gleichung fiir y = y(z) :  f(z,y) = 0. Weiter sei y diffe-
renzierbar. Damit ergibt sich:

flo,y) = fl,y() = F(z) =0
dF ofde Of dy
dr  ordr | Oydx

= fx.1+fy-y/:O

Durch Umstellen der letzten Identitét nach 3 folgt:

y:_ﬁ
fy

Satz 1.3 Satz tiber die implizite Funktion:
f(x,y), falz,y), fy(x,y), seien stetig. Es gilt f(xo,y0) =0 und fy(xo,yo) # 0. Dann
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existiert genau eine Funktion y = y(x), so dass gilt y(xo) = yo und f(x,y(x)) =0 fir
x € U(wg). y =vy(x) ist fir x € U(xy) stetig differenzierbar, und es gilt

e

y'(z) = 7
YlzeU(xo), y=y(x)

Beispiel 1.25 Die Kreisgleichung x> + y?> = 1 kann in die implizite Form
f(x,y) = 22 + 3> — 1 = 0 umgeschrieben werden. Damit ergibt sich nach dem obigen
Satz:

ke

Y 7
2x

2
T

—x
_y <_ +v1 —xQ)
In diesem Full ist eine Umstellung der Kreisgleichung nach y und damit eine Probe

moglich:

y = +V1—2a2
_ 1< —2x )
Y 2 \£V/1 — 22
—x
+v1 — 22

Beispiel 1.26 Bei der Berechnung von Planetenbahnen tritt die Keplersche Gleichung
auf: x +y — esiny = 0. Dabei bezeichnen y die exzentrische Anomalie, x die mittlere
exzentrische Anomalie und e die Fxzentrizitdt der Bahnellipse. ~

flz,y) = z+y—esiny=0
1

/ f— _——
yo= 1 —cosy

Die Keplersche Gleichung ist jedoch nicht nach y auflésbar, so dass keine andere Be-
rechnungsmaglichkeit fiir iy besteht. Die entstehenden Gleichungen fiir iy enthalten so-
wohl y als auch iy’ und sind damit gewohnliche Differentialgleichungen fiir y.
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1.2.4 Das totale Differential

f = f(x,y) besitze stetige partielle Ableitungen in der Umgebung Ux des betrachteten
Punktes Py = (x0,%0)". Weiter sei Pya = (zo + Ax,yo + Ay)? ein Punkt aus dieser
Umgebung. In Analogie zum eindimensionalen Fall f = f(z) stellen wir nun die Frage:
Wie grof} ist der Zuwachs Af = f(xg + Az, yo + Ay) — f(z0,yo)? Bei Anwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung in einer Koordinatenrichtung erhilt man:

Af = flwo+ Az, yo + Ay) — f(z0,%0)
= [(wo+ Az, yo + Ay) — f(zo,y0 + Ay) + f(x0, 40 + Ay) — f(z0,%0)

= faolzo + 1Az, y0 + Ay) Az + fy(z0,y0 + T2AY) Ay (MWS)

— (fx(x(J?yO) + ¢(A_a>c)) Ax + (fy(x[)’yo) + w(A—:i')> Ay

o A Az . . .
Mit Az = ( Ay) und der Stetigkeit von f, und f, in Ua folgt

N
lim_¢(Az) = 0
NAx— 0

N
lim_¢(Az) = 0.
Az— 0

Bei Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung in A_Jc gilt:

Af = fo(zo,y0) Dz + fy(T0,Y0) Ay.

Dieser in Az und Ay lineare Anteil des Funktionszuwachses heifit totales Differen-
tial.

Definition 1.7 Es sei f(x1,xo,...,x,) stetig partiell differenzierbar nach xi, s, ...x,.
—
Fiir 7° € Dy und beliebige Zuwichse Ax = (Axy, Ay, ..., Ax,)T gelte

af= 1@+ 53 1@ = 3 T a1 o) |53

mit lim— & gb(A—)x) = 0. Dann heift f(7') total differenzierbar und

das totale Differential von f in T° beziglich des Zuwachses dz.
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Gegeniiberstellung:

Y=y = (0, %) - (x — x0) z— 20 = [(20,90)(® — x0) + fy(20, Y0) (¥ — Yo)

f(x) f(x.Ys) = 9(x)

>

Yo |

y

|
|
|
|
|
|
X X Tangentialebene Po= (%Yo 2)"

Geradengleichung fiir dieTangente Ebenengleichung fiir die Tangentialebene
an f(z) im Punkt Py = (zo,y0)7  an f(z,y) im im Punkt Py = (0, yo, 20)"

Anstieg der Tangenten: f'(zo) Diese Ebene wird aufgespannt durch die
Tangenten an die Schnittkurven
z=h(y) = f(xo,y) und
z=yg(x) = f(z,5) :

= h(y) = 20 + fy(0,%0) (¥ — %0)
z=g(x) =2+ fx(%,yo)(x — o)

Das totale Differential gibt den linearen Anteil des Funktionszuwachses an, d.h. den
Funktionszuwachs, der entsteht, wenn die Bildfliche von f im Punkt F, durch die
Tangentialebene ersetzt wird. Durch Auswertung der Formel fiir das totale Differential
kann die Gleichung fiir die Tangentialebene aufgestellt werden. Im Fall n = 2 gilt:

df (o, y0) = fo(@0, yo)dx + f, (w0, yo)dy.

Beispiel 1.27 Sei f(x,y) = In /22 + y2. Wir bestimmen die Tangentialebene an diese
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Punktion im Punkt Py = (1,1)7.

z2—z20 = [fa(zo,y0)(® — 0) + fy(20,Y0) (Y — Yo)

2x 2
»—1In /'IQ_’_yQP = 5 (CL‘—ZL’())+ Y 2 (y_y0>
C 2 (V) 2 (Va7 + )
P() PO
1 1
z—Inv2 = 5(90—1)—!—5@—1)
1 1 1
===y = —11’12—1.
2 2 2

Die Priifung, ob ein gegebener Ausdruck P(z,y)dx + Q(z,y)dy ein totales Differential
ist, erfolgt mit Hilfe des Satzes von Schwarz:

Gilt P(z,y) = Fy(z,y) und Q(z,y) = F,(z,y) sind stetig differenzierbar, so muss
F,, = F,;, dh. P, = Q, erfiillt sein.

Beispiel 1.28 (22 + y?)dx + xydy ist kein totales Differential, denn mit
P(z,y) = 2% + y? und Q(x,y) = zy gilt:

P, =2y#y=Q,

Beispiel 1.29 (23 + zy?)dz + (y* + 2%y)dy ist ein totales Differential, denn mat
P(z,y) = 2* + 2y und Q(x,y) = y* + 2%y gilt:

P, =2zy=0Q,
Im Fall n = 3 gilt:

df (z0, Y0, 20) = f2(T0, Yo, 20)dx + fy(20, Yo, 20)dy + f-(0, Yo, 20)dz.

Die Priifung, ob ein gegebener Ausdruck P(x,y, z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(x,y, z)dz ein
totales Differential ist, erfolgt analog zu oben:

Gilt P(z,y,2) = Fy(z,y,2), Q(z,y,2) = Fy(z,y,2) und R(x,y,2) = F.(x,y, ) sind
stetig differenzierbar, so miissen folgende Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein:

F,,=F, dh P,=Q,
F,.,=F., dh P, =R,
F,.=F, dh Q.=R,

Anwendungen des totalen Differentials liegen z.B. in
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e der Aufstellung der Gleichung fiir die Tangentialebene

der Losung von totalen Differentialgleichungen

der Losung von Differentialgleichungen mittels integrierendem Faktor

der Priifung der Wegunabhéingigkeit bei Kurvenintegralen 2. Art

der Fehlerrechnung u.v.a.m.
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Beispiel 1.30 Zur Abschitzung des absoluten (relativen) Fehlers einer der unmittel-
baren Messung nicht zugdnglichen Grofle z :

Es sei z = f(z,9); ANz = Z(z,y) — z(x,y), wobei die Messwerte x und y mit den
maximalen Messfehlern von Ax und Ay gemessen werden und  bzw. y die wirklichen
Werte von x bzw. y sind:

Y-yl < Ay dhy—Ay<y<y+Aly
<

|z — x| Az dhx—Ar <7 <z+ Ax.

Damit ergibt sich fir Az = Z(Z,y) — z(x,y)
|Az| = [dz| < | fol@,y)l| D] + [y (2, )| Dyl

Gegeben seien die Messwerte a = (10 +0.01)em, b= (6 £0.01)em, ¢ = (5 £+ 0.01)cm
und m = (270 +£0.5)g fir einen Quader. Gesucht ist eine niherungsweise Abschdtzung
fuir den Maximalfehler der Dichte .

m_m
p= V. abe
|Apl |dp|

< e ket m

Q

- A ‘——’A —|Ia
a%c‘l a|—|—‘ 20" o+ ab02| c’+|abc’| m|

m (|Aa|l |AD|Acl |Am]
S b
abce a b c m

(|Aa| |AB] | A |Am|)

Fi—
a b c m
270g 0.01 n 0.01 n 0.01 N E

10-6-5em3 \ 10 6 5 270
0. 00587—

cm3

Q

Fiir den relativen Fehler ergibt sich damit:

[Apl 001, 001 001 05
p — 10 6 5 270
~ 0.00652=0.652%.
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1.3 Gradient und Richtungsableitung

Definition 1.8 FEs sei f(7') partiell differenzierbar,
~ T — — —
Ax = (Axy, Ay, ..., Axy,)' = Axieq + Axges + ... + Axye,. Der Vektor

ﬁ er ﬁ e 4+ ﬁ e
01|20 | OTa|=o o O |wo "
heifit Gradient der Funktion f im Punkt 2'°.
af of
0x1 =0 % =z 0
Schreibweise: gradf (%) = : . fiirn = 3 gilt: gradf(7°) = g—i e
of of | ’
833'71 ?0 0z ?0
K
gl
Bemerkung 1.3 Durch FEinfiihren des formalen Vektors V = @ , dem soge-
9z
nannten Nablaoperator, folgt gradf = V f.
Bemerkung 1.4
af of af
df(Z°% = =<| A — A Nz,
f((L‘ ) 8,1,’1 o T+ 8.132 o To + + al’n o X

—0\ AL
= gradf(z7) - Ax (Skalarprodukt!)

Beispiel 1.31 f(z,y) = In /22 + 32 N

. 1 2x B T

’ VIi+ 22/ 2 2Pt y?
1 2y Y

fy = =

RPN AR

1 x
df = ——
g?’af I2+y2(y)

Die partiellen Ableitungen f, und f, sind auffer im Ursprung stetig. Damit ist f total
differenzierbar in Dy = R?\(0,0)7 :

1 dx

1
Im Punkt Py = (1,1)" gilt dann gradf|p, = 3 ( } )



1.3. GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG 21

o e Y M2
BelSplel 1.32 F = m
—nmg
F, = -2
(22 + y? + 22)2 v
—— 2x
VF 2| gy
2 1 .2 1 2)2
(22 + y? + 22) 9.
Rechenregeln:
Voraussetzungen: a,b € R; a,b = const.;

f (7)), g () seien skalare Felder, h = (r), x € R eine Funktion einer Verinderlichen

1. grad(af + bg) = agradf + bgradg

2. grad(f - g) = (gradf)g + f (gradg)

3. gradh(f) = fl—; - gradf

Wir betrachten nun fiir einen beliebigen Vektor T e R, T =+ 6), heR, o.B.dA.
sei h > 0:

mf(?%@—f(?% _— af <?°>+¢<jT>HhTH
W] )
_ l{ggradj‘j(hﬂi;)H hl +illiir(1)gz$(hl)
— o) o
7]
Definition 1.9 Der Grenzwert

g W@ o) [T o T
A O

heifst Ableitung von f(x') in Richtung T an der Stelle T°.
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Beispiel 1.33 Sei nun wieder f(x,y) = In\/x? + y%. Wir bestimmen jetzt die Rich-
1
tungsableitung in Richtung 7= 3 1 ) ;o Po= ( 1 )
7= yFFi-p
df I
p— == gTCLdf(P()) T
Tl = )
301305
2\1)2\1 )12
1
= —(1+1
Wik
_ 2 1
22 2

2+40=12 gilt dann im Punkt Fy :

— 2

N———
o~
=
I
N

1

In der Richtung 71:< 2\0/§
df
ﬁ

T
= gradf(PR) _)1
I
)R
2\ 1 0 V2
1 1
= ﬁ(ﬁﬂ—i_o)
1 1 df
= < V2=-X%
2 2 dTP()

Beispiel 1.34 Fiir das obige Beispiel ergibt sich damit als Gleichung fiir die Tangen-
tialebene im Punkt Py (vergleiche mit oben!).

z—z2 = z— f(R)~df(FR)
= gradf(PRy) - Az

1)

r—1
y—1
1 1 1
——In2 = -(z-1)+-(y—1
s-h2 = SE-1+5-1)
1 1 1
——r—-—y+2z = —In2-1.

2 2 2
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Folgerung 1.1 — wird mazimal, wenn gradf (x°) und [ parallel sind. Folglich zeigt

der Gradient in die Richtung des Raumes, in der die Funktion am schnellsten wdchst.

d
Folgerung 1.2 —i misst die Zunahme von f(T') bei Verschiebung von T'° in Rich-
dl

tung 7 um den Weg Az,
D.h. die Anderung von f pro Wegeinheit hat in 7 ° in Richtung von gradf ihren Ma-
zimalwert, nimlich ||gradf (Z'°)]| .

Folgerung 1.3 In der zum Gradienten senkrecht stehenden Richtung gilt:

— =0 Y f = const.
l

d

1.4 Extremwertaufgaben

Betrachten f = f (x,y) : eine gekriimmte Fliche im Raum. Bei Extremwerten liegt die
Tangentialebene parallel zur x-y-Ebene.~

0 = df(P)
0 = fu(P)de+f,(P)dy ~
? z gig; i 8 } Gleichungssystem fiir Py = (o, yO)T

Satz 1.4 Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines FExtremums
Es sei f = f(x,y), Dy CR% f sei partiell differenzierbar. Ist P° = (xo,yo)" die

Stelle eines relativen Extremums, so gilt %| =0 und % = 0.
T 1o Y Py
Diese Bedingung ist nicht hinreichend, denn es gilt:
Beispiel 1.35 f(z,y) = 2% — 92, Py = (0,0)"
f:(0,0) = 2z|p, =0
f4(0,0) = =2y|lp, =0

aber andererseits gilt weiter

f(z,0) = 22>0inU(R)
—? <0 in U(Py)
f(0,0) =0,

d.h. es liegt ein Sattelpunkt vor.

s
~~
=
N~—
Il
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Satz 1.5 Hinreichende Bedingungen fiir einen Extremalpunkt

Es sei f = f(x,y), Dj; C R? f besitze stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung.
Gilt:

of|  _— af|
1. 8gc|Po—0und oy PO—O.

2. D(PO) - fm(PO)fyy(PO) - [fxy(PO)]Q >0
3. fux(Py) <0, so liegt bei Py ein relatives Mazimum vor.

4. fux(Po) > 0, so liegt bei Py ein relatives Minimum. vor.

Bemerkung 1.5 D = f,.f,, — [fzy]* = det < jf,m }ny ) heifit Diskriminante von f.
ye  Jyy

Bemerkung 1.6 Gilt an einer extremwertverddchtigen Stelle Py

a) D(Py) < 0, dann liegt in Py ein Sattelpunkt vor.

b) D(Fy) =0, dann ist keine Aussage zu Py mdglich. Zur Entscheidung

miissen hohere Ableitungen von f herangezogen werden.

Bemerkung 1.7 Im Fall von mehr als zwei Verinderlichen kann die notwendige Be-
dingung erweitert werden auf

of

0x; 0

=0, i=12..n.

Hinreichende Bedingungen fiir diesen Fall sind komplizierter. Es gilt
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Satz 1.6 Es sei f = f(7); 7 € Dy C R Weiter sei f zweimal stetig differen-
zierbar in Dy. Gilt:

of
1. =0, =12, ..n.
81’1 -~ ) ? y &y ey T

P f(T°)

dann hat f(7') bei @ = 70 ein relatives Minimum (Mazimum,).

2. A= (ay); i = besitzt durchweg positive (negative) Eigenwerte,

2

1
Beispiel 1.36 f(z,y) = % — 4wy +9y? + 3z — 14y + 5 Dr= R2 ~

fo = r— 4dy+ 3=0
fy = —4x+18y—14=0

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems durch Multiplikation der 1. Zeile mit /
und Addition zur 2. ergibt

2u—2 =0
Yo = 1
g = 4y0—3:1

In diesem Beispiel entsteht also nur ein einziger extremwertverddchtiger Punkt:
Py = (1,1)". Nun wird die hinreichende Bedingung tiberpriift:

fer(1,1) = 1

fo(L,1) = 18

fa:y(1> 1) - fyx =—4
D(1,1) = 18— 16=2>0.

Damit liegt in Py ein Extremum vor. Da f..(1,1) =1 > 0 gilt, ist es ein Minimum.
Wir erhalten also als Extrempunkt: Py = (1,1, —5)7.

Beispiel 1.37 FEs liege ein Quader mit den Kantenlingen x,y, z vor. Gegeben ist die
Summe der Kantenlingen S = x+y+ z. Fiir welche Werte von x,y, z ist das Volumen
des Quaders mazximal?

V = T-Y-z
z = S—x—y
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Durch FEinsetzen ergibt sich eine Zielfunktion, die nur noch von zwei Verdnderlichen
abhdngiq ist:

V = zy- (S—z—y)
= ayS — 2%y — 2’

Die notwendigen Bedingungen lauten:

Vo = yS—2ay—y*=y(S—22-y)=0
V, = 28 —12°—-2zy=2(S—x—2y) =0.

Durch Nullsetzen der Faktoren in den verschiedenen Kombinationen ergeben sich die
extremwertverddchtigen Punkte

1. P, =(0,0)T, wenn man die Faktoren x und y null setzt.
S S :
2. P, = (g, g) , wenn man die Faktoren (S — 2z —y) und (S — x — 2y) null setzt:
S = 2x+y
S = 4+2y N~
-S = =3y

3. P3=(0,9)T, wenn man die Faktoren x und (S — 2z —y) null setzt:

r = 0
S = 2r4+y=y

4. Py=(S,0)T, wenn man die Faktoren y und (S — x — 2y) null setzt:

y =0
S = rx+2y=u.

Offensichtlich kénnen die Punkte Py, P3, Py keine Mazima liefern, da wegen einer
Kantenldge gleich null das Volumen ebenfalls null sein muss. Die Uberpriifung der
hinreichenden Bedingungen ergibt Folgendes:
D = ViVy =V
= (=2y)(-22) — (§ - 2y — 22)°
= dry — (S —2y — 22)?
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D, =
D, =

Dy =
D, =

0-52<0 ~  Sattelpunkt in P,
SS 25 28

4=z _ A 2MN2
33 ( 3 3)
4

1
552 — 582 >0 ~  Extrempunkt in Py

0—(=S)2<0 ~ Sattelpunkt in Ps
0—(=9)*<0 ~ Sattelpunkt in P,

Im Punkt Py wird nun auf Mazximum oder Minimum gepriift:

S
Vielpy = (=29)]p, = —25 <0,

S S
Folglich liegt in Punkt (g, g)T ein Mazximum vor. Der zugehorige z-Wert und

das Volumen lauten

S

z = S—x—y—g
— 1 3
V = 275.

Das folgende Bild zeigt die zum Mazimum fiihrende Funktion V = 3xy—xy*—2%y,
d.h. es wurde S = 3 gewdhlt.
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2 Mehrfachintegrale

Wiederholung des Begriffes des bestimmten Integrals bei Funktionen
einer Verinderlichen
Es sei f (z) beschréinkt iiber dem Intervall [a, b]. Das Intervall wird in n Teilintervalle

mit der Léinge h; = x; — x;_1; i=0,1,...,n eingeteilt. Es sei § = nax h;.

/\ /\\ y= 60

v

=1

Verallgemeinerungen dieses Integralbegriffes:

1. Betrachtung von Volumina oder Flichen anstelle des Intervalles [a, b]
— Bereichsintegrale

2. Erweiterung der Funktionenklasse, die integriert werden soll
3. Betrachtung von Vorgéingen, die nicht in Achsenrichtung ablaufen, sondern léings

bestimmter Kurven, z.B. die Arbeit bei der Verschiebung eines Massepunktes im
Kraftfeld entlang einer Kurve

— Kurvenintegrale
—= Oberfléichenintegrale, wenn die Variablenzahl beim Integrieren erhoht
wird.

29
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2.1 Integrale iiber ebene Bereiche (Flichenintegra-
le)

Wir betrachten das Volumen unter einer Fliche f(x,y):

A
Z

v

Voraussetzungen:

1. Wir bilden V,,(w) = >°0, f(&,m)|AG;| mit (§;,n;) € AG; fiir beliebige Zerle-
gungen w des Gebietes G.

2. f(z,y) sei stetig und beschrinkt auf G
3. G sei beschriankt und abgeschlossen.
Definition 2.1 Gilt fir jede Zerlegung von G mit lim; .., max; |AG;| =0
g Valw) =1

mit ein und derselben Zahl I, so heif$t

- | /G [ (2, y)dudy

Fldchenintegral von f(x,y) tber G.
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Eigenschaften, die aus der Definition folgen:

L [[,cf(z,y)dzdy = c [, f(z,y)dzdy
2. [Jo(f(@.y) + g(x,y))dwdy = [[q f(x,y)dwdy + [[q 9(x,y)dxdy

3. [ [z, y)dedy = ffG (z y)dxdy+ffa2 f(x,y)dxdy
fir G=G{ UGy A G1 NGy =0 (bzw. eine Menge vom Maf3 Null)

Bemerkung 2.1 dxdy ist zundchst als Symbol fiir das Fldachenelement AG; zu ver-
stehen. Die Form von AG; muss deshalb nicht als rechteckig vorausgesetzt werden.

Bemerkung 2.2 [ gibt das Volumen des Zylinders mit der Grundfliche G und der
Deckfliche f(z,y) an

Bemerkung 2.3 Gilt f(x,y) =1 dber G, so gibt I den Flicheninhalt von G an.

Die Definition ist jedoch zur Berechnung dieser Integrale ungeeignet.

2.1.1 Berechnung von Flichenintegralen

Wir withlen eine achsenparallele Zerlegung von GG in m Teilintervalle in x-Koordinatenrichtung
und in n Teilintervalle in y-Koordinatenrichtung. Die Begrenzungskurve von G wird in
zwei Funktionen von x zerlegt: y;(x) sei die untere und y»(x) die obere Begrenzung;:

b A y
2 /.——-\
+ /A Ya(X)
| <HEA
1 \
T e ||
o _
‘ y1(X)
- >
4 & 2 X
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Heuristische Uberlegung;:
Zuerst Ausfithrung eines Grenziiberganges:

1= lim 3 (lim 37 F(6n,) Dys) B
=1 j=1
Fiir festes &; miisste gelten:
y2(&;)

tiw 3 (6n) o= [ ey = F&)

y1(&;)

= I = lim ZF Aml—/ F(x)dx

ai

= 1_/ flx, ydxdy—/GZ(/y2(x)f(%y)dy)dx

a1 Jyi(x)

Bemerkung 2.4 Das in Klammern eingeschlossene Integral ist ein Parameterintegral,
da der Integrand und die Grenzen von einem Parameter x abhdngen. Dieser ist bei der
Integration wie eine Konstante zu behandeln.

Beispiel 2.1

F(a) = / et )y

1 ) y=3—x
= (xy+§y)
y=1
1 1
= x(S—x)+§(3—x)2—x—§
1
= —§$2—$+4

Bemerkung 2.5 Wenn die Reihenfolge der Summationen vertauscht wird und 1 (y)
bzw. z5(y) die linke bzw. rechte Begrenzung von G bezeichnen, so ergibt sich véllig

analog:
ba z2(y)
1= [ fdsdy= ([ fwg)dnay
G b1 z1(y)

Satz 2.1 Bei der Existenz des Flichenintegrals und des Parameterintegrals fiir
x € lay,a9] (bzw. y € [by,ba]) kann das Flichenintegral nach den oben angegebenen
Formeln berechnet werden.



2.1. INTEGRALE UBER EBENE BEREICHE (FLACHENINTEGRALE) 33

Fiir praktische Berechnungen wird G in endlich viele Normalbereiche zerlegt.
Normalbereich beziiglich der x-Achse:

Y v,() i)

a) Projektion von G auf die x-Achse = 1,29, 73,24

b) Ermittelung der unteren/oberen Funktionen =  yi(z),v2(x),y3(), ya(z)
Gi={(z,y) | mi<z<my; yi(r) <y <))

Gy=A{(z,y) | w3<w<xzy ys(r) <y <wa()}

Normalbereich beziiglich der y-Achse:

Ya
Yol == 2

X5(Y)

Yaf ==~

Yo ===

X, (Y) X,(Y)

yl ””””””

v

a) Projektion von G auf die y-Achse =  y1,y2,¥3, Ys

b) Ermittelung der ,linken/rechten” Funktionen —  x1(y),z2(y)
Gi={(z,y) | m<y<yxn x(y <z<a(y)}

Gs={(z,9) | p<y<ysy z3(y) <z <a(y)}
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Normalbereichen kénnen analog auf den réumlichen bzw. n-dimensionalen Fall iiber-
tragen werden.

Bemerkung 2.6 Die Wahl der Integrationsreihenfolge kann den Rechenaufwand be-
einflussen!

Bemerkung 2.7 Fiir rechteckige Bereiche G ist die Integrationsreihenfolge beliebig:

J[ sty = [ K / " (o )da)dy = / K / " )y

Beispiel 2.2 [ = [[(z + y*)dzdy
G

A

y
T3
1 ‘ y=1
L YESeX
1 2 X

Normalbereich bzgl. der r-Achse : G={(z,y) | 0<x<2, 1<y<3-—z}

2 33—z

I = /(/($+y2)dy)d«'r

1 y=3—x
[xy + §y3] dx
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Normalbereich bzgl. der y-Achse : G ={(z,y) | 1<y<3; 0<z<3-y}

(Iﬂ/) x)dy

(

o\w

r=3—y

r? + y%} dy

=0

1
2

| —

(B—y)*+1*(3—y))dy

N | —

(

(= + 3.5y% — 3y + 4.5)dy

S — e T T T Y—

1, 35, 3, ’
— ot 22 45
[4y+3y 5y T8y
1., 35, 3 1 35 3 -
30 3t =594 34 g - S+ D — 45 =733

Beispiel 2.3 f(x,y) = 2x — y sei auf B definiert

857
457
357
257

157

Q57

0) L I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

X
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B besteht aus den Normalbereichen B; und B, beziiglich der z-Achse:

557

457

357

257

157

Q57

By={(zy) | 0<z<3;
By={(z,y) | 3<a<5;

Gesucht: I = [[ f(z,y)dB
B

4
3 37T

0 T

1 1
+/(12x — =36 — 22+ -)dz

2

_ 4
1,7
{Q:Ey — —yQ] dz +

— Wl

z / J(@,y)dB + Z / f(z,y)dB  (Aufspaltung von B)

5 6

= / ( / (2x — y)dy)dz + / ( / (2x — y)dy)dz (Herstellung der Doppelintegrale)
3

1

1 ,]v°
{Q:Ey — —yﬂ dz
2 =1

Wi,

2
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y

0
_ T
16

2.

2

5
ngdaH—/ 10x— —

37

35

3
1
5 3:| +{5l’2——l’:|
; 33 3- 3+125—§5 R 9+—3
70 111
80—7—7—55.5

Die Aufteilung von B in Normalbereiche bzgl. der y-Achse ergibt drei Teilgebiete und
damit einen erhblich hoheren Integrationsaufwand:

y
55(

457

357

257

1571

Q57

C,

0
0 051

152 253 35 4 45 5

X

2.1.2 Anwendungen der Flichenintegrale

1. Falls gilt f(z,y) > 0in B, sostellt I = [[ f(z,y)dB das Volumen eines Zylinders
B

mit der Grundfliiche B und der Hohe f(x,y) dar. D.h. gilt f(x,y) = const. =1,
so ergibt sich als Zahlenwert fiir I der Flicheninhalt Ag von B:

= //f(w,y)dB

An= [ 18
B
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Ist die Bedingung f(z,y) > 0 in B nicht erfiillt, so muss bei der Volumenberech-
nung das Flichenintegral an der Kurve f(z,y) = 0 geteilt werden (Analogie zur
Fléchenberechnung mit eindimensionalen Integralen!). Bereiche mit unterschied-
lichen Vorzeichen von f(z,y) sind getrennt zu behandeln und die Ergebnisse zum
Schluss dem Vorzeichen entsprechend zu addieren.

Ist fi(z,y) die Grundfliiche des Korpers, f2(x, y) die Deckfléche iiber B, dann gilt

V= //[fz(x,y) — fi(z,y)]dB

. Sei B mit einer Massenbelegung versehen. Dann kann jedem Punkt

P = (z,9)T7 € B eine stetige Flichendichte p(z,y) zugeordnet werden. Fiir die
Masse des Flichenstiickes B gilt dann:

m = //p(x,y)dB

. Berechnung des Flichenschwerpunktes eines ebenen Bereiches B mit der Fli-

chendichte p(z,vy) :

Ts = i//rlfp(flc,y)dB
m
B
1
Ys = —//yp(rf,y)dB-
m
B

Ist die Dichte p = p, = const., so kann in den obigen Formeln der Faktor p, vor

das Integral gezogen werden. Mit 2 = £ = - entstehen dann die Formeln fiir
. Po

den geometrischen Schwerpunkt:

1
B

1
Yo = B /ydB.

B

. Berechnung der Flichentrigheitsmomente eines ebenen Bereiches B mit der Fli-

chendichte p(z,y) :
a) beziiglich der z- bzw. y-Achse:

I = / / y*plz,y)dB
I, = //pr(x,y)dB
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b) Polares Triigheitsmoment bzw. Trigheitsmoment bzgl. des Koordinatenur-

sprunges
Iy — / / Y2 p(z,y)dB = / / (4 + )p(z, y)dB
B B

2.2 Raumintegrale

Vollig analog zum Flichenintegral kénnen Integrale iiber hherdimensionalen Gebieten
definiert und schrittweise durch eindimensionale Integrale berechnet werden. Fiir den

R3 gilt z.B.:
/G//f(x,y,z)dG

- i, TG

r=a2 y2(=’13) 22(=’an)
= / /f(x,y,z)dz dy | dz
r=a1 |yi(z) \e1(z.y)

2.2.1 Berechnung der Raumintegrale

Der Bereich G wird durch Projektionen in der Reihenfolge der Integrationen auf die
entsprechenden Ebenen bzw. Achsen auf dreidimensionale Normalbereiche zuriickge-
fithrt. Das ist auf 3! = 6 verschiedene Arten moglich.

Bemerkung 2.8 Die geeignete Formulierung des Integrationsbereiches G als einer der
6 Normalbereiche oder einer Vereinigung von endlich vielen Normalbereichen ist das
Fundament der Berechnung von Raumintegralen.

Bemerkung 2.9 Eine geometrische Veranschaulichung des Raumintegrals selbst ist
nur noch in Spezialfillen maoglich.
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Beispiel 2.4

G:{(I,y,Z)TE]R3 | I SISI% yl(x) SysyZ(x)7 21<I,y) SZSZQ(Z',:U)}
zp y2(x) 22(zy)
/// f(z,y,2)dG =/ / / f(z,y, z)dzdydx
G 1 yi(z) z(zy)

Beispiel 2.5

il

G:{(I,y,Z)TE]R3 | n Sygy% xl(y) SCL'SI'Q(?J), Zl(‘Tvy) SZSZQ(SU,:IJ)}
(

y2 z2(y) 22(z,y)

/G//f(x,y,z)dG:/ / / f(z,y, z)dzdxdy

y1 z1(y) 21(zy)
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Beispiel 2.6 G sei das Volumen der von den Koordinatenebenen und der FEbene
T4y + 2z =1 begrenzten dreiseitigen Pyramaide.

Gesucht ist a) das Volumen von G und b) I = [[[(y + z)dG.

Wegen der Symmetrie des Gebietes G hat die Rez%enfolge der Integrationen keinen Fin-
fluss auf den Rechenaufwand. Die ,,Bodenfliche"der Pyramide wird durch z(x,y) =0
und die ,Deckfliche” der Pyramide durch zo(z,y) = 1 — x — y beschrieben. Wir be-
trachten die Projektion von G auf auf die x — y— Fbene:

1.0 1
y !l
0.8 7
0.6
0.4 1

0.2 1

0.0 ! ! ! ! !
00 02 04 06 08 1.0

und beschreiben diese Projektion als Normalbereich im R?durch
0=wy(z) <y <wplz)=1-2; 0= <z <xy=1 Damit ergibt sich fir das
gesuchte Volumen:

zz y2(z) z2(zy)
V = / / / ldzdydx

1 yi(z) z1(2y)

|

-z 1-z—y

/ ldzdydz
0

O\
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1—
= //1—95— ) dydx
0

[ffime

zo y2(x) 22(z,y)

/ Y + 2)dzdydx

1 yi(z) 21(xy)
l1-z l-z—y

/ y + 2)dzdydx
0

l—z—y
[yz + =z } dydx

2=0

1
y(l—z —vy) 2(1—x— )2>dydx

1
V-4 = +2x>dyd:r

l\DI)—l

X
(-
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2.2.2 Anwendungen der Raumintegrale

V:/G//ldG

2. Masseberechnung fiir den Korper, der sich im Gebiet GG erstreckt und die

Dichte p(z,y, z) besitzt:
mz///p(w,y,Z)dG
G

3. Schwerpunkt des Korpers, der sich im Gebiet G erstreckt und die Dichte p(z, y, 2)

besitzt:
1
Ts = —///I'p(l‘,y,Z)dG
m
G
1
Ys = —///yp(:v,y,Z)dG
m
G
1
Rs = —///Zp(i’,y,Z)dG
m
G

Ist die Dichte p = p, = const., so kann in den obigen Formeln der Faktor

& = % vor das Integral gezogen werden, und es entstehen die Formeln fiir den

1. Volumenberechnung:
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geometrischen Schwerpunkt:

v = 3 fff e
o o b fff e
o [

4. Tragheitsmoment des Korpers, der sich im Gebiet G erstreckt und die Dichte
p(x,y, 2) besitzt.
a) axiales Trégheitsmoment bzgl. einer Achse a, die i.Allg. die Drehachse ist:

I = / / / r2p(z,y, 2)dG,

wobei r der Abstand des Punktes P = (z, %, 2)? von der Achse a ist. Damit ergibt

sich:
I, = /G//(y2 +22)p(z,y, 2)dG
I, = /G//(:E + 2%)p(z,y, 2)dG
L = ///(?f +a%)p(z,y, 2)dG.

b) Trégheitsmoment bzgl. eines Punktes P :

IP() = ///er(:an?Z)dGa
G

wobei r der Abstand des Punktes P = (z,y, 2)” vom Punkt Py = (z9, ¥o, 20)7 ist.
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2.3 Transformation mehrdimensionaler Integrale

Ziel einer solchen Transformation ist die Vereinfachung der Integration durch die Wahl
des betrachteten Koordinatensystems. Eine solche Transformation entspricht der Ver-
allgemeinerung der Substitutionsregel fiir eindimensionale bestimmte Integrale. Im
mehrdimensionalen Fall betrachten wir allgemeine krummlinige Koordinaten im R"™ :
U1, ...u, und die kartesischen Koordinaten zi,...x,, die mit Hilfe der krummlinigen
Kooordinaten eindeutig dargestellt werden kénnen:

1 = T1(Up, Uy )y Ty = Ty (Ug, . Up,).

Das wesentliche Hilfsmittel zur Beherrschung des Zusammenhangs zwischen den kar-
tesischen und den krummlinigen Koordinaten ist die Funktionaldeterminante
D = Yiastn) B gl

ANut,...un)
ox1 Ox1
Oouy T Ou
(9(171,...,%'”) . 'n
D= —-- "' " — : :
Ouy Oun

unter der Voraussetzung der Existenz dieser partiellen Ableitungen.
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2.3.1 Beispiele fiir krummlinige Koordinatensysteme

1. Polarkoordinaten

Sie sind anwendbar im R?, wenn G ein Kreis oder ein Kreisausschnitt ist.

o x=ux(r,¢) =rcos¢;
y=y(r,¢) =rsing

® 0<r<oo; 0< ¢ <27
o r=\+#;  ¢=arctan’
T
d(z,y) Ty Ty cos¢ —rsing ) e
"Po Ar,d) | Y Yo | |sing rcosg =rcos*p+rsin” g =r
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2. Zylinderkoordinaten

Py

/\y y

P'=(x"y".z')"

»
»

o v =2x(r,¢,z) =rcose;
y=y(r,¢,2) =rsing;
z=2z(r,¢,z) =z
e 0 <r <o 0<o¢<2m —00 < 2 < 00

o r = \/x2+ 1y gﬁ:arctan%; 2=z

Dabei ist der Hauptwertbereich der arctan-Funktion zu beachten.

(z,y,2) Tr Ty T C?S¢ —rsing 0
o D= Ao | Y Y Y| = sing rcos¢ 0
(r,,2) Zr 24 2 0 0 1

=1-(rcos’¢+rsin¢)=r

47

Sie sind anwendbar im R?, wenn G ein kreiszylindrisches oder rotationssym-
metrisches Gebiet ist, z.B. ein Kreiszylinder oder ein Kreiskegel.
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3. Kugelkoordinaten

Sie sind anwendbar im R?, wenn G eine Kugel oder ein Kugelausschnitt ist.

(r,¢,0) = rcos ¢sinb;
(r,¢,0) = rsin ¢sinb;

o I —

<
I
S

/CL'Q—’— 2
o = /x?+y?+ 22; d):arctany; 0 = arctan YY"
x

z

Dabei ist der Hauptwertbereich der arctan-Funktion zu beachten.

o(z,y, z)

o D=—"""2""2 — y24inf

a(r, ¢,0)
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Beispiel 2.7 Beschreibung der Einheitskugel G : x* +vy> + 22 =1

ZA
1

in kartesischen Koordinaten

T 0<r<1
G = ¢ | eRP|0<op<2n
0 0<o<mr

2.3.2 Transformation von Integralen

Fiir eindimensionale Integrale gilt bei der Substitution von = = z(u), dr = 2'(u)du,
u(a) = a, u(b) = b folgende bekannte Transformationsformel:

/bf(x)dx: jf(x(u))x/ u)du

Das entsprlcht jedoch einer eineindeutigen Abbildung des Intervalls I = [a, b] auf das
Intervall I = [a, b] und damit einem Wechsel des Koordinatensystems. In Analogie
dazu gilt fiir mehrdimensionale Integrale bei einem Wechsel des Koordinatensystems
folgender Satz:
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Satz 2.2 Durch x1 = x1(uy, ..., up); ...; Tp = xp(Uq, ..., u,) werde der Bereich G des

Uy, ... U, -Koordinatensystems eineindeutig auf den Bereich G des x4, ...x,,-Koordinatensystems
abgebildet. ©1 = x1(u1, ...up); ..; Ty = Tp(ug, ..., uy) und deren partielle Ableitungen sei-

en stetig in é, und es gelte dort

(9(131, l’n)

b= O(uy, ...up)

> 0.

Wenn f(z1,...x,) stetig ist in G und G ein Normalbereich vom Typ

g < up<g
go(uy) < up < g*(wy)
gn(Ur, 1) < un < g™ (un, - Uno)
1st, so qilt
Unfl)
//f(xl, n)dG = / / / fx1(ug, otty), o (U, .ty ) Ddiy, ...duy
G g1 g2 Ul) gn S Un— 1)

wobei Ddu,,...duy als Integrationselement bezeichnet wird.
Speziell fiirn =2 und n = 3 gilt:

d,
uende pen €

/f(x,y)dG = / / f(z(u,v) (uv))gg y%dvdu

Uagnfang Uanfang u

yende ende u ende
0
// flz,y,2)dG = / / / x(u v,w),y(u,v,w))%dwdvdu,
G Uanfang Vanfang(¥) Wanfang (W)
wobet die Terme )dfudu bzw. mw—yz)dwdvdu das entsprechende Fldchen- bzw. Volu-

menelement darstel len.

Beispiel 2.8 Gesucht ist das Volumen von G : G besteht aus dem Kreiszylinder
2% 4+ y? < 9, der sich diberhalb der x — y—Ebene bis zur Deckfliche » = x* + y?> + 4
erstreckt. Damit ist eine Transformation in Zylinderkoordinaten sinnvoll:

T = 1 COS ¢; Yy = rsin ¢; z =z D=r.
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Durch Finsetzen in die Gleichung fiir den begrenzenden Zylinder ergibt sich:
2y < 9 = ricostp+risinfp=r><9
— r<3.
Nach unten wird G durch z = 0, und nach oben wird G durch das Rotationsparaboloid
z = 2%+ y* + 4 begrenzt:

ende

z = 22+ +4 = 2 =r?cos’p+r’sin’¢+4
—_— Zende:T2+4

Da es sich um einen kompletten Rotationskorper handelt, lauft der Winkel ¢ von O bis
27. Insgesamt ergibt sich

_ r 0<r<3
G = o | eR¥| 0<op<2rm
2z 0<z<r?+4

Damit kann fiir das Volumen folgende Rechnung aufgestellt werden:

Vo= ///1dG:///1-Ddé
- /3 fz7rdzd¢dr

r=0

2

3
/ / r(r? + 4)dodr
0

»=0

/37“—1—4 -/1d¢

=0

r 4r2 3 81 153

=
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Die Aufspaltung eines mehrdimensionalen Integrals in ein Produkt aus mehreren eindi-
menstonalen Integralen ist genau dann maglich, wenn die Integrationsgrenzen Konstan-
ten sind und der Integrand in ein Produkt aus Funktionen von je einer Verdnderlichen
zerlegt werden kann.

Beispiel 2.9 Gesucht ist das Trigheitsmoment einer Kugel mit dem Radius R beziig-
lich der z— Achse, wenn deren Dichte p = 1 1ist. zur Beschreibung von G verwenden
wir Kugelkoordinaten:

T = rcos ¢sinb; y = rsin ¢sin; z =rcost, D = r?siné.

damit ergibt sich fiir G:

r 0<r<R
G = ¢ | eR|0<p<2n
0 0<o<r

Nun berechnen wir das Tragheitsmoment I, :

L = ///@2 BRIVe:

= ///((r cos ¢sin 0)? + (rsin ¢sin 0)*) DdG
G

[

/ (r?sin” §(cos® ¢ + sin® ¢))r? sin Odfdgdr

T 0=0

¢

rt sin® dOdpdr

0=0

Lo — 5 0~—x
Doy L~—~—~o

T

¢

™

R 2
_ ( / r4dr)- _/0 1dé | - / sin® 0do

=0 =0

_ (%R5) (2 - ([_ cos ) + % cos® 9} :)
- (1) e (3
;(%33) R = %(Vk) R?
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2.3.3 Anwendung der Zylinderkoordinaten fiir beziiglich der
z—Achse rotationssymmetrische Korper

Wir zeichnen nun zunéchst ein Schnittbild durch den Bereich G im ersten Quadranten
der Ebene y =0 :

A

D z,(x): obere Funktion

z, (X): untere Funktion

X=r

Fiir beziiglich der z—Achse rotationssymmetrische Kérper sind Zylinderkoordinaten
giinstig, weil stets folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Funktionen z;(x) = 21(r) und z2(z) = z2(r) héingen nicht von ¢ ab, d.h. sie
sind fiir alle ¢ € [0; 2] identisch.

2. 0< o <27

3. 0<r<u

Damit ist immer eine Beschreibung von G als Normalbereich G in Zylinderkoordinaten
in der folgenden Form moglich:

B r 0<r<mx
G = o | eR3 0<op<2rm
z 21(r) < z < 2z9(r)

Beispiel 2.10 Es rotiere die Gerade z = 2x um die z— Achse. Zwischen z = 0 und
z = 8 entsteht ein Korper. Was ist das fiir ein Korper? Berechnen Sie sein Volumen
und den geometrischen Schwerpunkt mittels Mehrfachintegralen.

In der x — z— Ebene erqibt sich folgendes Bild:
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|/ z=2x=2r

Der entstehende Korper ist ein Kreiskegel, der mit der Spitze im Ursprung steht. We-
gen der Rotationssymmetrie liegt der Schwerpunkt auf der z— Achse, d.h. xo = yo = 0.
Fiir das Volumen ergibt sich:

v o= /G//ldG
= // DdG

G
4 27 8
= / / / rdzdodr
r=0 ¢=0 z=2r
4 2T

= / / [rz]izm dodr

r=0 ¢=0
4

= 27 /(8r — 2r?)dr

r=0

9 14
= 2 [47“2 — —7“3}
3
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Die z— Koordinate des geometrischen Schwerpunktes erhdlt man:

2 = %/G//sz
_ %///deCN?

2 8

<I=

v
— T 132.16 - 256
u |
3
frnd -—-2 —
T ogy 2P0=0

Beispiel 2.11 Wie grofs ist das Tragheitsmoment des Kegels z = 1—+/x2 +y?;, 2 >0
bzgl. der x— Achse, falls p =1 gilt?
Zuerst wird die erzeugende Fliche des Korpers in der Ebene y = 0 gezeichnet:

O

z=1-x=1-r
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daraus ergibt sich fir das Trdgheitsmoment I, :

I,

///(;ﬁ + 2%)dG
/[/((r sin )2 + 22) DdG

/1 7 1/ T(TQ sin’ ¢ + 2%)rdzdgdr

r=0 ¢=0 2z=0

1 2 1—r
/ / [27‘3 sin” ¢ + 12’37”} dedr
3 2=0
r=0 ¢=0
1 2
/ ((1 — )P sin? ¢ + %r(l - 7“)3> dedr
r=0 ¢=0
1
] 1 2
/ {(1 —r)r®=(¢ —singcos ) + ¢p=r(1l — T)S] o
J 2 3 $=0
1
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Beispiel 2.12 Aus dem Zylinder x*+41y* < 4 wird durch die x —y— Ebene und durch die
Fliche z = ¢* V" ein Kérper G herausgeschnitten. Welche Masse hat dieser Kérper,
wenn seine Dichte durch p = y* gegeben ist?

In der x — z—Ebene ergibt sich folgende Fliche, die durch Rotation um die z— Achse
den Korper G erzeugt:

A z = exp(r?

In Zylinderkoordinaten gilt:

2+ = r’cos’p+rising=1r2<4
~N r<2

Fiir die Deckfidche folgt damat

2 2 2
z=e" TV =¢"

Die Umrechnung der Dichte in Zylinderkoordinaten ergibt:

p=1y*=r’sin’¢.
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Damit erhdlt man fiir die Massenberechnung:

m = /G//pdG
= /G//deé

2 2 e’

_ / / / 2 sin? grdzdedr

r=0 ¢=0 2z=0

2 o
= / / 3 sin? ¢er2d¢dr
r=0 ¢=0
2 2

= / e dr | - / sin? ¢ddo

o =0

2 2

= Ferz r? — /reT dr] : F(2¢ — sin 24

2 r=0 L4 $=0
= Ferz r? — —ersz] 2 - (m—0)

2 2 r=0



3 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale sind eine direkte Verallgemeinerung des eindimensionalen bestimmten
Integrals. Sie werden u.a. benétigt, um

e die Spannung zu berechnen, die in einem elektrischen Feld zwischen zwei durch
eine Kurve miteinander verbundenen Punkten herrscht.

e die Arbeit zu berechnen, die beim Bewegen eines Massepunktes entlang einer
H
Kurve K in einem Kraftfeld F' geleistet wird.

e das Potential eines Vektorfeldes darzustellen.

e Durchstromungs- und Durchflutungsprobleme zu l6sen.

3.1 Kurven in der Ebene und im Raum

Definition 3.1 Die zu der Gleichung

Y:<I>:(91(’5) >; a<t<b
y ga(t)

gehirende Punktmenge{(x,y)T} heifit ebene Kurve.

Die zu der Gleichung

. x gi(t)
X=|y |=| 9@ |; a<t<b
z g3(t)

gehérende Punktmenge{(z,y,2)"} heifit Raumkurve.
Bemerkung 3.1 Verallgemeinerung auf den R™ :

T 91(t)
_)
X = : = : ;o a<t<b.

Iy gn<t)

Bemerkung 3.2 Indem t das Intervall [a,b] durchliuft, besitzt die Kurve eine Orien-
tierung: t = a : Anfangspunkt; t = b : Endpunkt.

59
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Beispiele fiir Kurven in der Ebene und im Raum

1. s. auch Kapitel 7.5.des 1. Semesters Mathematik: Parameterdarstellung von Funk-
tionen und Kurven

2. Parameterdarstellung des Kreises

x = g1(t) = xo + 7 cos(t)
y = go(t) = yo + rsin(t)

= ebene Kurve

Beispiel 3.1 (r—2)2+(y—1)2=09,
d.h.xg=2, y=1, r=3

M=@21)7

N x=24+3cost, y=1+3sint, 0<t< 27



3.1. KURVEN IN DER EBENE UND IM RAUM

3. Archimedische Spirale:

r = g1(t) = at cos(t) S
y = g5(t) = at sin(t) 0<t<n-2r, a>0

= ebene Kurve

Beispiel 3.2 a = 1

4. Schraubenlinie = Raumkurve

T =rcost
y:rsint Ogtgto, ’I“>0,
z=ct

¢ > 0: Rechtsschraube
¢ < 0: Linksschraube

Beispiel 3.3 Rechtsschraube mit r =2, c=1/m, 0 <t <4rw
~ Ganghohe h = 2mc = 2

61
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iy T
5. Strecke zwischen den Punkten [ g und Y1
20 21

= Raumkurve

1'21'0‘*’15(1'1—%0)
Y =1yo+ty1 — o) 0<t<1
z=z9+t(z1 — 20)

0 2
Beispiel 3.4 Beispiel: Strecke zwischen | 1 und 4
2 3
L
Z 25 /‘
N
0l Vv 1 2
X
z 0 2
y |=11]|+¢t| 3 0<t<1
z 2 1

Definition 3.2 Fine Kurve heifst rektifizierbar, wenn thre Linge bestimmbar und end-
lich ist.

Definition 3.3 FEine Kurve K C R" : 7 = ¢ (t); a <t < b heifst glatt, wenn die
g:(t) stetig differenzierbar sind fir i = 1,...,n. Eine Kurve K C R™ heifst stiickweise
glatt, wenn sie sich aus einer endlichen Anzahl glatter Kurven zusammensetzen ldsst.

Bemerkung 3.3 FEine stiickweise glatte Kurve ist rektifizierbar.

Bemerkung 3.4 Glatte Kurven enthalten keine Kreuzungspunkte und keine singuld-
ren Punkte.
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3.2 Kurvenintegrale 1. Art
Gegeben seien:
e cine rektifizierbare Kurve K C R*; K = AB
e cine iiber K definierte Funktion f(Z')

e cine Zerlegung w der Kurve K, mit
w:{?iEK; i=0,1,...n; T°=A; ?n:B} :

As; = |2’ ;1 ;| : Linge der Kurvenstiicke

—
e cin beliebiger Punkt &, zwischen 2’;_; und 7.

Z A

v

Wir betrachten die zur Zerlegung w gehodrende Integralsumme
-~ —
sn(w) =D f(E)As
i=1

Definition 3.4 Gllt be:

lim max As; =0 stets lim s,(w) =1,

n—oo t=1,....,n n—oo

so heifit die Zahl I Kurvenintegral 1. Art der Funktion f(Z) lings der Kurve (oder
des Weges) K :
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I= / f(T)ds.

K

Bemerkung 3.5 Ist f(7') die lineare Dichte einer mit Masse belegten Kurve (Draht!),
so wird mit I die Masse der Kurve (des Drahtes) bestimmit.

Bemerkung 3.6 Ist f(7') = 1 diber K, so wird mit I die Linge der Kurve berechnet.

Bemerkung 3.7 Geometrische Veranschaulichung fiir K C R? :

Z A

v

) / = \\\\

Es sei f(x,y) > 0 dber K. Zwischen der Kurve K in der x — y— Ebene und f(z,y)
entsteht eine ,,Spanische Wand” verdnderlicher Hohe, deren Flicheninhalt tiber das
Kurvenintegral I = A = [ f(@')ds bestimmt werden kann.

K

Bemerkung 3.8 Kurvenintegrale 1. Art hdngen nicht vom Durchlaufsinn durch die
Kurve ab.

Bemerkung 3.9 Kurvenintegrale 1. Art tiber geschlossene Kurven K werden hdufig
mit ¢ f(Z)ds bezeichnet.
K

Berechnung von Kurvenintegralen 1. Art
Ziel ist die Zuriickfithrung der Kurvenintegrale 1. Art auf gewshnliche eindimensionale
bestimmte Integrale.
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91(t)
l.Essei K CR": @ = ¢(t) = : a<t<b f(T)=f(TQ1)

gn(t)
gegeben. Dann gilt:

/ [()ds = / @ W)

(Vergleiche auch ,,Bogenléinge einer Kurve”, Kapitel 9.3.2 aus dem 1. Semester)

2. Essei K CR?:y=y(x); o <x<my, f(7)=f(z,y) gegeben. Dann gilt:
/f( ds-/f z,y(z)) - /1 )2dz.
K

3. Es sei K C R? ein Teil einer Kreislinie: z = ¢1(¢) = rcos¢; y = ¢2(¢) =

rsing; ¢ <¢ < ¢2,
r=const., f(7T)= f(rcos ¢, rsin ¢) gegeben. Wegen

\/ dgl dgz)

= /( rsmd) + (rcos¢)?2=r

gilt:

K/f(?)ds = /f(rcosgb,rsingzﬁ)-rdqb.

4. Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinatendarstellung

r=r(0)

gegeben, so konnen die Transformationsformeln fiir die Koordinaten z,y
z = r(¢)cosd = gi(9)
y = r(¢)sing = ga(¢)

als Gleichung der Kurve in Parameterdarstellung mit dem Parameter ¢ aufgefasst
werden. Damit folgt:

T = Z—Z =r(¢)(—sin¢) +Z—¢cos¢
o Gy _ ar
y = d¢—r(¢)(cos¢)+d¢sm¢
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und weiter gilt

() + ()
= 7%(¢)(sin® ¢ + cos® ¢) + (1)*(sin® ¢ + cos® @)
—2rrsin ¢ cos ¢ + 2rr sin ¢ cos ¢

= 0+ ()
Damit ergibt sich
o
/ F@)ds = [ F(o)\/r2(6) + (7)2do.
K ol

Beispiel 3.5 Gesucht ist die Masse des Bogens y = Inx zwischen x1 = 0.5 und x5 = 3
bei p(z,y) = 22

y 10

0.5

0.0

-0.5 1

y = Inx zwischen x1 = 0.5 und xo = 3.0
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[(9 +1)2 — (= + 1)3} ~ 10.07(ME)

3.3 Kurvenintegrale 2. Art
Gegeben seien wie oben:
e cine rektifizierbare Kurve K € R*; K = AB
e cine iiber K definierte Funktion f(Z)

e cine Zerlegung w der Kurve K, mit
w={7,€K;i=0,1,..n; T°=A; 7,=B;}

sz(-l) = xz(l) — xf?l : Projektion des Kurvenstiickes 7';_;7’; auf die l-te Koor-
dinatenachse; das Vorzeichen ist abhéingig von der Durchlaufrichtung durch die
Kurve

H
e cin beliebiger Punkt &, zwischen 2’;_; und 7;.
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x
N
v

Wir betrachten die zur Zerlegung w gehorende Integralsumme
~ u - 1
Sw) =Y f(€)oa))
i=1

Definition 3.5 Gilt bei

lim max As; =0 stets lim s,(w) =1,

n—oo i=1,...,n n—00

s0 heifit die Zahl I Kurvenintegral 2. Art von f(Z) iiber K :

I= [ f(Z)dxr, 1€{1,..,n}.
/

hS

B
Bemerkung 3.10 [ f(7')dz; = — [ f(Z)dx
A B

Bemerkung 3.11 Das Kurvenintegral [ f (7')dax; ist ein bestimmtes Integral, falls K
K

ein Intervall der [—ten Koordinatenachse ist.

—_
T
Bemerkung 3.12 Wenn im Vektorfeld 7(?) = | Q(T) | drei Funktionen iiber
—_
T

dem R?® zusammengefasst sind, so ist

/7(?)-£:/[P<?)da:+@(?) dy + R(T)d-]

K
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als Summe dreier Kurvenintegrale 2. Art zu verstehen. Es wird als allgemeines Kur-
venintegral 2. Art bezeichnet.

P(7)
Bemerkung 3.13 Interpretation: Falls das Vektorfeld 7(?) = | Q) | ein Kraft-
R(7)
feld ist, so beschreibt das allgemeine Kurvenintegral 2. Art die Arbeit, die geleistet
werden muss, wenn ein Massepunkt entlang von K bewegt wird.

Berechnung von Kurvenintegralen 2. Art

Satz 3.1 K sei eine stiickweise glatte Kurve in Parameterdarstellung:
—_

T =7(), ty <t <ty f(T) seistetig auf K. Dann gilt

/ f(2)day = ] f(?(t))%dt.

K

Bemerkung 3.14 t; und ty werden entsprechend dem Durchlaufsinn als untere bzw.
obere Integrationsgrenze platziert.

Bemerkung 3.15 Be: Integration tiber geschlossene Kurven K wird immer der posi-

tive Durchlaufsinn vorausgesetzt. Die Lage des Punktes A = B hat keinen Einfluss auf
den Wert des Integrals.

K

Bemerkung 3.16 Es gelten die tiblichen Regeln der Integration.

Bemerkung 3.17 Fiir ebene Kurven mit der expliziten Darstellung

/ f (@, y)dz = 7f(:r, y(x))d
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und analog fiir = z(y); y1 <y < s
/f@wMy:/f@@»w@.
K Y1

Bemerkung 3.18 Unter entsprechenden Voraussetzungen wie im obigen Satz gilt fiir
das verallgemeinerte Kurvenintegral 2. Art:

/7@W?=:f7@@»?@m
- j[P(?(t))- THQ(TWM) g+ R(TW)- 2| dt

t1

Beispiel 3.6 Gesucht : I = [ [zdx + zdy + 2dz];
K

x(t) 4 cost — —4sint
K: Z=/|ylt) | =| 2sint |; £2<t<3 X=|[ 2cost
2(t) 6t 6

[—8sin 2t + 6t(2cost) + 2 - 6]dt

= [4cos2t + 12(tsint + cost) + 12t]

NETSIE
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I = 4cosm+ 12(% sing —i—cosg) + 67 —4cosg — 12(%sin% — cos%) — 27
w1l 1
= A4 6m+6m—2—12(==+=V3)— 27
62 2
= —6+97—6v3~11.88
. - P(7) 2xz
Beispiel 3.7 Gesucht: W = [ F(7)d7; F(Z)=| Q(7) | = 2z —11z+ 1)y 272
K R(7) —3yz
x(t) t2 — 2t
entlang K: 7= y@t) | = t+1 |; 0<t<1;, X=1[1
2(t) t—2 1

T
Q(T) |- xdt
7

! 2t3(t — 2) 2t
_ 22 —11(t—2)+1
= / woear || L[
o \ =3(t+1)(t—2) 1
1
202 —11(t —2) + 1
= 4t* — 8t —3t*+3t+6 | dt
/ a2 ot
0

4 2

= 4¢* — 8t? - —3t* +3t+6 ) dt
/ i t—2+(t—2)2 ot
1 3 !
£ —2t* +4In |t + 1| —2In|t — 2| — 3 — 3+ =t? 4+ 6t
(t—2) 2 0

Il
U m <
(G4 TSN

-2 +41n2—21n1—3il—1—|—§+6—41n1+21n2+3i2

= 6.846In2~10.96
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Beispiel 3.8 Man berechne I = [,.[2zydx + x*dy], wobei K der Weg von A = (0,0)"
2u B = (1,1)T entlang der Kurve

a)y=x
b) y = z?
c) x =y? ist.
y o1 B
0.75 T X = yz
05T y=Xx?
025 y=X
0 t
AO 0.25 0.5 0.75 1
Lésung:

a)y=x ~ dy=dzx

27 -z + 2°]|dx

3x?dr = 2°|5 =1

o O —__

b)y=2*> ~ dy=2xdr

22 - 2* + 2% - 22)dx

4rdr = 25 =1

S O —__
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c)r=y> N~ dr=2ydy
1

I = /[Qyz-y~2y+y4]dy

0
1

= /5y4dy =y’ =
0

Feststellung: Das Integral im letzten Beispiel scheint nicht vom Weg von A nach B
abzuhéingen. - Warum?

Wir betrachten die Funktion F(z,y) = 2%y mit dem vollstéindigen Differential

dF = 2zydx + x%dy . Damit ergibt sich:

I = [[2zydx + 22dy]

- dt '
= F(a(t2), y(t2)) — F(z(t1), y(t1))
= F(B) - F(A)
. P(7)
Satz 3.2 Die Vektorfunktion f(7') = | Q(Z) | seiin dem einfach zusammenhin-
R(7)

genden Gebiet G stetig, thre Komponenten seien in G stetig partiell differenzierbar.

/?(?)-d_x’:/[P(?)dx+Q(?)dy+R(?)dz]; Kca

hingt nicht vom Integrationsweg ab
([ P@
<« [P(Z)dr +Q(7)dy + R(7)dz] = dF (v,y,2) = gradF -dv = | Q(7%) | -dx
ﬁ
)

T
(D.h. der Integrand ist in G gleich dem totalen Differential einer Funktion F(x,y, z).

P(T) .
OR _0Q 0P OR, 8@_8_P(Dh (Qﬁg)o)’
R(7

oy  dz’ 9z Oor Oz
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P(7) P(7
Bemerkung 3.19 7ot [ Q(7) | =0 <+ Q7 = gradF.
R(7) R(7

)
)
)
Bemerkung 3.20 Die Satzaussage gilt analog im R? fiir [ [P(@)dx + Q (7) dy] bei
K
oQ 0P

oxr Oy’

— — —
Bemerkung 3.21 Aus f (') -dx = dF folgt also f (%) = gradF.
Definition 3.6 Ein Gebiet G C R? heifit einfach zusammenhingend, wenn sich jede
in G verlaufende geschlossene Kurve auf einen Punkt zusammenziehen kann, ohne G
zu verlassen.

Beispiel 3.9 Einfach zusammenhdngende Gebiete

im R? :

im R3 : Kugel, Quader, Polyeder

Beispiel 3.10 Nicht einfach zusammenhdngende Gebiete:
im R? :

O &

im R3 : Torus, durchbohrte Kugel:
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B

B
Satz 3.3 Ein Kurvenintegral [ [P(7)dx + Q (7')dy + R(7)dz] baw. [[P(Z)dz + Q (7') dy]
A A

st im Gebiet G genau dann vom Weg AB unabhdngig, wenn es fir jede in G verlau-
fende geschlossene Kurve K wverschwindet.

Beweis: Es sei K = K7 U (—)K,. K ist damit eine geschlossene Kurve.

- — - —
1) Voraussetzung: [ F -dx = [ F -dz fiir beliebige Kurven K7 und Ko.
Ky

K
[Z{f.d - /f~da:+/f-dx

K1 —K>
— — — —
= /f~dx—/f‘dx:O
K K>

- —
2) Voraussetzung: ¢ F' -dr =0 VK C G
K

Dann gilt:

8

Dann gilt:
— —
0 = f -dx
K
- —
= fdr+ / f -dx
Kl —K2
- —
— /f ‘dl'—/ f 'dl'
K1 K>

Somit folgt sofort:
- — - —
/ fdr= / f - dx fiir beliebige Kurven K; und K.
K K>



76 KAPITEL 3. KURVENINTEGRALE

Beispiel 3.11 Man berechne die elektrische Spannung Ug zwischen den Punkten
Py =(1,1)T und P, = (2,1)" im elektrischen Feld mit der Feldstirke

= _(P@)\_(22+y). —_ T
E_<Q(?))_<x+4y ;@ = (x,y)" entlang des Weges K.

U = /[(2x +y)dx + (x + 4y)dy]

1. Frage nach der Wegunabhdingigkeit:

oP

or _, _0qQ
oy

1_8x

Der Integrand besitzt keine Unstetigkeitsstellen. Damit umschliefst K immer ein einfach
zusammenhdngendes Definitionsgebiet des Integranden, und das Integral ist wegunab-
hingig.
2. Berechnung von Ug iiber den obigen Satz: Wir suchen ein Potential U(Z), so dass
gilt
2x—i—y=a—U und x + 4y = a—U
ox dy

Damit wird der Integrand zu einem vollstindigen Differential von U. Nach Integration
ergibt sich:

U = /(290 +y)dr = 2* + 2y + C1(y)
U = /(x + 4y)dy = zy + 2y* + Ca(x)
Durch Vergleich dieser beiden Terme fiir U erhdlt man
U=2>+a2y+2>+C; C = const.

damit ergibt sich fiir Ug

CRVE
Ug = / (22 + y)dx + (x + 4y)dy]

(L7
— U(2,1)-U(1,1)
— 44242-1-1-2=4

3. Berechnung tiber eine beliebige Kurve K wvon P; nach P, : wir wdhlen als K die
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Verbindungsstrecke von Py nach Ps :

Y'oe b,
1+ e
| |
1 2 X
K: y=1firl<z<?2
2 1

Ug = /(2m+1)dm+/(m+4y)dy

1 1
= [o" +afi
= 442-1-1=4

3.4 Anwendungen der Kurvenintegrale 1. und 2.

Art
1. Linge einer Kurve K: I = [, 1ds KI 1. Art
2. Fliche zwischen der Funktion f(7) > 0 und der Kurve K: A= [ f(7)ds
K

3. Masse einer Kurve: K: Kurve mit Massenbelegung entsprechend der Dichte p( ")

m:/ p(7)ds KI 1. Art
K

4. Kurvenschwerpunkt P = (zg, ys, 25)T :

1 1
Ty = —/ xpds; ysz—/ ypds;
m Jk m Jk

1
Zs = —/ zpds; m, p(7), K siehe 1. KI 1. Art
mJk



78

KAPITEL 3. KURVENINTEGRALE

5. Arbeit in einem Kraftfeld lings einer Kurve K:

dv = | dy F(z,y,z) = | fo(7) | sel eine Kraft auf der Kurve K; Bei
dz f3(7)

der Bewegung eines Massepunktes der Masse 1 entlang von K gilt

W= / F-dr = / (fidz + fody + f3dz] KI2. Art
K K

. Spannung U zwischen 2 Punkten eines elektrischen Feldes

— —
U:/E~dx KI 2. Art
K

K sei der Verbindungsweg zwischen P und P5. (Beachte die Existenz von Poten-
tialen!)

. Flache unter einer Kurve und iiber der x-Achse:

A= /bf(x)dx

Diese Formel kann als Kurvenintegral 2. Art interpretiert werden:

A Cl
y f(X) y
/o |
~ 1 | |
a b X a b X
A:/ydx

f(=z)

Fiir eine beliebige, von einer Kurve C' = C U Cy eingeschlossenen Fliche B gilt
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dann bei Beachtung der Orientierung der Kurven:

b b

B = /Cl(x)dm—/cg(ac)dac
= —/ydx— /ydx
= — %ydm.

()

B:%xdy

C

Analog erhélt man

und folglich

B = (xdy — ydx)

DO =
N

3.5 Der Zusammenhang zwischen Kurvenintegra-
len 1. und 2. Art

Gegeben sei ein Kurvenintegral 2. Art [ f (7) dzy. Weiter gelte 7 = 7'(s), wobei s

K
die Linge der Kurve vom Anfangspunkp A bis zu einem beliebigen Punkt M auf K ist.
S ist die Lénge der Kurve K. Dann gilt:

[ 5= / (7)) ah(s)ds.

Das 1. Integral ist ein Kurvenintegrale 2. Art, das zweite ein Kurvenintegrale 1.Art.
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d
Interpretation der Groe x}(s) = % :
A
dz| ?
P
| K
dy/
) AR A
dx/\« y

Schliefit die Tangente an die Kurve K im Punkt P in Richtung des wachsenden Bogens
mit der z;,—Achse den Winkel oy, ein, so gilt:

T
Cos qy, = d_k (Richtungscosinus)
s

Beispiel 3.12 Wir betrachten die z- Achse:
dz

cosaz = —

ds

Wenn dz und ds als Differentiale verstanden werden, so folgt cos as = 2'(s)|p

Damit ergibt sich insgesamt

[@)dn

S
[ @) cosands

s
/[de + Qdy + Rdz] = /[P cos ay + @ cos ag + R cos as|ds
K 0



4 Oberflichenintegrale

4.1 Oberflichenintegrale 1. Art

Analog zum Kurvenintegral 1.Art wird eine Funktion, die iiber einer Fliche im Raum
definiert ist, iiber dieser Fliche integriert.

Wir betrachten die Integralsumme:

n

Sn = Zf(Pi)‘ASi‘

=1

unter dem Grenziibergang IAS; “2%° 0. Existiert der Grenzwert [ , so wird er Oberfl-
chenintegral 1. Art von f(z,y, z) iiber F' genannt:

I://f(:r,y,z)dS.

Ist die Funktion f eine Flichendichte, so wird mit diesem Integral die Masse der Fliche
berechnet.

Zur Berechnung dieses Integrals wird auf der Oberfliche i. Allg. ein krummliniges Ko-
ordinatensystem (u,v) definiert.

81
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f(z,y,2) und das Flichenelement dS miissen dann in den neuen Koordinaten dar-
gestellt werden. Es ergibt sich:

I - //f(:c,y,z)dS
— //f(ac(u,v),y(u,v),z(u,v))mdudv

E = z,+y,+2,
G = 22+ y2+ 72
H = xuxv—i_yuyv—{—zuzv

Die Auswertung dieser Formel erfolgt in den neuen Koordinaten wie bei einem Fli-
chenintegral, denn die Fliche F'ist dort ein ebenes Objekt. Die Kriimmung wird durch
das umgerechnete Flichenelement beriicksichtigt.

Bemerkung 4.1 Oberflichenintegrale sind unabhdingig von der Wahl einer Seite der
Fléche.

Bemerkung 4.2 Oberflichenintegrale 1. Art sind nur fiir einfachste geometrische Fld-
chen exakt berechenbar. Oft treten durch die Koordinatentransformation komplizierte
Integrationen auf, die nur numerisch geldst werden konnen.
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Beispiel 4.1 Gesucht ist der Schwerpunkt der Halbkugeloberfliche: (0,0, z,)T bei einer
Dichte von p =1 und einem Radius r = 1.

1 2 _
D.h. MHalbkugel = 5 ° drrs = 27T,

ZSZ;//pZdS:i//ZdS.
M Halbkugel 27
F F

Zur weiteren Berechnung benutzen wir Kugelkoordinaten:

= rcos¢sinf
= rsin¢sinf

z = rcosf

Da wir uns auf der Oberfliche der Einheitskugel befinden gilt dort r = 1. ¢ entspricht
der neuen Koordinaten u und 8 der neuen Koordinaten v. Nun wird das Fldchenelement

umgerechnet:

E

VEG — H?

xi + yﬁ + zi

r? sin? 0(sin? ¢ + cos® ¢)

r?sin’ 0

x% + yg + zg

1% cos? O(sin” ¢ + cos® ¢) + r? sin® 0
7% cos? 0 + r? sin® ¢

7“2

TuZy + YuYv T Zu2y
(—rsinfsin ¢)(r cos ¢ cosB) + (rsin @ sin ¢)(r cos ¢ cos 0)
0

\/7"2811129'7“2—027“281119:81119
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Damit ergibt sich:

3 2
Zs = % cos  sin Ododo
0=0 ¢=0
bl
= %27r cos f sin 6d6
6=0
= % [Sln20]§ =—-[1-0=<

4.2 Oberflichenintegrale 2. Art

Analog zum Bogenelement beim Kurvenintegral 2. Art wird das Flichenelement beim
Oberflichenintegral 2. Art auf eine der Koordinatenebenen projiziert, wobei die Fli-
cheninhalte der Projektionen vorzeichenbehaftet sind. Die Projektion des Flichenin-
haltes ist positiv, wenn der Winkel zwischen dem Normalenvektor n und der in Pro-
jektionsrichtung verlaufenden (positiven Achse kleiner als 90° betréigt:

Beispiel 4.2 Fldchenstiicke mit thren Projektionen und Fldchen eines Quaders mit
positiven Projektionen

n
AZ Z A —
>0 ]
= —-—>n
‘ nE
U > y >y
@
X - + X

Nach dem Aufstellen der entsprechenden Integralsummen und der Definition mit Hilfe
des Grenzwertes erhélt man drei Sorten von Flichenintegralen 2. Art:

//f(x,y,z)dmdy; //f(x,y,z)dydz; //f(x,y,z)dzdx.



4.2. OBERFLACHENINTEGRALE 2. ART 85

Beispiel 4.3 Berechnung eines Oberflichenintegrals 2. Art: Gesucht: I = [[ zdxzdy,
F
wobei F' die Fliche v +vy + z =1 im 1. Oktanden ist.

Sie stellt somit die Deckfliche des Tetraeders dar, der auf den Achsen jeweils durch die
17 verlduft und als 4. Ecke den Koordinatenursprung besitzt. Die Projektion dieser
Deckfliche auf die x — y— Ebene st folglich das ,,Einheitsdreieck” in dieser Ebene:

[ - //zdxdy://(l—x—y)dxdy

F Pry(F)
1 1—=x

_ / /(1—x—y)dydx

0

o

r 1 11—z
= (1—a)y— 53/2] dx
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Wie beim Kurvenintegral 2. Art betrachtet man aber meist allgemeine Oberfléichenin-
tegrale 2. Art:

//?> S = //[P(m,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdx + R(x,y, z)dxdy]
F F

_ dydz - P(z,y, z)
mit dS = 7WdS=| dzdx |; F=| Qz,y,2)
dxzdy R(z,y,2)

Mit den Oberflichenintegralen 2.Art kann u.a. das Volumen von Koérpern bestimmt
werden (in Analogie zur Flichenberechnung mit den Kurvenintegralen 2. Art):

V = //zdxdy://acdydz://ydzdx
F F F

1
= 3 / / [xdydz + ydzdx + zdxdzy]

F
F

Dabei erfolgt die Integration iiber die duflere Seite der gesamten Oberfléiche des Kor-
pers. Im obigen Beispiel ist die Projektion der Oberfléiche des betrachteten Tetraeders
mit der Projektion der Deckfliche identisch, da die iibrigen Seitenflichen senkrecht
auf der x — y—Ebene stehen. Deshalb ist der Wert von I auch entsprechend der Volu-
menformel das Volumen des Tetraeders, was leicht iiber die elementarmathematische
Formel fiir das Tetraedervolumen nachgepriift werden kann. Im Allg. fiithrt das Ober-
fliichenintegral 2. Art auf nicht mehr analytisch losbare Integrale, bei denen manchmal
Koordinatentransformationen, Rechnungen aus der Vektoranalysis oder letztlich die
Numerische Mathematik weiterhelfen.
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Beispiel 4.4 Berechnung des Kugelvolumens

Die Oberfliiche der Kugel wird beschrieben durch: F : x*+y*+ 22 = R2. Ihre Projektion
auf die © — y—Ebene lautet: Py, (F) : 2* + y* = R?. Folglich gilt einerseits unter
Beachtung der Symmetrie

Vo= / | =dady
- / | sdoiy

Pry(F)
R —VR2—22
= 2/ / V R? — 2?2 — y2dydz.
‘R JR—2

Dieses Integral erfordert eine Transformation auf Kugelkoordinaten, die sehr aufwendig
ist. Andererseits gilt aber

1 . =
V:—//x-dS
_ /—%mw

Die Normale steht senkrecht auf der Oberfliche, die durch die Funktion
f(x,y,2) = 22+ y? + 22 — R? beschrieben wird. Damit kann aber die Normale mit Hilfe
des Gradienten bestimmt werden:

2x
2y
— gradf 2z
n = =
gradf| — \/4x? + 4y? + 422
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Unter Beachtung von | 7| = \/22 + 42 + 22 = R ergibt sich damit
1 - —
V = g//x - ndS
F
1 ([ @
= = o d
3//:” Eik
F
1 Kk
= = as
3/ E

F
R R
= 5//ds: §AKugel
F

4
= §47TR2 = gﬂ'RS.

Im allgemeinen Fall kénnen Oberflichenintegrale durch eine Koordinatentransforma-
tion in krummlinige Oberflichenkoordinaten (u,v) mit der folgenden Formel auf ge-
wohnliche Flichenintegrale zuriickgefiihrt werden:

— Ty Ty
— — —
//F-dS://F- Yu X Yo dudwv.
F ﬁ ZU Z'l)

Ihre Anwendung finden die Oberfléichenintegrale in Naturwissenschaft und Technik bei
der Beschreibung von Feldern. Der Umgang mit Ihnen wird durch die Vektoranalysis,
deren Grundlagen im néichsten Kapitel gelegt werden, erleichtert.

4.3 Zusammenfassung zu den Integraltypen

Dimension des Raumes

Dimension des

Integrationsgebietes 1 2 3
einfache best. Int. Kurvenintegrale 1. und 2. Art
b
1 [ f(z)dz [ £(T)ds baw. [ F(T)- ds
a K K
Fliachenintegrale | Oberflichenint. 1. und 2. Art
— —
2 [1 $ww)dady | [] F(7)dS baw. [ F(7)- a8
F F F
Raumintegrale

’ fvff f(z,y, z)dxdydz




5 Grundlagen der Vektoranalysis

Gegenstand der Vektoranalysis ist die Untersuchung von Vektoren als Funktion von
einer oder mehreren Verdnderlichen sowie die Anwendung der Begriffe der Differential-
und Integralrechnung auf diese Vektorfunktionen. Im Gegensatz dazu untersucht die
Vektoralgebra Operationen mit Vektoren wie z.B. Addition/Subtraktion, Skalar-,
Vektor- und Spatprodukt. Die Anwendungsgebiete der Vektoranalysis liegen in Physik,
Technik und Mathematik, z.B. bei der Beschreibung von elektromagnetischen Felder,
von Stromungen oder in der Akkustik. In der Mathematik ist ein wichtiges Finsatzge-
biet die Differentialgeometrie.

5.1 Grundbegriffe und Rechenregeln fiir Differen-
tialoperatoren

Bekannt sind die skalaren Funktionen (skalaren Felder), die jedem Punkt eines Raumes
eine reelle Zahl zuordnen. Als Beispiele seien hier aus der Technik die Temperatur, der
Luftdruck oder die Dichte eines Stoffes genannt.

Definition 5.1 Wird jedem Punkt des Definitionsgebietes G C R" eindeutig ein Vek-
tor aus dem R™ zugeordnet, so sind dazu m skalare Funktionen notig, die zu einer

Vektorfunktion zusammengefasst werden kénnen. Das Bild einer Vektorfunktion ist ein
Vektorfeld.

Beispiele dafiir sind die Stromungsgeschwindigkeit, Kraftfelder, das Gravitationsfeld,
das Feld der elektrischen und magnetischen Feldstérken,...

Beispiel 5.1 Betrachten wir die Stromungsgeschwindigkeit:

u=u(z,y,z,t) =u(T,t)

H
u(7,t)
v=uv(z,y,21t) =v(T,t) = w = (7,1 = (7,t)
w(Z,t)

w=w(z,y,z,t) =w(T,t)
— —- i -
bzw. W =ui +vj +wk
Darstellung von Vektorfeldern: Jeder Punkt P = (z,y,2)” € D; kann als Anfangs-
punkt eines Pfeiles betrachtet werden, der den Vektor w (x,v,z) repriisentiert. Die
Kurven, deren Tangentialvektoren diese Pfeile sind, heiflen Feld- bzw. Stromlinien.
Durch jeden Punkt P € D; verlduft genau eine Feldlinie. Feldlinien schneiden sich
nicht.

89



90 KAPITEL 5. GRUNDLAGEN DER VEKTORANALYSIS

Beispiele:
1. Beim Geschwindigkeitsfeld sind die Feldlinien die Bahnen der Teilchen:

2. Elektrisches Feld um eine Punktladung ) im Ursprung:

y
==\ Q - —
E(7) = ez © = =p @
x X
_ C
= @i iA)is Y K )
z

3. Die Parameterdarstellung einer Kurve im Raum 7" = 7'(t) = | y(¢) ist eine

Vektorfunktion iiber R .

Differentiationsregeln fiir Vektorfunktionen

Essei v = u(z,y,2,t) ; ¢ = o(x,y, 2,t) =

Uy Uy U, Uy
ﬁ JR— -ﬁ — -ﬁ — .ﬁ J—
U g = Uy y Uy = Vy y Uy = Vy Ut = (%
Wy wy w, Wy
—\ = —
(PU)s =@Usz+ @, u

Analog werden (¢ ),, (¢ )., (pu); berechnet.
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—

Sind zwei Vektorfunktionen 'y, = o 1(7',t) und wy = wo(7,t) gegeben, so gilt:

Analog werden die Ableitungen nach vy, z,t berechnet.
Beweise: komponentenweises Ausrechnen der Produkte, ableiten und zusammenfassen

Differentialoperatoren

Bei der Beschreibung physikalischer Sachverhalte werden die Ableitungen héufig in
bestimmten Kombinationen benétigt:

Definition 5.2 :Der Operator Gradient ordnet einer skalaren Funktion ein Vektorfeld
zu. Die Vektoren zeigen in Richtung des stdirksten Wachstums der Funktion. Ihre Linge
gibt die Stirke des Wachstums an.

oy O
gradp = \/p = % p=1 Yy
& ()Oz

Aus der Definition der Richtungsableitung folgt:

dy gradyp
d(gradp) grads: |gradep|
_ lgradel?
~ grade|
= |grady|

Der Zusammenhang zwischen Gradient und Potential

Bei der Gradientenbildung wird dem Skalarfeld (') das Vektorfeld u' (Z') = grady
zugeordnet. Es stellt sich dabei die Frage nach der Umkehrung dieses Sachverhaltes:
Zu welchen Vektorfeldern w (7') existieren Skalarfelder ¢ ('), so dass grady = u gilt?

Die Antwort liefert uns das Potentialkriterium aus der Theorie der Kurvenintegrale 2.
Art:
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Satz 5.1 Potentialkriterium (Wegunabhingigkeit eines Kurvenintegrals 2.Art)

U (7) seiin dem einfach zusammenhingenden Gebiet G stetig, die Komponenten von
H

u sezen mn G stetzg partiell differenzierbar.

[ W@ dr = f 1 ludx +vdy + wdz] ; K C G hingt nicht vom Integrationsweg ab,

= (udx +vdy + wdz) = dU(x,y,z) = gradU - dz in G, d.h. der Integrand ist in G
gleich dem totalen Differential einer Funktion U(zx,y, z).

ow av ou Ow Ov Ou

Ay =9, 02 %’%_a_y;

Definition 5.3 Ein Vektorfeld i, das als grady eines skalaren Feldes o darstellbar
ist, heifst Potentialfeld oder konservatives Feld. Das zugehérige Skalarfeld ¢ heifit Po-

tential von U .

T+ yz u(7)
Beispiel 5.2 Ist w = | —y+zz | = | v(Z) ein Potentialfeld? Wenn ja, so
Y w(7)

ist das Potential o(T') zu bestimmen.
U ist in jedem einfach zusammenhingenden Gebiet stetig. Nach dem Potentialkriteri-
um sind die folgenden Ableitungen zu tberprifen:

ow _
oy 0z
ou _ ow_
0z  Or Y
v ou
— = — =2z
ox dy
Damit ist w (Z') ein Potentialfeld, und es gilt
— 890. — 8_30 — 8_90

Durch Integration erhdlt man:
o = /udx—/:c+yz ——x 24 ayz +C(y, 2)
o = /vdy = /(—y +z2)dy = —%yQ + xyz + C(z, 2)
o = /wdz = /(xy)dz =zyz + C(x,y).

Nach dem Vergleich dieser drei Terme fiir @ ergibt sich dann:

1 1
¢:§x2—§y2+xyz+0; CeR
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Definition 5.4 Der Operator Divergenz ordnet einem Vektorfeld ein Skalarfeld zu, das
als Quelldichte interpretiert werden kann:

u
. — . —
divu =div | v = Uy +Vy +w, =V - U
w

Physikalische Interpretation:
Wir betrachten ein Medium mit der Dichte p = 1 und der Stromungsgeschwindigkeit

U
U= v .Welche Masse verlésst je Zeiteinheit ein bestimmtes Gebiet des Raum-
w
es?
A
y dx
Y vV +dv
= —
dz
dy
y
X
links einstromende Masse = Zufluss = vdxdy

rechts ausstromende Masse = Abfluss = (v + dv)dzdz = (v + v,dy)dzdz
Differenz = Abfluss - Zufluss = (v,dy)dzdz

Analoge Betrachtungen in den anderen Raumrichtungen liefern die Gesamtbilanz der
ausstromenden Masse: (u, + v, + w,) drvdydz

— Quelldichte: u, + v, +w, = diva
Ensprechend dieser Interpretation konnen folgende Aussagen abgeleitet werden:
e divu =0 in G = Es flieBt ebensoviel Masse zu wie ab. = W heifit quellfrei

e div < 0in G = Es flieit mehr Masse zu als ab. = G besitzt Senken

e divw > 0in G = Es flieBt mehr Masse ab als zu. = G besitzt Quellen
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e Q = [[[,divd dG gibt die von den in G liegenden Quellen hervorgebrachte
Gesamtmenge an.

Beispiel 5.3 Das elektrische Feld einer Punktladung tm Ursprung

— K 1 .
E(7) = —Cme = —C
(@) EE @t 2i | Y

z

ist auf Quellen und Senken zu untersuchen.

BT = —c2 ° L9 J L2 ©
Ox (22 + 42 +22)2 Oy (a2 +y2+22)2 07 (22 +y2 + 22)2

Njwo

1 2 2 2\ 3 3 2 2 o\ 1
= —C<x2+y2+z2)3[<(x +y +z)2—x§(x + oy +29)22z | +
3
+ ((x2 +P 4225 — yi(ﬁ + 1y + 22)%2y) +
2 2 s § 2 2 2y
H| @Y+ 2 - g (@t YT+ 27)222 )]
1
= O PO R 30 R )

Damit ist dieses elektrische Feld quellenfrei fiir alle P = (z,y,2)T € R3\{(0,0,0)"}

Definition 5.5 Der Operator Rotation ordnet einem Vektorfeld ein anderes Vektorfeld
2u:

u Wy — v, Lt j k
—> —>
rotw =rot | v = Uy — Wy = a% a% % =V x .
w Vg — Uy u v w

rotu heift das Wirbelfeld zu ' . Die Feldlinien von rotu sind Wirbellinien (geschlos-
sene Kurven).

Physikalische Interpretation:

Die Rotation ist mit dem Kurvenintegral 2. Art iiber den Satz von Stokes verkniipft.
Ist u ein Kraftfeld, so gibt das Kurvenintegral ¢, wd7 = ¢, [udx + vdy + wdz] an,
welche Arbeit beim Bewegen eines Korpers entlang K geleistet wird. Ist diese Arbeit

fur beliehi}ge geschlossene Kurven K stets Null, so heifit u wirbelfrei, und es gilt
rotu = 0.
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Bemerkungen:

1. Gradientenfelder sind wirbelfrei:

Pk
rotgrady = 8% a% %
Po Py P2

QDZy—SOyZ —

= Paz ™ Pz =0
Pyz — Pay

2. rotW = 0 ist identisch mit der Integrabilitéitsbedingung aus dem Potentialkri-
terium:

u Wy — U,
N —
rot u = rot v = Uy — Wy =0
w Uy — Uy
ow Ov Ou Ow Jdv Ou

7 Oy T0:0: On oz Oy

3. Wirbelfelder sind quellfrei:

Wy — U,

. —_ .
divrotvw = div | u, — w,
Vg — Uy

= (wy —v2), + (uz — wa), + (v —uy),
= Wyg — VUzg + Uzy — Wey + Vg — Uy

= 0

Differentiationsregeln fiir die Differentialoperatoren

o 9 9\
Der Nablaoperator V = (8_’ 90 8_) ist ein symbolischer Vektor, mit dem die Ope-
x Oy 0z
ratoren div =V-u; rotw =Vxu; gradp= ¢ und Kombinationen davon, wie
z.B.

0 0 0
(v-V)u = (M% + Ugﬁ_y + 035)7
kurz notiert werden kénnen
Weiter gelten folgende Rechenregeln: s. Folie

Darstellung der Differentialoperatoren in anderen Koordinatensystemen: s. Folie
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5.2 Integralsiatze

5.2.1 Der Satz von Gaufl
Allgemeine Voraussetzungen:
1. G C R3, einfach zusammenhiingend
2. G wird berandet von dem stiickweise glattem Rand 0G

3. U sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf G

Beschreibt Q = [[[ div’dV die Masse, die ein Gebiet G verlésst, so muss diese Masse
G
durch die Oberfléiiche 0G des Gebietes abflielen. Fiir diesen Massenfluss gilt:

Q://Wﬁ.dsz /W.stz//ﬁ-cfs.
le ile le
Damit ergibt sich:
//7-675* = ///dwmv
ile a

R dydz
dS = TdS=| dzdx
dxdy

7{7~£ - //diﬁda
G

% = st:( dy )
—dx

Bemerkung 5.1 Die komponentenweise Darstellung im R? lautet fiir u = (uq,ug)”

%[uldy — ugdzx] = // <8u1 8u2) dxdy.

Bemerkung 5.2 Der Satz von Gauf$ gibt den Zusammenhang zwischen Volumen- und
Oberfliichenintegralen im R3? bzw. zwischen Flichen- und Kurvenintegralen im R? an.
Damit erschlieffen sich neue Berechnungsmdoglichkeiten fiir Kurven- und Oberflichen-
integrale.

Im R? gilt entsprechend
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Bemerkung 5.3 Die Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung lie-

fert:
/G//dwudv _|GldivT (), €€,

woraus folgt

Diese Formel kann als Definition der Divergenz benutzt werden. Sie hat den Vorteil,
dass divw nicht vom gewdhlten Koordinatensystem abhingig ist, sondern nur vom
Punkt 7 .

5.2.2 Der Satz von Stokes

Allgemeine Voraussetzungen:

1. F sei ein stiickweise glatt berandetes Flichenstiick im R3. Folglich ist seine Rand-
kurve K = OF eine geschlossene Kurve.

2. K sei positiv orientiert bei Betrachtung der Fliche aus der Richtung, in die der
Normalenvektor zeigt.

A >
n

3. U sei stetig differenzierbar auf F.

j{ﬂ)-%://mtﬂ)-fg.
F

K

Dann gilt:
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Bemerkung 5.4 Die komponentenweise Darstellung im R? lautet fiir u = (uq,ug)”

// <% — %> dxdy = f[uldx + uady).
dy
K

Bemerkung 5.5 Die Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung lie-

fert: B
l/rotu -dS:l/mtu -mdS = |Flrotw (¢) - W (£); €€,

woraus folgt

§ - dr
rot, W (x) = rotw (z) - W(x) = lim &

—>
K __ . 7Ted.
Foo [F]

Diese Formel kann analog zu oben als Definition der Rotation benutzt werden. Sie hat
wieder den Vorteil, dass rotu mnicht vom gewdihlten Koordinatensystem abhingig ist,
sondern nur vom Punkt T .

Bemerkung 5.6 Stomungsmechanische Interpretation:

zzyfv.d_;;: m S W(T) AT

max AT ;—0
K

heifst Zirkulation. Jeder Summand ist eine Geschwindigkeitskomponente in der Durch-
laufrichtung der Kurve. D.h. die Zirkulation ist ein Maf$ dafiir, wie stark die Kurve
umstromt wird, wie stark die Flissigkeit ldngs der Kurve zirkuliert. Der Satz von Stokes
sagt damit Folgendes aus: Die Zirkulation entlang einer Kurve K, die ein Fldchenstiick
umschliefSt, ist gleich dem Integral tiber alle Wirbelstirken auf dem Fldchenstiick.

Beispiel 5.4 Interpretation der Zirkulation

G0

>0 qiu dX <0

R
<
><1

K
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=V
SV

K K

v

v

Ao
<
o
i
Il
o

i -dx =0 (Strudel)
K

5.2.3 Anwendungen

e Die Integralsitze sind ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung von Feldern und
spielen damit speziell in der Elektrotechnik bei der Untersuchung des elektromag-
netischen Feldes eine grofle Rolle.

e Mit ihrer Hilfe konnen weitere wichtige Formeln und Gesetze abgeleitet werden,
z. B. die 1. und 2. Green’schen Formel, indem % = ¢grady bzw. W = ¢ v in
den Gauf’schen Satz eingesetzt wird.

Beispiel 5.5 Mazwellgleichungen

Es sei:
= —
H : magnetische Feldstdrke B . Induktion
ﬁ
E : elektrische Feldstdrke 7 . Stromdichte
H
D :  elektrische Flussdichte €:
p:  Ladungsdichte I
@ : Ladung K
Weiter setzen wir einen isotropen Stoff voraus, so dass gilt:

— — =1

— —
D=c¢cFE; B=upH; j=krkE

1. Induktionsgesetz:
Die Umlaufspannung auf dem geschlossenen Weg 05 um das Gebiet S ist gleich
der Flusséinderung durch S :

o8B
E.d?:_//_.d?.
ot
o8 S
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Andererseits gilt nach dem Satz von Stokes:

E dm—//rotE dS

Unter Beachtung, dass diese Formeln fiir beliebige Gebiete S gelten, ergibt sich

0B
tE = ——
ro TR

. Durchflutungsgesetz:

Die magnetische Umlaufspannung auf dem geschlossenen Weg 0.5 um das Gebiet

S ist gleich der Summe der Spannungen, die durch den Leitungsstrom j und den
C J

oD
Verschiebungsstrom —— durch S verursacht werden.

fra- [ ®

S

Andererseits gilt nach dem Satz von Stokes:

e - —
%H-dx://rotH-dS.
oS s
Unter Beachtung, dass diese Formeln fiir beliebige Gebiete S gelten, ergibt sich

— aD
tH—
0 ‘]+8t

4/5-@:@:/(}//@1/

Andererseits gilt nach dem Satz von Gaufi:

- — —
//D-dS:///dz’deV.
oG G

Unter Beachtung, dass diese Formeln fiir beliebige Gebiete S gelten, ergibt sich

Gaufy’sches Gesetz:

p= divD.
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4. Nichtexistenz von Monopolen:

- —
J[H-3-o
oG

Andererseits gilt nach dem Satz von Gaufi:

//ﬁ-cﬁ:///dwﬁdv.

oG G

Unter Beachtung, dass diese Formeln fiir beliebige Gebiete S gelten, ergibt sich

-
divH = 0.
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6 Partielle Differentialgleichungen

6.1 Modellierung partieller Differentialgleichungen

6.1.1 Strukturelemente der Mechanik

Festkorper sind in alle drei Raumrichtungen ausgedehnt. Bei zahlreichen Bauteilen
sind die Abmessungen jedoch in eine oder in zwei Raumrichtungen klein gegeniiber
den verbleibenden Raumrichtungen.

1. Linienférmige Strukturelemente (Linientragwerke)

a) Stébe: gerade Achse, Last in Richtung der Stabachse
b) Seile u. Saiten: gekriimmte Achse, nehmen nur Zugkrifte auf
c) Balken: gerade Achse, Last senkrecht zur Balkenachse
d) Bogen: gekriimmte Achse, Last beliebig

2. Flidchenformige Strukturelemente (Flichentragwerke)

a) Scheiben u. Membranen: ebene Mittelfléiche, Last in der Mittelfléiche

b) Platten: ebene Mittelfldche, Last senkrecht zur
Mittelflache
c) Schalen: gekriimmte Mittelfléiche, Last beliebig

Bemerkung 6.1 Obwohl dreidimensionale Deformation- und Spannungszustéinde vor-
liegen, lassen sich diese Fille auf zwei- bzw. eindimensionale Probleme zurtickfiihren.

Ausgewihlte Beispiele:

1. Gerader Zug-Druck-Stab:

Z A y t)
v p(x,
[5/—>—> > > —» —»\1/ X»
AO XO | XL
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p(z,t) - Kraftdichte (Kraft pro Léngeneinheit)
Gesucht: Langsverschiebung des Stabes u = u (z,t) .

Voraussetzungen:
Kraftverteilung p = p (x,t) nur in Stabléngsrichtung Stabkraft:
Querschnitte bleiben bei der Verformung eben = F_EA ou
elastisches Materialverhalten o Yor

Kriaftegleichgewicht am differentiellen Stabelement:

dx dm = p A dx
F X
I S > >
Ao P F +-dx

Aus dem NEWTONschen Bewegunggesetz folgt:

0*u OF
pOAoﬁdx =F+ %dx — '+ pdx
—_———
= dm&
i

Damit folgt die partielle Differentialgleichung

0?u 0?u
W:EAO@—H) fir zo <z <2, t>1

mit den Anfangsbedingungen

PoAo

u(z,tg) =vo(z)  und % (x,t9) = Vo () fir xo <z <z
und den Randbedingungen (jeweils an verschiedenen Stabenden)
wesentliche RB: u(xo,t) =up(t) und/oder w(xp,t)=ur(t)
ou ou

natiirliche RB: EAO% (0,t) =po(t) und EAO% (xp,t) =pr (1)

2. Transversalschwingungen einer Saite

p(x,t)

‘ >
Xo\i X

u(x,t)
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po — konstante Dichte (Masse pro Léngeneinheit)
Ty — Zugkraft zur Vorspannung der Saite im Ruhezustand
p(z,t) — Kraftdichte (Kraft pro Léngeneinheit)

Gesucht: Auslenkung u = u ((z,t)) aus der Ruhelage unter Einwirkung der #u-
Beren Kraftdichte p(z,y).

Betrachten wir zunichst die Kraftebilanz am differentiellen Saitenelement:

v

Bei kleinen Auslenkungen « gilt:

ou

F:TosiHOé%TotanCt:T()&—
X

Folglich gilt fiir die rechts und links am Saitenelement angreifenden Kréifte:
Fr = Toux(l'g, t) bzw. Fl = Toux<l'1, t)
Der Impulserhaltungssatz fiir dieses differentielle Saitenelement sagt aus:

to
Impulséinderung = / Fdt.
t1

Damit erhalten wir:

T2 to to

/ Pl 1) — ez, 11)]dar = / Toftts (22, 1) — o (r, )]t + / 7p(m,t)dmdt

1 t1

x9 to to

T2 ty w2
/po/utt(ac,t)dtdx— /To/um(x,t)d:vdt = / /p(x,t)dmdt
t1 x1 t1 T1
R2

1 t1

V[Il,l'g] X [tl,tg] C
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Folglich miissen die Integranden gleich sein, und es gilt:

pous(x,t) — Toug(x,t) = p(x,t), d.h.
9%u , 0%
[ a [
ot? ox?
1o - 1
mit o = —  p(z,t) = —p(zt
Lo ( ) Lo ( )

= p(x,t) fiir oo <x<uwp, t>1

Anfangsbedingungen: wie unter 1.
Randbedingungen (jeweils an den verschiedenen Saitenenden moglich):

1At w(s,t) =wuo(t): vorgegebene Randbewegung
9,
2. Art Toﬁ_z (s,t) =po (t) : vorgegebene Randkriifte
9,
3. Art Toﬁ_z (s,t) = k(O (t) — u(s,t)) : elastische Randbettung
fir s = o und/oder s =z sowie

O (t) — vorgegebene Auslenkung aus der Ruhelage
k — Steifigkeit der elastischen Bettung

Insbesondere gilt
a) bei einem fest eingespannten Saitenende, dass keine Bewegung vorliegt:

u(s,t) =0 (homogene RB 1. Art)

b) bei einem freien Saitenende, dass keine Kraftwirkung vorliegt:

ou ou
F= Toa_x (s,t)=0 . (s,t) =0 (homogene RB 2. Art)

c) bei einer elastischen Befestigung, dass keine vorgegebene Abweichung von der
Anfangslage vorliegt:

0
TO(?_Z (s,t) = —ku(s,t) (natiirliche RB 3 . Art)
Bemerkung 6.2 Die Differentialgleichung bleibt in ihrer Struktur erhalten, wenn

gilt p = p(z).

Bemerkung 6.3 Longitudinalschwingungen geniigen der gleichen Differential-
gleichung
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Verallgemeinerung: Querschwingungen einer Membran

y
0%u Pu  *u
r _ 2 _— e —
Q 5z @ (8x2 + 8y2> f(z,y,t)
X in Q und t>ty (vereinfacht!)

3. Schubstarrer Balken (EULER-BERNOULLI):

p(x,t)
Z‘
Q
\4 A M
i Py
e T
X \\/ XL

u(x,t)

Ao — Querschnittsfliache,

I — Trigheitsmoment der Querschnittsfléiche

Q = Q(z,t) — Querkraft,

M = M (z,t) — Biegemoment

p(x,t) — Kraftdichte (pro Liangeneinheit)

po — konstante Massendichte (pro Léngeneinheit)
Gesucht: Balkendurchbiegung u = u (z,t)

Differentialgleichung;:
Pu 0 0%u
PoAo BTe + 57 (E]&r?) =p(z,t) fir xo<x <z, und t >t
Anfangsbedingungen:
ou (x,t )
u (z,to) = vo () % = v ()

Randbedingungen (jeweils an verschiedenen Balkenenden moglich) fiir die Gro-
Ben:

Ou (x,t)

‘ _OM (z,t)
or '

ox

M (z,t) :EIM; Q(x,t) =

U ('CE7 t) 7 812
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6.1.2 Elastisch verformbare Korper

Gegenstand: Festigkeitsberechnungen an Bauteilen im allgemeinen Maschinenbau
(hier nur unter statischen Bedingungen)

Werkstoffverhalten eines Korpers unter dem Einfluss von Kriften:
Zugversuch an einem zylindrischen Probestab der Linge [y und dem Querschnitt Ay :

[
Zugkraft: F F
aktuelle Lange: [ | —— Q- —
Ay
[ — 1
= Zugspannung: o = T Verzerrung: ¢ = T
0
elastisches Materialverhalten
c
c=E¢
: Spannungen und Verzerrungen sind proportional.
E - Elastizitatsmodul
€
7 >

Der Spannungsvektor wird im dreidimensionalen Fall in Normal- und Tangentialkom-
ponenten zerlegt, so dass sich an einem Quader mit den Kantenlingen dx, dy und dz
folgendes Bild ergibt:

dz

dx
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Im allgemeinen Fall erfolgt die Beschreibung der Spannungen deshalb mittels Span-
nungstesor:

011 012 013
g — O'(ZL‘) = 091 0922 0293 mit 05 = O ji, d.h. o = O'T
031 032 033

Dieser ist aufgrund des Momentengleichgewichtes symmetrisch, so dass der Vektor
T
o=o0(z) = (011,022, 033,012,013, 023)

zur Beschreibung ausreicht. Analoge Betrachtungen fiihren iiber die Dehnungen und
Gleitungen zum Verzerrungstensor e:

>y
v

Lo L

Die Theorie gilt nur fiir kleine Verzerrungen, so dass man i.Allg. mit Niherungen 1.
Ordnung fiir die Verzerrungen arbeitet, ohne dass das besonders betont wird. Daraus
folgt:

ll — l01 dx + (Ul)ggdl' —dx B
L da = ()
(ug) dx (u1)ydy

de + (u1)dx — dy + (ug),dy

€11 = &z =

812 = 7xy = ’71 + 72 = = (UQ)I + (ul)y

mit dem Verschiebungsvektor:

)
)
)

L ua
U=0z) = u%

8 8 &

e=¢€(T)=| €1 €22 €93 mit €;; =¢j;, dhe= el
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Wirkt auf einen Korper eine Volumenkraft, so erfahrt er eine Verschicbung U () und
eine Verzerrung ¢.

oy
>yl

Verschiebungs-Verzerrungs-Zusammenhang:

e (1) = % (gmd ([j (f)) + (grad <(j (f>>>T>

bzw. komponentenweise:

0
€11 Ox1
c 0
22 ox
o Uy
€33 _ b3 ”
ew | T 2 2 2
ox ox
€13 o T o Us
813 aml
£923 0 0
Oxrs  Oxa
e=BU

B ist dabei eine symbolische Matrix, deren Elemente die Ableitungsoperatoren a%, a%
und % sind.
Der dabei auftretende Vektorgradient ist der folgende Tensor (die Matrix):

dup  duwr  dw
o0x1 Oxo Oxs

7T | Quz OQuz  Oug
grad U= O0ry Ory Oxs

Quz  Ouz  Ous
Or1 Oxze  Oxg
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Spannungs-Verzerrungs-Zusammenhang (HOOKEsches Gesetz):
Voraussetzung: elastisches Materialverhalten, d.h. kleine Verzerrungen

011 Dyy Dis D3
022 Dyy Dy Dos
033 . D3y D3y Dsg
012 B Dyt Dz Dys
013 D5y Dsy  Dss
023 Dg1 Dga De3
oc=D-

D 14
D 24
D 34
Dyy
Ds4
D 64

D15
Dos
D35
D45
D55
D65

D16

111

D ist eine symmetrische Matrix (HOOKEsche Matrix) mit den experimentell ermittel-
ten konstanten Materialparametern D;;.

Statische Impulsbilanz:

div (o) + pg
bzw. in Matrixschreibweise

= 0

Blo+p5=0 inQ

in €2

Mit dem HOOKEschen Gesetz erhélt man die partielle Differentialgleichung zur Be-
rechnung des Verschiebungsvektors U (Z) :

div(o) = BTo =B"De =B"DBU
0 = B"-D-B-U+pj inQ.

Randwertaufgabe:
Es seien

Q C R3?, 9Q der Rand von , n der Vektor der #uBeren Einheitsnormale

—

U (¥) : das Verschiebungsfeld,
o : der Spannungstensor,
pg (T) = £ = (fi1, f2, f3)T : Volumenkriifte,

Uy
P

(%) : Randverschiebungen,
(%) : Oberflichenkréfte.

1%

Wird ein Korper €2 vorgegebenen Kriften ausgesetzt, so kann man die Verschiebungen
¥) entsprechend den folgenden Gleichungen bestimmen:

U

(
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o (7)-

Dieses System besteht aus drei gekoppelten linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung
zur Berechnung des Verschiebungsvektors U (Z) in €. Bedingungen fiir die eindeutige
Losbarkeit kénnen mit funktionalanalytischen Methoden gefunden werden.

Ist U (%) berechnet, so kénnen der Verzerrungszustand & = B-U und der Spannungs-
zustand o = D - € nachfolgend daraus abgeleitet werden.

Fiihrt man diese Operationen aus und schreibt sie mit den bekannten Differentialope-
ratoren unter Beachtung des Inhaltes von D, der sich in den Laméschen Elastizitéts-
konstanten p,, A\ wiederfindet auf, so erhélt man im isotropen Fall:

:fl

32u1 82U1 82U1 0 3u1 31@ 3U3
_ —(\
He ( Ox? i 0x3 * x? > ( +'u6)8x1 (39&1 * Oy * 8953)

0 —
e (L) = Qe+ )= (7 T) = fo

i (D) = O+ )5 (v 0) = gy

— —
Ulr, = U
P

o-nl, =
Dabei gilt:

FE Ev

T+ T Arna-2)

He =

mit dem Elastizitditsmodul £ und der Poissonschen Querkontraktionszahl v.
Mit Au = (Auy, Aug, Auz)T ergibt sich die Kurzschreibweise des Differentialglei-
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chungssystems der linearen Elastizitdtstheorie:

1, AU — (Ao + 1)V (v-ﬁ’) —f
—> e —
Ulr, Uo (7)
g n|1“,, = p(7)

Dabei gelten folgende Gesetze zwischen Verschiebungen U (%), Spannungen o und Ver-
zerrungen € :

1 [(Ou; Ou .
51] 2 <8ZL‘] + axz) 9 Za] )y~

Oii = Ae(€11 + €22 + €33) + 2.4

01 = 031 = 21, Fiir i 2 j } i,7=1,2,3 (Hooksches Gesetz)

6.1.3 Wirmeleitung

1. Wirmeleitung in einem diinnen Stab (eindimensionale Betrachtung)

X
Gesucht: T =T (x,t) : Temperatur - P>
X XL
Voraussetzungen: — Mantel wdarmeisoliert

— konstanter Stabquerschnitt A
— betrachten Zeitintervall [tq,1s]
Die Temperaturinderung im Stab wird hervorgerufen durch:

(a) Wirmefluss bzgl. des Ortes
(b) Quellen und Senken im Inneren

(c) Wiarmemengenzufuhr in der Zeit, hervorgerufen durch (a) und (b)

Alle Groflen sind vorzeichenbehaftet!

zu Punkt (a):

Ein Wirmefluss entsteht durch eine ungleichmiflige Temperaturverteilung im
Stab. Im Experiment wurde das FOURIERsche Gesetz gefunden:

aT

= —k(x)—=—.
as (@)%,
qr ist die Dichte des Wirmeflusses und beschreibt die je Zeiteinheit durch eine
Flécheneinheit von links nach rechts flieende Wérmemenge. k() bezeichnet die

Wiirmeleitfihigkeit. Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, dass der Gradient
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von T in Richtung des stiarksten Wachstums zeigt und die Richtung des Wirme-
flusses entgegengesetzt verlduft. Damit ergibt sich fiir die Wirmemenge, die in
[t1,t2] durch den Querschnitt des Stabes an der Stelle x fliefit:

r2 oT

zu Punkt (b):
F(z,t) sei die Quelldichte, ein Ma$ fiir die Wérmequellen im Stab. Dann gilt:

to x2
Qo :/ / F(z,t)Adxdt
t1 1
zu Punkt (c):

Eine Wirmemengenzufuhr in der Zeit fithrt zu einer zeitlichen Temperaturdif-
ferenz am Ort x und damit zu einer Anderung der Warmemenge im Stab: Bei
gleichmiifliger Erwidrmung des gesamten Stabes folgt: Q4 = Wy = ¢- AT -m. Im
Allgemeinen gilt:

Qu = / " (T ts) — T, 1)) Apda,

1

wobei p die Dichte und c die spezifische Wirmekapazitit bezeichnen.
Bei (b) und (c) bedeutet ein positives Vorzeichen eine zugefiihrte Wérmemenge.
Nach dem Energieerhaltungssatz gilt in [x1, zo] X [t1, 2]

Wirmemengendifferenz tQa
+ Fluss links nach aulen + Fluss rechts nach auflen :—Qp(r1)+Qr(xs)
= Anderung der Wirmemenge durch Quellen und Senken : = Qg

Daraus ergibt sich der integrale Erhaltungssatz:

t2 oT oT

/%2 co(T(x,ty) — T(x,t1))Apdx + A/ (k(:c)%h:xl — k(x)%u:u)dt

1 t1

A [ G s~ K@) G it = [ T th) ~ T t3) Apa

t1 1
to T2
= / / F(x,t)Adxdt.
t1 x1

Nach Division durch A erfolgt nun der Ubergang zur Differentialgleichung:
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t
t, +
r
G
LT
| |
Xy X X
Die Integralgleichung hat die Struktur:
§( g Jds = §(Pdt — Qdx) = [ [** F(x,t)dxdt
r
mit P = —k(z)%L und Q = T (z,t)p.
Nach dem Satz von Gauf3 gllt
foFxtd:Udt fr ds—ffdw )dG = ff
::fLJ%EM@%%W#NLﬂMMtVG
ar o orT
— + —(—k(z)=—) = F(x,t).
A apS A (k) 5 ) = Fla )
Im Spezialfall eines homogenen Stabes sind p, ¢ und k im Stab konstante Gréfien.
=
T T 1
83_75 8——f(x t)  mit a2:£ und f(x,t):EF(x,t).

Wirmeaustausch iiber den Rand des Stabes:

Es sei 0(z,t) die Umgebungstemperatur und h der Wérmeaustauschkoeffizient.
Dann ergibt sich fiir die aus dem Stab austretende Wéarmemenge bezogen auf
eine Lingen- und eine Zeiteinheit, d.h. fiir die Dichte dieser Wirmemenge

to T2
Ow — / / AW(T — 0)dadt.
t1 1

Da im eindimensionalen Fall keine Unterscheidung zwischen oberfléichlichen und
inneren Quellen gemacht werden kann, ergibt sich unter Beachtung, dass diese
Wiérmemenge abgefiihrt wird, analog zu oben:

or o oT
Por + %(—k( )6x) F(x,t) — hT + ho.
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Bedeutung der Randbedingungen:
1. Art: T|r = g1(t) : Vorgabe einer Temperatur
2. Art: ZL|r = go(t) : Vorgabe eines Warmestromes (—kSE | = go(t))

3. Art: (T + 09L)|r = g3(t) : natiirliche Randbedingungen:
Der Wirmestrom ist proportional zur Differenz von Rand- und Umgebungstem-
peratur: —kZL|r = h(0 — T|r).

2. Verallgemeinerung auf rdumlich zwei- und dreidimensionale Gebiete:

Allgemein betrachtet geht z iiber in 7, k(m)g—g geht iiber in k(7 )gradT, der
Rand setzt sich aus Teilstiicken zusammen, bei denen Randbedingungen 1., 2.
oder 3. Art anliegen: I' = I'; UT's U T'3, und auf dem Rand geht ‘3—5 iiber in g—:,
wobei n der Vektor der dufleren Normalen ist. Damit ergibt sich: B

Qa=Jy o(T(T 1) =T (T, t1))pd & = :12 I cT(?, t)pd @ dt

f ov K(7)5EdSdt  (Oberflichenintegral 1.Art)
fav k(T

\ "= [, k(Z)gradT - dSdt (Oberflichenintegral 2.Art)
ttf [, div(k(z)gradT)dz'dt  (Satz von GauB)

YgradT - ndSdt

Qo =), fv 7, t)dT dt

Als Energiebilanz ergibt sich dann: Q4 + Qr = Q¢

ttf fV[cT(?,t)p — div(k(z)gradT)|dz dt = fV T, dTdt YV

CT(?, t)p — div(k(z)gradl’) =

Die Randbedingungen gehen tiiber in:
1. Art: tlp, = g1(7',t)  (DIRICHLET’sche RB)
2. Art: (g—g> e, = g2(7,t)  (NEUMANN’sche RB)

3. Art: (g—z + 0T> Ir, = 93(?7@
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3. Allgemeine Herleitung

Hauptsatz der Thermodynamik: Die zeitliche Anderung der thermischen Ener-
gie € (t) eines Korpers R ist gleich der dem Korper pro Zeiteinheit zugefiihrten bzw.
abgefiihrten Warmemenge Q (t) :

p(Z,t)e(Z,t)d mit der thermischen Energiedichte e (Z, t)

(&
=
|
SE

- > 4(x)
- dr
Q) = /p(f,t)h(f,t)dg—fa.dr S
o i’ 4"

Q

[ p (@, t)h(Z,t)dQ: Energie pro Zeiteinheit bzg. der Wirmequellen und -senken
0

q- dl'  Energie pro Zeiteinheit bzg. des Wirmestromes ¢ durch den Rand I"
¢ g g

r

Globale Wirmebilanz:

d I ,

— pedQ—/pth%—%q-dF:O fiir alle 2 C Q)

dt
97 Qo NG

Voraussetzung: Es gelte die globale Massebilanz % [ pd© = 0. Damit ist:
Q/

d de

< 0= [ pZan

a | e /pﬁd
Q Q

Lokale Wiarmebilanz:

p%—ph—l—div(gﬁzo in Q2

Weitere Voraussetzungen:

de_ae

1. Es werden ruhende Korper betrachtet, d.h.: il
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2. Die thermische Energiedichte e (7, t) sei proportional zur Kérpertemperatur T' (Z, t)
e(@,t) =T (¥,t) mit der Wirmekapazitiat ¢ (Materialparameter)
3. FOURIERsche Wirmeleitung

¢d=—MXgrad(T)  mit der Wirmeleitzahl A (Materialparameter)

Differentialgleichung der Wiarmeleitung zur Berechnung des Temperaturfeldes
T (%) :

dr
pe div(Agrad (T)) = ph inQ und t >t
Iy
I; R
n I = I'rully, I'rNI'y=9
Anfangsbedingungen:
T(Z,ty) =T (F) fir T€Q
Randbedingungen:

DIRICHLETSsche RB.: T (Z,t) = Qo (Z,t) fiir Z€ 'y und t >t
NEUMANNsche RB.: —AZL (Z,t) = gy (Z,t) baw.:
(7,

_)\33; ) ( ( T, )_TO (£7t))

fir eIy, und t >t
Dabei bedeuten:

Qo (Z,t) — vorgegebene Temperatur auf I'r,
Jo— vorgegebener Wirmestrom auf I'y,

a— Wirmeiibergangszahl (Materialparameter),
To (7, t) — Umgebungstemperatur.

Spezialfall: adiabatischer Prozef3
Kein Warmeaustausch durch den Rand:

5_T<ﬁ
o 0

keine Warmezufuhr oder -abfuhr in Q :

t)=0 fir e’y und t >t

h(Z,t)=0 fir £€Q und t >t
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Damit erhilt man die ARWA:

T
pccfi—t = div(Agrad(T)) inQ und t >t

T(it) = T(F) fir F€Q
T(f,t) = Qo(f,t) fir 7el'r und t >t

6.1.4 Grundgleichungen der Hydrodynamik

Wir betrachten eine ideale Fliissigkeit, d.h. die Koh&sion wird vernachléssigt. Es seien:
U (z,t)— der Geschwindigkeitsvektor,

p(x.t)— die Dichte,

p(z,t)— der Druck,

F(z,t)— eine vorgegebene #uflere Kraftdichte.

In einer quellfreien Stromung muss die Anderung der in einem Raumgebiet G enthal-
tenen Fliissigkeitsmenge durch den Fluss iiber den Rand S des Gebietes GG erfolgen:

%///pdv:_//ﬁ-ﬂds@ﬁ _///div(ﬁ)dv.

Damit ergibt sich die Kontinuitétsgleichung:

dp

5 +divpu = 0.

Aus dem Kriftegleichgewicht (F' = m-a) wird nun die Bewegungsgleichung hergeleitet.
Die Beschleunigung der Teilchen wird durch den wirkenden Druck und die dufleren
Krifte verursacht. Mit dem Integralsatz nach Ostrogradskij ergibt sich:

//G/p%d‘/ = —/S/Pﬂd5+//0/pﬁdv
= —//G/gradpdV.Jr//G/p?dV
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Auflerdem ist bei der Berechnung der Beschleunigung die Verschiebung des Teilchens
selbst zu beriticksichtigen:

dw aﬁ+aﬁ@+@@+auaz

d 0t  Ox ot Oy ot 0z Ot
_ ow ow -~ ow =~ Ou
T ot T ar Ty T e

8U1 8”1 8U1 aul
(,’;LtQ U2 u1 UQ U u2

Ouz | Oug Ous Oug
ot T ap U1t U2 + U3

_ o + (v -v)u
Ot
Dabei gilt
d
t % 0 %, 0
— oy 9 ), 9 9 9
(W -V)=| u % u18x+u28y+u38z'
U3 &

Insgesamt erhalten wir fiir beliebige Gebiete G

//G/ (%—F(W-V)U) pdV = —//Zgradpdv.Jr//G/me’dv . dbh.

@+(7'V)
ot

—
Uu

1 —
= ——gradp+ F
p

Zusétzlich ist noch die thermodynamische Zustandsgleichung

p=f(p)

zu berticksichtigen.
Im rdumlich eindimensionalen Fall ergibt sich folgendes partielles Differentialgleichungs-
system

dp  O(pu)

o o Y

ou  ou _ 10p
ot or  pox

p = f(p)
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6.1.5 Allgemeine Grundséitze

Ein Korper R besitze die zeitlich verénderlichen physikalischen Grolen 2 (¢) und 9B ()
( z.B. Masse, Energie, Impuls, Warmemenge,... ). Zeitlich veréinderliche Vorgéinge sind
durch Bilanzgleichungen der Form

d

—RU({) = t 1

SAM =20 (1)

beschreibbar. Der Korper 8 nehme zur Zeit ¢ die Momentankonfiguration Q@ = Q (¢)

e1n:

T (t)

T=2Z(t)=1[ x2(¢)

T3 (t)
dr _ Geschwindigkeit
des Punktes

Zeitlich verdnderliches Volumenelement dS? :

% (dQ) = div (7) d2 - -t @
Q(1)

Q(ty)
Voraussetzungen:
1. Existenz von Dichtefunktionen:
A(t) = /a(f,t)dQ
Q
B (1) — /b(f,t)dQJr j[z‘)(f,t).dr
Q r

N——
Volumenintegral Oberflidchenintegral II. Art

a(&,t), b(Z,t) und b (&, t) seien hinreichend oft stetig differenzierbar beziiglich &
und {.
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2. Kontinuumshypothese:
Die Bilanzgleichung (1) gilt fiir beliebige Teilkorper & C & mit den Konfigura-
tionen ' C Q (I" = 09

Mit diesen Voraussetzungen folgt aus (1) die
globale Bilanzgleichung (Integralgleichung):

d

7 a(z,t)dQ) — /b(i:', t)dQ) — %b(f, t)-dl' =0 fiir beliebige ' C Q

194 94 I/

Da die Dichtefunktionen hinreichend oft stetig differenzierbar sind, gilt

4 @nae - /%[a(f,t}dﬂ] und

dt ] /
%[a(f,t)dfl] = l%a( )}dSHa( t)jt(dfl)

ot
Mit dem Satz von GAUS erhilt man weiter

b(Z,t)-dl = [ div (b(Z,t)) dQ.
¢ [ divbiz.0)

I 194

_ [aa (grad (a)" ﬁ)mdiv(m] a0

Mit diesen Beziehungen folgt aus der globalen Bilanz:

/[gctz <grad() ﬂ>+adiv(ﬁ>_b_dw(5) df2 = 0.

Auf Grund der Kontinuumshypothese mufl dann die
lokale Bilanzgleichung (Differentialgleichung) gelten:

gctz (gmd() )—l—adiv(ﬁ)—b—dz‘v@) = 0 in Q
bzw. @—l—adiv(ﬁ)—b—dz‘v@) = 0 in Q

dt



6.1. MODELLIERUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Zu den wichtigsten Bilanzgleichungen der Kontinuumsphysik gehoren:
— Massebilanz
— Impulsbilanz (und Drehimpulsbilanz)
— Energiebilanz (1. Hauptsatz der Thermodynamik).

Massebilanz

A)=M((t) = /p(f, t)dQ - Gesamtmasse in €2
0

p (¥,t) — Massedichte am Ort ¥ € Q zur Zeit ¢.
Globale Massebilanz:

d
%/p(f,t)dQ:O fiir alle Q' C Q
Q/

(Die Gesamtmasse eines Korpers ist zeitlich konstant!)
Lokale Massebilanz:

% - (grad (o))" T+ pdiv(7) = 0 i Q
bzw. % +div(pt) = 0 inQ
bzw. % +pdiv(¥) = 0 in§

Diese Gleichung heifit Kontinuitétsgleichung.

Impulsbilanz

p = Impuls = Masse - Geschwindigkeit = mv

123

NEWTONsches Grundgesetz der Mechanik: Die zeitliche Anderung des Gesamt-

impulses m eines Korpers ist gleich der auf ihn einwirkenden Gesamtkraft F:

d
L (md)=F.
o (mv)

)
—
~
N—
Il
vl
—~
~
N—r
I

p(Z,t)U(Z,t)dQ - Gesamtimpuls in Q

—~
~

N—
I
STl

—
~

N—
I

SR

r

o (F.1) §(F,1) 2 + 7{ 5@ 1) T - Gesamtkraft in Q
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Dabei sind:

(7,1) (7. ) d2 resultierende Volumenkraft mit der Kraftdichte g (Z,t)
PAEL) IAT, (z.B. Gravitationskraft, Zentripedalkraft, elekt.-magn. Kriifte)
Resultierende der Randkraftverteilung p'(Z, t)

p (1) |dL]] (z.B. Kontaktkrifte)

/
f

Xt

Spannungstensor:

Wird Q durch eine Ebene mit dem Normalenvektor 77 in Richtung der i— ten Koor-
dinatenachse aufgeschnitten, so gibt o;; (Z,t) die j— te Komponente (j =1,2,3) der
dabei freiwerdenden Schnittkraft im Punkt & zur Zeit ¢ an (j— te Komponente des
Spannungsvektors p = o1 ).

Insbesondere am Rand I' = 0f2 besteht das Kriftegleichgewicht

p(Z,t) = o (,t) 1 (Z,1) Zel



6.1. MODELLIERUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

und damit

74 Al = 74 o-dT

r r

Am unbelasteten Rand ist j= o7 = 0.
Der Spannungstensor o ist symmetrisch, d.h. o;; = 0.
Globale Impulsbilanz:

dt
9 0 N

Voraussetzung: Es gelte die globale Massebilanz % [ pd©2 = 0.
Q/

d dv

— 0dS) = —dS)

= 7 pud /pdtd
o] o)

Lokale Impulsbilanz:

—

p (% + (grad ()" - 17) —pj—div(e) = 0 in Q

—

d
bzw. pd—:—pg—div(a) = 0 in Q

Spezialfille:

4 pud§) — /pg’dQ - %a-dF =0 fir alle ' C Q; T' =0

125

1. Statische bzw. quasistatische Probleme; kleine Prozefigeschwindigkeiten =

v __
dt_O

pd+div(e)=0 in Q

Anwendungen: Festigkeitsprobleme der Elastizitéts- und Plastizitéitstheorie.

2. Zihe Medien ; Vernachléssigung der Beschleunigungskonvektion (grad (7))

ov

pa—pg’—dw(a):0 in €

—

- v

Anwendungen: Stromungsmechanik bei geringen Geschwindigkeiten und zihen

Medien.

3. Stationiire Vorgiinge; keine explizite Zeitabhéingigkeit, aber 7 # 0

p(grad (D))" -7 —pg—div(e) =0 in Q
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4. Turbulente Stréomungen:

d—)
p—v—pﬁ—div(a) =0 in Q
dt
Anwendungen: Meteoreologie, Meeresstromungen, Stromungen in Verbrennungs-

kraftmaschinen.

Zusammenfassung. Zu berechnen sind: 7 = 7 (t) (bzw. 0 =7 (t)), o = o (7, 1).
Dies ist allein mit der Impulsbilanz nicht in eindeutiger Weise moglich = zusétzliche
Bedingungen miissen formuliert werden:

1. Beschreibung der materiellen Korperbeschaffenheit = Konstitutive Gleichungen
2. Anfangs- und/oder Randbedingungen

6.2 Definitionen und Beispiele

In Analogie zu den gewohnlichen Differentialgleichungen gilt:

Definition 6.1 Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine un-
bekannte Funktion mehrerer unabhingiger Variabler und gewisse partielle Ableitungen
dieser Funktion mit den Variablen verkniipft.

Bemerkung 6.4 Die gesuchte Funktion und ihre Ableitungen miissen an der gleichen
Argumentstelle auftreten. Ist dies nicht der Fall, so liegen Differenzengleichungen oder
Integrodifferentialgleichungen vor.

Definition 6.2 Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung wird durch
die Ordnung der hochsten in ihr auftretenden Ableitung der gesuchten Funktion be-
stimmt.

Beispiel 6.1
1. Allgemeine Form einer partiellen Differentialgleichung n—ter Ordnung fiir die Funk-
tion u = u (z,y) :

F ol 2,y u, U,y Uy, Uggs Ugy, Uyy, Ug. . oo Uy.y | = 0.
n Abl. n Abl
2.
yu, — xu, =0 gesucht:  u=u(x,y)
3.
Uy — a*Upe = f(2,1) gesucht:  u=u(x,t)

Schwingungsdifferentialgleichung
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Definition 6.3 Die Funktion v = u(x,y,...) heift Losung der Differentialglei-
chung, wenn sie die erforderlichen Ableitungen besitzt und die Differentialgleichung
erfiillt.

Beispiel 6.2 Die Differentialgleichung yu, — xu, = 0 besitzt die Losung
u(z,y)=f (!752 + y2) und f € C'(—o00,00) beliebig.

Probe: y(f' (2® +y*)2z) — x (f (z* + y*)2y) =0

Interpretation: Die Losungen sind alle
glatten Rotationsfléichen
um die u — Achse.

Definition 6.4 Die allgemeine L6sung einer partiellen Differentialgleichung ist eine
Losung, die eine der Ordnung der Differentialgleichung entsprechende Anzahl willkiir-
licher unabhingiger Funktionen enthélt.

Eine partikulire Losung einer partiellen Differentialgleichung ist eine Funktion, die
man aus der allgemeinen Losung durch konkrete Festlegung der willkiirlichen Funktio-
nen erhélt.

Beispiel 6.3 v, =z +y =

1
u = /(x +y)dr = §x2 +axy+ ¢ (y) allgemeine Losung

1
= u= 5352 + 2y + y*> mogliche partikuliire Losung
Partielle Differentialgleichungen kénnen wie gewohnliche Differentialgleichungen auch
in Systemen auftreten.

Beispiel 6.4 Leitungs- oder Telegrafen - Gleichungen:

in+ Cuy + Gu = 0 } System fiir w (x,t) und i =i (z,t)

Definition 6.5 Eine partielle Differentialgleichung heifit linear, wenn die gesuchte
Funktion und ihre Ableitungen nur in linearem Zusammenhang auftreten. Anderen-
falls heifit sie nichtlinear.

Eine partielle Differentialgleichung heifit quasilinear, falls die hochsten auftretenden
Ableitungen nur linear miteinander verkniipft sind.

Eine partielle Differentialgleichung heifit inhomogen, falls ein Summand auftritt, der
nicht mit der gesuchten Funktion oder einer ihrer Ableitungen multipliziert ist. Ande-
renfalls heifit die Differentialgleichung homogen.
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Beispiel 6.5 Modellierung einer chemischen Reaktion zwischen zwei Stoffen in einem
Rohrenreaktor:

a, b : Konzentrationen der Ausgangsstoffe A, B (konstante Groflen)

u, v : Konzentrationen der Endprodukte U, V'

D+, D, : Diffusionskoeffizienten

w — | Ditge |+ | v*v |+ b+Du —| a |= 0
v, — | Dovgy | — | w20 | — bu = 0
quast- nichi- nho-
linear linear mogen

Beispiel 6.6

| Differentialgleichung H Ord. | Lin. ‘ Quasilin. ‘ Hom. ‘ Nichlin. ‘
AU = Upy + Uy +u.. =0 || 2 R *
r*u, — (sinx)u, —ayu =10 || 1 * * *
U Ugy + u* = sinx cos x 2 * ?
UgyyUzzz + Uz =0 3 * ¥

Aufgaben mit Nebenbedingungen:
Vorgiinge in Naturwissenschaft und Technik laufen im Raum und in der Zeit ab =
t,x,y, z treten als unabhéngige Variable auf.
In der allgemeinen Losung sind durch die willkiirlichen Funktionen uniiberschaubar vie-
le Losungen enthalten, auch unsinnige. = Abgrenzung durch zusiitzliche Forderungen
aus der Technik bzw. dem zugrundeliegenden System oder Prozess. Diese zusétzlichen
Forderungen kénnen in die folgenden zwei Klassen eingeteilt werden:

Randbedingungen fiir den Ort z,y, z

Anfangsbedingungen fiir die Zeit ¢
Je nachdem welche Zusatzbedingungen vorliegen, heiflen die entsprechenden Aufgaben
dann Anfangswertaufgaben (AWA), Randwertaufgaben (RWA) oder Anfangs-
Randwert-Aufgaben (ARWA).

Beispiel 6.7

T, —d*T,, = 0 fir —co<zr<oo undt>0
T (z,0) = Tycosz  fir —g<x<g

Gesucht: T' =T (z,t) fir —oo <z <oo undt>0 = reine AWA, keine Randbe-
dingungen
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Physikalischer Hintergrund: Langer diinner Stab mit wirmeisoliertem Mantel. Ein Wiir-
meaustausch ist nur an den Stabenden moglich. T' (z,t) gibt die Temperatur im Stab
an.

Tycos(x) AT t=0
> Stab
| 1 o
T 0 3

Praktisch kann das Fehlen von Randbedingungen damit interpretiert werden, dass nur
Temperaturverteilungen von Interesse sind, die weit von den Enden des Stabes ent-
fernt sind. = Wérmeleitung im oco— langen Stab. Gefordert werden mufl allerdings:
|T (z,t)| < oo fiir alle x, t.

Beispiel 6.8

o*w otw o'w 1 ,

o +28x28y2 + o =P (z,y) in Q (K = const)

w(0,y) = wlay)=w(r0)=w(wb) =0 (1)
we (0,y) = ws(a,y) = wy (2,0) = wy (z,0) =0 (2)

Gesucht: w = w(z,y) in Q@ = {(z,y) ER? |0 <z <a, 0<y<b} = reine RWA;
kein Zeitbezug (statisches Problem)

Physikalischer Hintergrund: Die Differentialgleichung beschreibt die Durchbiegung diin-
ner Platten. Dabei ist K die Plattensteifigkeit und p (x,y) die Dichtefunktion der Fli-
chenbelastung in z— Richtung.

Die RB (1) beschreibt eine feste Einspannung am Rand (keine Durchbiegung)

Die RB (2) legt fest, dass die Platte am Rand nicht sofort abknickt (horizontale Tan-
genten in x— und y— Richtung).

p(x.y)
‘ Platte
5 a »
JL l i X xy-Ebene

b
A Durchbiegung w(x,y)

y z v W,z der Platte
Beispiel 6.9

9 . s s
T, —a’T,, = 0 fiir —§<x<§ und ¢t >0
s s
T (z,0) = Tocosz fir —-<ax<—=  (Ty=const)

2 2

T(—f,t) — 0 (1) wd T, (g,t)zo 2) t>0
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Gesucht: T'(z,t) fir —3 <x <% undt>0= ARWA

Physikalischer Hintergrund: Wirmeleitung in einem Stab endlicher Lénge. T (z,t) be-
schreibt die Temperaturverteilung im Stab unter der Bedingung, dass der Stabmantel
warmeisoliert ist.

RB (1) : Temperatur wird auf 0 °C' gehalten.

RB (2) : Kein Wirmeaustausch (adiabatische Randbedingung, Wérmestrom gleich
Null)

Eigenwertaufgaben treten auf, wenn in der Differentialgleichung ein Parameter A
enthalten ist und in Abhéingigkeit vom Wert von A nichttriviale Losungen gesucht
werden.

Beispiel 6.10 HELMHOLTZ-Gleichung (Diese Gleichung entsteht aus der Schwing-
ungsdifferentialgleichung im zweidimensionalen Fall, wenn ein Separationsansatz zur
Losung Verwendung findet.)

Usg + Uy +Au = 0 in Q= {(z,y) eR*|2*+y* <1}
u(z,y) = 0 fir (x,y)GFz@Q:{(x,y)E]R2|x2+y2:1}
Gesucht: Alle A fiir die eine Losung u (x,y) # 0 in § existiert.

Physikalische Interpretation: u (z,y) ist die Auslenkung einer schwingenden Kreismem-
bran, die am Rand fest eingespannt ist (Pauke).

Korrekt gestellte Aufgaben
Es werden im Weiteren nur korrekt gestellte Aufgaben betrachtet, die folgende Forde-
rungen erfiillen miissen:

1. Die Existenz einer Losung ist gesichert.
2. Die Eindeutigkeit der Losung ist gesichert.

3. Die Stabilitéit der Aufgabe ist gesichert: d.h. die Losung hiingt stetig von den
Eingangsdaten ab .(D.h., kleine Anderungen der Anfangsbedingungen, der Rand-
bedingungen bzw. der Koeffizienten fithren nur zu kleinen Anderungen in der
Losung.)

Beispiel 6.11 fiir eine nicht korrekt gestellte Aufgabe (HADAMARD, 1865 - 1963):

U + Ugy = 0
u(z,0) = f(x)
u(z,0) = é(z)

fiur —o0 < x< o0
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1. Aufgabe: f(x) =0; o¢(x): beliebig, fest liefert die Losung u(z,t)

2. Aufgabe: f(z) =0; ¢(z) = Lsinax; a >0 liefert die Losung u(x,t) = 25 sin aw sinh ot

Es gilt: HE&(@HC = max,ep |+ sinaz| = 1 =30

D.h. ¢(z) stellt fir « — oo eine kleine Storung in den Anfangswerten dar.
(lz —yll = d(z,y), setzey=0 = |lz]| =d(z,0),
Im Cla,b] gilt: d(x,y) = maxeqy |2(t) — y(t)].)

Da die Aufgabe linear ist, ist die Uberlagerung beider Lisungen erlaubt:

3. Aufgabe: J(x) = f(x)+ f(2) =0, &) = o)+ d(x); Ulw,t) = u(w,t) +7(x,1)
Fiir die Differenz zwischen der Losung der 3. und der 2. Aufgabe ergibt sich damit

(1) — ul,t) =z, 1), o) - é(z) = 6(x)
[T(z, to) — u(z, to)||o = lu(x, to)|| o = maxyer |5 sin cx sinh oty |

. _ a—0o0
= ésmhato = %%(e@to —e ) — o

d.h. aus H%(w)”c < e (giiltig fiir Va > %) folgt nicht |[a(x,to) — u(z,to)||o < &

6.3 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

6.3.1 Kilassifizierung partieller Differentialgleichungen 2. Ord-
nung

Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung spielen in der Praxis eine bedeutende Rol-

le. Entsprechend der folgenden Einteilung werden Klassen von Problemen betrachtet,

deren Losungen gemeinsame Eigenschaften besitzen.
Allgemeine Form einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung:

n 92 ou 0 ) 11
aij—u—}—F(f,u, i u) =0 =1 ..
1 xXT

Ox;0x; Ox1’ Oxs’ 7 Oz,

ij= n
Da die zweiten partiellen Ableitungen stetig sein sollen, gilt nach dem Satz von SCHWARZ:

aij = Clji.

Die Koeffizienten a;; konnen Funktionen von # und u sein. Hier wird nur der Fall einer
Abhéngigkeit der Koeffizienten von Z behandelt, d.h. lineare Differentialgleichungen:

aij = ag; (T).
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2

n U
Definition 6.6 Der Anteil ———
nition er Antei i’JZ::la T

Eine pDGL 2. Ordnung heifit in Normalform, wenn alle a;; mit 7 # j gleich Null
sind.

heiit Hauptteil der pDGL 2. Ordnung.

Der Typ einer pDGL 2. Ordnung wird durch die quadratische Form

n
— — -
T) = E Qi T;x; = -

3,j=1

bestimmt. Wegen A = A” existiert fiir die Matrix A ein Basissystem aus Eigenvektoren
é (i=1,...,n), wobei
Ad=\e

Fiir die Matrix | |
C=| ¢ e .. é,

gilt C~'= C7, d.h. sie ist orthogonal.
Mit der Koordlnatentransformat1on 7=CT ¥ bazw. Z=C ¥ ergibt sich:

A0 0
N _ AT A = AT T 0 A 0 L
QF) =T Ai=y CACy=y J= Q)
0 0 Ao

Diese Transformation entspricht der Hauptachsentransformation aus der linearen Al-
gebra.
Zusammenhang zwischen Differentialgleichung und quadratischer Form

u = u(@ §=C'F F=Cy u=1u(y)
ou Z@u@yr - ou

— N, 2L Kett 1
o 0 9, 2 c i ( Kettenregel )

0%u - 0%u Oy, zn:
fry CZT‘ _— = C’L’f‘ C s
O0x;0x; e 0y, 0y, Ox; = 7 Oy, Oy

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man

" " 21 . 0%
Z ”8x 895 Z Z“”C“”CJSa 0% r;é” "0y, 0y, N Do

i,7=1 i,j=1r;s=1
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Bemerkung 6.5 Der Hauptteil der pDGL 2. Ordnung wird genau so transformiert
wie die quadratische Form.
Die Klassifizierung pDGL 2. Ordnung wird anhand von Eigenschaften der quadrati-
schen Form vorgenommen.

Definition 6.7 Die Eigenwerte der Matrix A seien \; (i = 1,...,n). Die pDgl 2. Ord-
nung heiflt in einem Punkt ¥ des Definitionsgebietes

a) elliptisch, wenn alle \; # 0 sind und gleiches Vorzeichen besitzen (Die quadratische
Form ist dann positiv definit bzw. negativ definit.)

b) hyperbolisch, wenn alle \; # 0 sind und ein Eigenwert im Vorzeichen von den
restlichen abweicht.

c) parabolisch, wenn wenigstens ein EW \; Null ist.

Bemerkung 6.6 Die Anzahl der EW mit dem Wert Null bzw. mit negativen oder
positiven Vorzeichen ist invariant gegeniiber den angewendeten Ahnlichkeitstransfor-
mationen CTAC mit C~'= C”. Folglich ist der Typ der pDGL unabhiingig vom
Koordinatensystem.

Beispiel 6.12

Uy — gy + Uyy + 4ty + Guyy — 4uxyj = 52% + uyu + Tyu

~
Hauptteil der pDGL 2. Ordnung

1 2 3 1-x 2 3|
A= 2 -4 -2 | =det(A-XE)=| 2 —4-X -2 |[=0
3 -2 1 3 —2  1-)

00 = (1=XN)(=4=X)1=X)—-12-12-9(—=4—-X)—4(1 =\ —4(1-))
—A3 =202 24

=X =0, o =4, \3=—-6 = pDGL ist parabolisch
Normalform der pDGL:

ou ou ou ou
4 -6 + F ) ) /L_l’v . ' 9. =0
OyoOys  OysOys (yl 2 o 6y2>

Beispiel 6.13

oT 282T
ot~ " 0a?
2T
Hauptteil: GQ% = A= 8 02 =M =0, \p=0d’

= Differentialgleichung ist parabolisch
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Beispiel 6.14

Upp + Uyy + Uz — Uy = 2 (Up +uy) = Au — uy

~-
Hauptteil der pDGL 2. Ordnung

1 00 O

010 O : : : . .
001 0 = Differentialgleichung ist hyperbolisch
000 —1

Beispiel 6.15

Ay + 2bUgy + cuy,  + F(2,y,u,u;,u,) =0

~
Hauptteil der pDGL 2. Ordnung

a— A b

b b c—A

2
A2 = a;ci\/(a—gc) —ac + b?

A - (a i’);»deuA_AE):

Fallunterscheidung:

b —ac >
b —ac =

W —ac <

Spezialfall:

0= A1 >0; Ay <0 = Differentialgleichung ist hyperbolisch
0= X =0; Xy =a+ c= Differentialgleichung ist parabolisch
0 = A\; und Ay haben Vorzeichen von a + ¢ = Differentialgleichung ist elliptisch

Upg — Ugy + Uyy + T =0=a = 1; b:—% und c =1
= b —ac= —% < 0 = Differentialgleichung ist elliptisch.

Beispiel 6.16

(Y
A ()

Ylgy + TUyy — Uy = 1
N———

Hauptteil

0
x):>)\1—y, )\2—1‘

Der Typ der Differentialgleichung ist von x und y abhéngig:

xr<0und y >0 x>0und y >0
= Differentialgleichung ist hyperbolisch = Differentialgleichung ist elliptisch
x<0und y <0 x>0und y <0
= Differentialgleichung ist elliptisch = Differentialgleichung ist hyperbolisch

Auf den Achsen = 0 oder y = 0 ist die Differentialgleichung parabolisch
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6.3.2 Elliptische Differentialgleichungen

Stationdre Probleme (unabhingig von der Zeit)

Au+XNu = —f mit A € R HELMHOLTZ-Gleichung
Au = —f POISSON-Gleichung
Au = 0 LAPLACE-Gleichung

entstehen z.B. bei der Berechnung

— des Gravitationsfeldes u zur Verteilung der Massendichte f
— des elektrischen Potentials v zur Verteilung der Ladungsdichte f

Bei elliptischen Differentialgleichungen liegen reine Randwertaufgaben vor:
Gesucht ist die Funktion u, die im Raumbereich €2 Losung der Differentialgleichung ist
und auf dem Rand I' = 02 die Randbedingung

= + =
a@n ﬁur Y

erfiillt. Dabei sind «, 8 und ¢ vorgegebene Funktionen mit a, 3 =2 0 und oo+ 3 > 0 auf

dem Rand I'. —Qi bezeichnet die Richtungsableitung am Rand in Richtung der &ufleren
7

Normalen 7.
Einteilung der Randbedingungen

a)a = 0; =1, =up=9 Randbed. 1. Art (DIRICHLETSsche RB.)
Ba = 1 g—0 =2 _ Randbed. 2. Art (NEUMANNsche RB.)
@ = 5 PEY oit|p Fluss durch die Oberfliche
ca =1, >0, = % + fu| = Randbed. 3. Art
n r

Die Losung der RWA bei elliptischen Differentialgleichungen ist stark abhingig von der
Geometrie des Gebietes (2. Nur fiir einfache Gebiete existieren analytische Losungen.
Deshalb verwendet man numerische Lsungsverfahren (FEM, FDM). Die auftretenden
Operatoren haben vielfach gute Eigenschaften (positiv definit, selbstadjungiert), so
dass in diesen Fillen auch die Konvergenz der verwendeten Verfahren bewiesen werden
kann. Es gilt das Maximumprinzip, d.h. die Extrema der Losungen werden auf dem
Rand des Gebietes angenommen. Die Losung kann in einfachen Féllen mittels der
entsprechenden Greenschen Funktion dargestellt werden.
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6.3.3 Parabolische Differentialgleichungen

Parabolische Differentialgleichungen entstehen bei Diffusions- und Wirmeleitproble-
men:

u, — a?Au + bu f a,beR
w —a*Au = f
u —a’Au = 0

Bei der Wirmeleitung ist v die Temperatur und f (7, ¢) die Warmequelldichte.
Die Losung u = u (#,t) wird in einem Raum-Zeit-Bereich Q7 mit

Qr = Raumbereich Q x Zeitintervall (to,%g)

gesucht. Als Nebenbedingungen kénnen auftreten:

a) Anfangswerte (CAUCHY-Aufgabe):  uf,_, = (Z) mitZe

b) Randwerte: a—+Pul =@ t>t

on r
Damit sind sowohl reine AWA als auch ARWA moglich. Interessiert nur der stationére
Zustand (t — o0), so ist u; = 0. Die parabolische Differentialgleichung geht in diesem
Fall in eine elliptische Differentialgleichung iiber. Ebenso wie bei diesen existieren nur
fiir einfache Gebiete analytische Losungen, die auch mittels Greenscher Funktion no-
tiert werden konnen. Die auftretenden Operatoren sind nur noch semidefinit, aber das
Maximumprinzip gilt weiterhin. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Information ist
unendlich grof.

6.3.4 Hyperbolische Differentialgleichungen

Alle Schwingungsvorginge fiithren zu hyperbolischen Differentialgleichungen (Schwin-
gungen einer Saite, Membran, fliissiger oder gasformiger Kontinua, dabei wird die Rei-
bung vernachlissigt)

ug — a?Au+bu = f
uy —a*lu = f
0

Uy — a?\u =

a,beR

f (Z,t) ist die Dichte einer &ufleren Kraft bei erzwungenen Schwingungen
Die Losung u = u (#,t) wird in einem Raum-Zeit-Bereich Qr = X (o, tr) gesucht.
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Als Nebenbedingungen konnen auftreten:

a) Anfangswerte: ul_, =11 (Z) und wl_, =1, (¥) mit ¥

b) Randwerte: aa—g +pu| =y (X))  t>t
on r

Damit sind sowohl reine AWA als auch ARWA moglich.

Beispiel 6.17 ARWA der schwingenden Saite
a) Saite fest eingespannt bei = 0 und x = [. Diese Saite wird zur Zeit ¢ = 0 angehoben
und losgelassen (Zupfen der Saite):

urt=0
Uy = a*uy, fir 0<z <! und t>0 Ax)
u(x,0)=¢(x) w(z,00=0 fir 0<az<l
u(0,t) =u(l,t)=0 firt>0 X
0 T

b) Saite fest eingespannt bei x = 0 und = = [. Diese Saite wird zur Zeit ¢ = 0 mit der
Geschwindigkeitsverteilung ¢ (z) (0 < 2 <[ ) angeschlagen (Anschlagen einer Saite,
z.B. mit einem Hammer wie bei einem Klavier):

Uy = A Ugy fir 0<ax<! und ¢t>0

u(xz,0) = 0 w(z,0)=v¢(zx) fir O<z<l
u(0,t) = u(l,t)=0 firt>0

c) Saite sei bei x = 0 fest eingespannt und besitzt bei x = [ eine elastische Lagerung
(mittels Feder):

Uy = AUy fir 0<ax<! und ¢t>0
u(0,t) = 0 fir t>0
ug (LL,t) = klu(l,t) —u(l,0)] firt >0

ergiinzt durch geeignete Anfangsbedingungen
mit der Federsteifigkeit & und der Anfangsauslenkung u ([,0) .

Die Losung hat Wellencharakter, d.h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Informati-
on ist endlich. Das Maximumprinzip kann damit nicht mehr gelten. Die auftretenden
Operatoren sind indefinit, was die Konvergenzuntersuchungen fiir die verwendeten nu-
merischen Losungsverfahren sehr erschwert. Einfache Aufgaben konnen mit dem Se-
parationsverfahren oder dem Verfahren nach d’Alembert gelost werden. Fiir lineare
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Probleme kann zusétzlich das Superpositionsprinzip verwendet werden, so dass Losun-
gen in Reihengestalt entstehen Bei nichtlinearen Problemen kommt es zur Abflachung
oder Aufsteilung vorhandener Wellen. Es konnen dadurch Losungen mit einer Sprung-
stelle endlicher Hohe entstehen, die nicht mehr der Ausgangsdifferentialgleichung genii-
gen.(Schockwelle) In solchen Féllen ist es ratsam, auf die entsprechenden physikalischen
Erhaltungssiitze in Integralform auszuweichen und den Lésungsraum zu erweitern auf
Losungen mit verallgemeinerten Ableitungen.

Zusammenfassung:
Typ: hyperbolisch parabolisch elliptisch
Standardvertreter Uy — Au =20 u— Au =20 Au=0
Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Information endlich unendlich unendlich
Losungseigenschaften Wellenform Maximumprinzip Maximumprinzip
Analytische Losung mittels ~ Fourierentwicklung  verallg. Fourierentw. Funktionentheorie
Anwendungen u.a. bei Schwingungen Wiérmeleitung Potentialberechnung

Stromungsmechanik  Diffusion
Akustik

6.4 Losungsmethoden im Uberblick

Im Zusammenhang mit praktischen Aufgabenstellungen sind AWA, RWA oder ARWA
zu losen. Folgende Losungsmethoden sind gebréuchlich:

1.

6.

Allgemeine Losung bestimmen und daraus die partikuldre Losung ableiten.
(nur in Spezialféllen moglich)

Separationsmethode

Exponentialansatz als Spezialfall der Separationsmethode
Konstruktion von Losungen durch Uberlagerung bekannter Losungen.
Integraltransformationen

Numerische Verfahren

zu 1.: Riickfiihrung auf eine quasilineare partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung

Beispiel 6.18 u,, + 2uy, +uy, =0
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Voraussetzung: stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung = u,y, = Uy,

N 0 (ug + uy) _i_a(um—l—uy)

ox Jy =0

Upg + Uyy + Ugy +Uyy =0
N—— N——

0 (ugy +uy) 0 (uy +uy)
Ox dy

Setzen u, + u, = p = p, + p, = 0. Dies ist eine lineare homogene part. Differential-
gleichung 1. Ordnung, die mittels der Charakteristikenmethode losbar ist:

de dy
T =7 oy e=cmpEy) =l -
= p=uz+uy, = ¢ (y —x) Dies ist eine lineare inhomogene part. Differentialgleichung

1. Ordnung, die ebenfalls mittels der Charakteristikenmethode l6sbar ist:

de  dy du dz

== =

1 1 gp(y—l‘) du

%—w(y—w)
, vy _ .. _
Losung von —— =1: ¢ =y — .
dz

Lésungvon%:go(y—x): %:¢(01):>u:g0(01)x+02

=>co=u—pla)r=>c=u—py—a)x
Allgemeine Losung der part. Differentialgleichung:
F(ci,c0) = Fy—xz,u—¢(y—x)x) F - beliebig stetig differenzierbar.

oder @ u—gpy—z)z=f(y—x) bzw. u=py—z)z+ f(y—2)
f und ¢ beliebig stetig differenzierbar.

zu 2.: Die Separationsmethode
Voraussetzungen: 1. Gleichungen sind linear und homogen
2. Es treten keine gemischten Ableitungen auf
3. Koeffizienten vor den Ableitungen sind Funktionen
der gleichen Variablen wie die Ableitungsvariablen.
4. Koeffizienten vor der gesuchten Funktion sind
Linearkom. von Funktionen der Variablen.
Die Separationsmethode ist folglich z.B. auf die Differentialgleichung

@ () gz + 0 (y) uyy = (cf1 (2) +df (y)) u

anwendbar. Die Separationsmethode fithrt unter gleichen Voraussetzungen auch bei
Differentialgleichungen hherer Ordnung und mit mehreren Variablen zum Erfolg.
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Beispiel 6.19 Eindimensionale Schwingungsgleichung wuy; = a?u,,
Ansatz: u =X ()T (t) = tuge = X" (2) T (t) und uy = X () T"(¢)
und damit X (z)T" (t) = a*X" (2) T (t) =

iT/l (t) B X// (l.)
a2 T(t) X(x)

=k = const : Separationskonstante

Man erhélt folglich die beiden gewohnlichen linearen homogenen Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung mit konstanten Koeflizienten:

17" (t) . 1" 2 —

ZTH E oder T"(t) —ka*T'(t) =0 (1)
X7 (x) o oder ") — ) =
X - k oder X"(z)—kX(z)=0 (2

Allgemeine Losungen fiir (1) und (2):

k>0: T(t) = cieVhat 4 cpe—Vhat X (z) = czeVF 4 cpeVEe

k=0: T(t)261+02t X($)203+C4l'

k<0: T(t)=ccos (a\/—kt) + ¢y 8in (a\/—kt) X (x) = c3cos (\/—k:x) + ¢4 sin (\/—lm)
=u=X(x)T(t).

Bei Hinzunahme von homogenen Randbedingungen X (0) = X (1) = 0 ergibt sich:
a) Firk >0:

!
X(O):C3+C4:O | :>63:C4:O furallek>0
X (1) = czeV® 4 ceVH =0

Nur die triviale Losung X (x) = 0 ist maglich.

b) Es sei k =0:

X(0)=c3=0

\ =c3=c4 =0 firallek>0
X()=cal=0

Nur die triviale Losung X (x) = 0 ist moglich.
c) Es sei k < 0: In diesem Falle hat die allgemeine Losung die Darstellung

X (z) = ¢z cos (\/—_kx) + ¢4 8in (\/—_kx)
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und damit st
X(0)=c3=0

! N sm(@z):o;xmzzm
X (1) = cysin (V=Kl) =0

= \/—_k:?; n==+1,4+2 ..

Nur fiir die Parameterwerte k, = — (%)2; n = =+1,42, ... gibt es nichttriviale Losun-
gen fiir X () in der Form

X, () = C, sin (#) n=1,23, ..
Fiir n < 0 ergeben sich linear abhdngige Losungen.

Fiir die Lésung der Differentialgleichung T" — ka*T = 0 mit k = k, = — (”%)2
n = 1,2, ... erhdlt man dann:

t t
T, (t) = A, cos (m;a ) + B, sin (m;a ) n=12,..

Damit ergeben sich die Losungen

up (x,t) = T, ()X, (v)

nmat . [ nmat . (NTX
= (an cos (T) + by, sin (T)) sin (T) , n=12 ..

die neben der Differentialgleichung noch die homogenen Randbedingungen erfiillen.

Bemerkung 6.7 Spezielle Losungsansitze liefern immer nur Losungen der angesetz-
ten Struktur. Die allgemeine Losung kann dariiber hinaus Losungen vollig anderer
Struktur besitzen. Eine Anpassung an die Anfangswerte oder Randwerte mufl deshalb
nicht zwingend moglich sein.

zu 3.: Der Exponentialansatz
Diese Methode ist fiir lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten geeignet. Ansatz:

n

u = u(zy,Ta,...,T,) = €Xp (E Ozil'i>
i=1

= Uy, = und  Uge, = Qo

Aus der Differentialgleichung wird damit eine Bestimmungsgleichung fiir die «;.
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Beispiel 6.20
1. hyperbolische Differentialgleichung: ., — uy, =0

Ansatz: u=e*t =2 - > =0=f=+a=

2. parabolische Differentialgleichung: ., —u; =0

Ansatz: u=etW =2 - p=0=pB=0’=

U = eaw«#ozzt.
Vergleich der Methoden zu 2. und 3.:
Wenn beim Separationsansatz mit

a1T] 0272 QAnTn

€ ..e

U(T1y ey Tp) = g (21) Uz (22) .ty (T,) = €

gearbeitet wird, so erhilt man den Exponentialansatz. Im Beispiel der eindimensionalen
Schwingungsdifferentialgleichung erhélt man mit @ = 1, vk = @ und ¢ = ¢4 = 0 eine
zum Exponentialansatz analoge Losung.

zu 4.: Konstruktion weiterer Losungen aus bekannten Lésungen

a) Superpositionsprinzip:
Es seien uq, us, ..., u, partikulire Losungen einer linearen, homogenen partiellen Diffe-
rentialgleichung Dann ist

n
U= E CrUL ¢, = const. fiir alle &
k=1

eine Losung der Differentialgleichung.

b) Verallgemeinerung des Superpositionsprinzips:
Es seien uq, us, ..., Uy, ... abzéhlbar viele partikulire Losungen einer linearen, homoge-
nen partiellen Differentialgleichung Dann ist

o
U= E CrlUk ¢, = const. fiir alle &
k=1

ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung, falls die Reihen der in der Differential-
gleichung benétigten Ableitungen von u im betrachteten Bereich gleichmiflig konver-
gent sind.
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Beispiel 6.21 Betrachte Beispiel 4.8. Da die Differentialgleichung uy; — a*uze = 0
linear ist, ist auch die Superposition der Losungen u, (z,t)

u(x,t) = Z (an CoS (m;at) + b, sin (m;at)) sin (?)

n=1

eine Losung der Randwertaufgabe unter der Voraussetzung, dass diese Rethe gleichmi-
Big konvergiert und zweite Ableitungen nach t und x besitzt.)

c) Ist w = u (z,y, ) eine Lésung einer linearen homogenen Differentialgleichung und
ist D («) eine integrierbare Funktion, so ist auch

v (z,y) :/D(oz)u(x,y,oz)doz

eine Losung der Differentialgleichung, falls alle benstigten Ableitungen unter dem In-
tegral gebildet werden konnen.

d) Ist u =wu(x,y,...) eine partikulire Losung einer linearen homogenen partiellen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, so ist auch u; = u (z — &,y — 7, ...)
mit den konstanten Parametern £, 7 eine Losung der Differentialgleichung.

e) Es sei w (¥) = u (Z)+iv (¥) Losung einer linearen homogenen Differentialgleichung,
dann sind « (Z) und v (%) ebenfalls Losungen der Differentialgleichung.

Beispiel 6.22 Exponentialansatz fiir die elliptische Differentialgleichung;:
Ugg + Uyy = 0

Ansatz: u =t = 24+ > =0= = tia =

u = e — % (cos (o) £ i sin (ay))
uy = e** cos () entspricht  Re (u)
ug = €™ sin () entspricht  Im (u)
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7 Diskretisierungskonzepte fiir
Randwertaufgaben

7.1 Grundprobleme bei der Diskretisierung von ana-
lytisch gegebenen Aufgaben

Die oben angegebenen Aufgabenstellungen werden nur in Spezialfillen analytisch 16s-
bar sein. Im allgemeinen Fall ist die Diskretisierung von Réumen, Gebieten und/oder
Operatoren unumginglich. Durch Verallgemeinerung von Losungsansiitzen, die aus
der Grundlagennumerik bekannt sind, entstehen dabei verschiedene Verfahren. Ihre
Brauchbarkeit und Giite wird mit Eigenschaften der Approximation, Stabilitit und
Konvergenz verkniipft, die an verschiedenen Stellen des Modells untersucht werden:

analytisches
Problem

Diskretisierung -
Approximations-
ordnung

analytische
Lésung
Ergebnis:
Funktionen

diskrete
Ersatzaufgabe

numerisches
Verfahren -
Stabilitat

Konvergenz -
Genauigkeits-
ordnung

Lésung der naherungswei-
Ersatzqufgabe se numerische
Ergebnis: Auswertung

Vektoren Erg.:Vektoren

Im Weiteren beschreibt die Eigenschaft ,diskret” den Gegensatz zu ,stetig”.
Zur numerischen Losung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen mit

145
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Randbedingungen werden die gleichen Herangehensweisen und Verfahren verwendet.
Zwecks besserer Ubersichtlichkeit erfolgt die Herleitung und Demonstration der Wir-
kungsweise der Verfahren zuniichst fiir Randwertaufgaben von gewohnlichen Differenti-
algleichungen. Spiter werden die Erkenntnisse auf Funktionen mehrerer Verénderlicher
ausgedeht. Die Verfahren fiir Randwertaufgaben bauen teilweise auf den Verfahren fiir
Anfangswertaufgaben auf, so dass deren Kenntnis von Vorteil ist. Andererseits werden
gegeniiber numerischen Verfahren fiir Anfangswertaufgaben neue Losungsansitze be-
notigt, da an mehreren Randpunkten gleichzeitig vorgegebene Werte fiir die gesuchte
Funktion oder eine ihrer Ableitungen realisiert werden miissen.

7.2 Demonstrationsaufgabe

7.2.1 Klassische Formulierung

Zum Vergleich der einzelnen Verfahren wird die folgende Randwertaufgabe_ benutzt:
Gesucht ist die iiber I = (z,,z.) zweimal stetig differenzierbare und in I = [z, x|
stetige Funktion y(x),so dass gilt:

—k(x)y"(z) +q(x)y(z) = f(x)  Veel (DI1)

a1y(wa) + agy'(Ta) =
51y(xe> + 52y’(xe) = ,u2 } (DQ)

Diese Randwertaufgabe besitzt eine eindeutige Losung y(z),die im Inneren von I zwei-
mal stetig differenzierbar ist, wenn die gegebenen Funktionen f(z),k(x),q(x) stetig
sind.

Beispiel 7.1 Betrachtet man die stationdre Warmeleitung in einem Stab mit

o dem Anfangspunkt x, und dem Endpunkt x.,
o der Wirmeleitfihigkeit des Stabmaterials k(z) = k = const.,
e der Dichteverteilung der Wirmequellen f(x) im Stab und

e der Funktion q(x) fir den Warmeaustausch mit der Umgebunyg,
so stellt sich im Stab eine stationdre Temperaturverteilung y(x) ein, die folgender
Randwertaufgabe geniigt:

—ky"(x) + q(z)y(x) = f(2) fiir x, <x < T,
y(ma) = 13 y('xe) = U } <D3)
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Stab
Tempe- Tempe-
ratur Ky ratur p,

Mit oy = B, =1 und oy = 8, = 0 ldsst sich diese Aufgabe in (D1, D2) einpassen.

Im einfachsten Fall lautet dieses Problem:

—y'(x) = f(x) }
Y(za) = pas y(we) = 1o

Fasst man diese Aufgabenstellungen zusammen, so entsprechen sie dem Operatorpro-
blem Ay = f, wobei die Randbedingungen in dem Differentialoperator A enthalten
sind.
Aufgabenstellungen der Art (D1, D2), (D3) bzw. (D4) werden als klassische Formulie-
rungen bezeichnet. Den Ausgangspunkt fiir einige Losungsverfahren bildet jedoch die
verallgemeinerte oder Variationsformulierung bezeichnete Aufgabenstellung. Um diese
aufschreiben zu konnen, ist die Einfiihrung einiger Begriffe erforderlich.

(D4).

7.2.2 Grundbegriffe

Definition 7.1 Raum der iber (z,,x.) quadratisch summierbaren Funktionen:

Loz, 70) = {u(x) 3 / (z)dz < oo}.

Die Elemente dieses Raumes sind Klassen #dquivalenter Funktionen, d.h. Klassen von
Funktionen, die bis auf eine Menge vom Mafl Null beziiglich der Integration iiberein-
stimmen. Fiir zwei solche dquivalente Funktionen gilt demnach:

/x (s () — a())2d = 0.

Aquivalente Funktionen werden deshalb nicht unterschieden, sondern als gleich be-
trachtet
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sind Elemente von Lo(—1,1), und es gilt dort ui(x) = ug(x).

Die Elemente von Ly(x,,x.) bilden einen linearen (Vektor-)Raum, in dem eine Norm
eingefiihrt werden kann.

Definition 7.2 Fin linearer Raum, in dem jedem Element u eine relle Zahl ||u|| zu-
geordnet werden kann, fiir die gilt:

i) lu|| > 0 A Jul|=0<=u=0
i) lau| = |a] - |ull
i) Jutol| < full + vl

heifit normierter Raum, die Zahl ||u|| Norm des Elementes u.

Die Norm erlaubt es, den Abstand zweier Elemente zu quantifizieren als ||u; — us|| .

Beispiel 7.3 Der Raum La(z,,z.) ist mit |jull,, = ,/f;j u?(x)dz ein normierter

Raum.

Definition 7.3 Skalarprodukt

H sei ein linearer Raum. Jedem Paar x,y € H wird eine komplexe Zahl (x,y) mit
folgenden Eigenschaften zugeordnet:

1) (z,2) 20 A (2,2)=0<=2=0

2) (x,y) = (y, v)

3) (ax + By, z) = a(zx, 2) + By, 2) Va,y,z € Ha,B € C

Dann heifit (z,y) inneres oder skalares Produkt von x und y.

Definition 7.4 Hilbertraum

FEin linearer Raum H mit dem inneren Produkt (x,y) € C, der beziglich der durch
die Norm ||z|| = +/(z,x) induzierten Metrik d(x,y) = ||x — y|| vollstindig ist, heifit
Hilbertraum.

Beispiel 7.4 Der Raum Lo(x,,x.) ist mit (u,v) = f; u(z)v(x)dz ein Hilbertraum.
Bemerkung 7.1 Die Vollstindigkeit des Raumes sagt aus, dass in dem Raum sdimt-
liche Folgen, bei denen der Abstand hinreichend spdter Glieder beliebig klein wird, in
diesem Raum ein Grenzelement besitzen.
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Definition 7.5 Verallgemeinerte Ableitung
Sind u und v integrierbare Funktionen und gilt

/“u<x>¢'<x>dx=— /%v<x>¢<x>dx V€ Claa mit o) = d() = 0

dann heifit v verallgemeinerte Ableitung von u nach x. (Abkiirzung: u', C'[x,, z.] ist
der iber dem Intervall [x,, x.| i-mal stetig differenzierbaren Funktionen)

Beispiel 7.5 u(z) = |z| fir xe€[-1,1] ~ wu(x) € Ly(—1,1). Es gilt weiterhin
unter Benutzung der Formel der partiellen Integration:

/_1 wz)d(@)de = /_ O(—m)¢’(x)dx+ /0 1x¢’(m)dx

1

G T
_ Uj(_1)¢(x)dx+/ol ¢(:c)d4 +0

Damit kann
o 1 fir 0O0<x<1
)l -1 fir —1<2<0

abgelesen werden. Im Punkt x = 0 kann u' beliebig festgesetzt werden.

Folglich sind stetige, stiickweise polynomiale Funktionen in diesem Sinn differenzierbar.
Klassisch differenzierbare Funktionen besitzen auch eine verallgemeinerte Ableitung,
die mit der klassischen zusammenfillt.

Wir definieren nun SOBOLEV-Riume, die zu unserer oben definierten Demonstra-
tionsaufgabe passen:

Definition 7.6 SOBOLEV-Raum Hj(x,,.)

Hy(xq,7.) = {u(x) € Ly(w4,7.) | 3 die verallgemeinerte Ableitung u' € Ly(xq, )}

Der Raum Hj; (4, z..) ist ein normierter Raum mit:||u| 7y = \/f;;e [(u(z))? + (v/'(x))?] d.

0
Definition 7.7 SOBOLEV-Raum H} (w14, .) = {u(x) € Hy(za, ) | u(z,) = u(z,) =
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7.2.3 Verallgemeinerte Formulierungen

Wir iiberfithren nun die klassische Aufgabenstellung (D3) in die verallgemeinerte For-
0

mulierung, indem wir eine beliebige Funktion v € Hj (x4, z.) wihlen, die Differential-
gleichung mit v multiplizieren und {iiber [z, z.] integrieren:

/ " Chy (@)o(e) + q@)y(@)o(e))de = / " f)e(a)d

Nach Anwendung der Formel der partiellen Integration auf den Term mit 3" ergibt
sich:

~ @@l [ @@ [ d@yeet ~ [ @

a

/ (ky' () (z) + g(x)y(z)v(x))dr = f(@)v(x)de
aly,v) = b(v),
wobei a(.,.) eine Bilinearform und b(.) eine Linearform darstellen. Insgesamt erhalten

wir folgende schwache oder verallgemeinerte Formulierung unserer Ausgangsaufgabe:
Gesucht ist y € V ={y € Hi(wq,z.) | y(za) = py;  y(xe) = po}, so dass

a(y,v) = bv) Vv € Hy(xq,x,) (D5)

gilt mit

aly,v) = /xe(/fz/(w)v'(w)+Q($)y(ﬂf)v($))dw=(Ay,v) (D5.1)

b(v) = (x)v(z)dx = (f,v). (D5.2)

Ta

Bemerkung 7.2 Im Falle von Randbedingungen 2. oder 3. Art bei x = x, oder x = x,
muss die Funktion v € Hy (x4, z.) so beschaffen sein, dass sie nur an den Rindern mit
Randbedingungen 1. Art verschwindet. Auflerdem verindern sich der bilineare Operator
a(y,v) und der lineare Operator b(v). Es sei 0.B.d.A.

y(xa) =
=y () = ae(y(ze) = ye)-
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Dann ergibt sich mit v(z,) = 0:
/ (k" (@)o(e) + q@)y(@)o(e)de = / " fe)ule)d
/ "kl (o) (@) — k' (@)o(@)[ + / " d@y()ds = / " fe)o(e)da

a

[ @ @)+ at@atentede = by @t + et = [ s
[ @) + oot + Rolya) = weted) = [ el
[ @)+ sl + hogteduia) = [ S + ko)
und die neuen Operatoren lauten:
o) = [ @)+ eyl + oy o(e)

b(v) = - f(@)v(r)dr + kaeyev(xe).

Bemerkung 7.3 Manchmal werden die Randbedingungen 1. Art auch in der Art
0
y(z) — g(x) € Hy(x4,2.) notiert, wobei g(x) die vorgegebenen Randwerte enthilt.

Bemerkung 7.4 Entsprechend den Gesetzen der Variationsrechnung kann die Auf-
gabe (D5) auch in folgende dqivalente Formulierung gebracht werden:
Gesucht isty € V ={y € Hy(za,x) | y(xa) = py;  y(ze) = py}, so dass gilt

Fly| = glel‘I/lF [w]  mit
(D6).
Flw] = %a(w,w) — b(w)

7.3 Das Ritzsche Verfahren

Die verallgemeinerte Losung des Problems (D5) minimiert das Funktional

Flw] = za(w,w) —b(w)

N[~ N~

(Aw, w) = (f,w)
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im Hilbertraum H. Der Operator A sei linear, selbstadjungiert und positiv definit,
{e1ea,,,} sel eine Basis in H.
Wir wihlen den Losungsansatz

N
yn € My = {yzv | yn = Zaiez}
=1

und bestimmen die Koeffizienten «; aus der notwendigen Bedingung fiir das Minimum:

OFn] g j_19... N
(3041-
Unter Verwendung des Losungsansatzes ergibt sich:
1
Flyn] = §(A?JN,ZUN) — (f,yn)
1 N N N
= 5(14 ; Q€4 ; aie;) — (f, ; ;e;)
| N N N
- 5(2 a;Ae;, ; e;) — ; a;(f, e:)

1
= 5{ a3 (Aey, e)) + arag(Aey, eg) + ... + aran(Aer, ey) +
+ agay(Aeg,er) +  a3(Aeg, ex) + ...+ azan(Aey, en) +

+ +
N
+ayai(Aen,e1) + ... + % (Aen, en) }—Zai(f, €;)
i=1
1
= 56@(14617 e1) + agag(Aes, e2) + ... + ajan(Aer, en) +
1
+ 50&3(1462, €) + ... + asay(Aeg, en) +
+ +
N
+5an(Aen, ex) - Zai(fa €i)

F
Aus der Forderung 0 a[yN] =0 fiir 1=1,2,...,N erhalten wir

%

1
(f,e;)) = (Aer,e)aq + (Aea,e)as + ... + 3 2(Ae;, e;)a; + (Aei, eip1)ipr + ... + (Aej, en)an

= (Aei, 61)0[1 + (Aei, 62)042 + ...+ (Ael-, ei)ozl- + (Aei, €i+1)041'+1 + ...+ (A@i, €N)OéN
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Insgesamt ergibt sich das lineare Gleichungssystem

(Aelv 61) (Aeh 62) T (Ael, €N) aq (f, 61)
: : : : = | (G1)
<A€N7 61) (AeN; 62) T (A6N7 GN) an (f7 GN)

ANa = fN mit AN = AYI\}

Wird N vergroflert, so vergroflert sich die Menge My, iiber der das Minimum gesucht
wird. Folglich gilt:

Fly1] > Flys) > ... > Flyn] > .... > Flyo] = wmelgF[w]

Satz 7.1 Essei H ein Hilbertraum mit der Basis eq, e, ...,, f € H, A ein entsprechend
(D5.1) auf Dy definierter, linearer, positiv definiter, selbstadjungierter Operator. D 4
sei dicht in H. Dann konvergiert die Folge {yny | yv € My, o bestimmt nach (G1)}
gegen 1y, wobet yy die verallgemeinerte Losung des Operatorproblems Ay = f ist.

Definition 7.8 Die Basisfunktionen e; heiffen Ansatzfunktionen.

Beim Ritzschen Verfahren wird nur der Raum diskretisiert. Der Aufwand zur Aufstel-
lung des Gleichungssystem (G'1) ist hoch, da viele Skalarprodukte ausgewertet werden
miissen. Das Gleichungssystem (G1) hat eine vollbesetzte Systemmatrix, besitzt aber
aufgrund der giinstigen Eigenschaften des Operators ebenfalls giinstige Eigenschaften
fir die Auflosung (positiv definit, symmetrisch). Zusammenfassend kann man sagen,
dass strenge Voraussetzungen an die Systemmatrix Ay einerseits die Konvergenz der
Folge yn gegen die Losung des Ausgangsproblems garantieren, aber andererseits auch
eine starke Einschrinkung fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens darstellen.

7.4 Projektionsverfahren

Grundprinzip
Entsprechend (D5) erfiillt die verallgemeinerte Losung der Randwertaufgabe Ay = f
die Gleichung

(Ay — f,v) =0 Yve H,
wobei H ein separabler Hilbertraum ist. D.h. es existiert eine abz&hlbare Menge M C H
mit M = H. Es sei {¢;}%2, eine Basis in H. Dann gilt (Ay — f,e;) =0 Vi. Weiter sei

N
MNZ{UN|UN225Z-SZ' mit 5, e R, N>1}C M C H.

i=1
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Es muss also wenigstens (Au— f,vy) =0 fiir N linear unabhéngige vy € My gelten.
Die Elemente von My sind auf dem Rechner darstellbar. Durch Vergroflerung von N
kann M besser angenihert werden. Weiter sei My C D 4. Wir wihlen als Losungsansatz

N
YN = E Q€5
i=1

Dann folgt:

N
(Ayy — f,v;) = (AZOQ@Z' — f, Uj) =0 j=12..,N (G2).
i=1

Das Grundprinzip der Projektionsmethoden besteht darin, aus dem Gleichungssystem
(G2) die N Koeffizienten «; fiir den Losungsansatz yy zu bestimmen. Die Ersatzaufgabe
Ayy = f ist im Allg. nicht l6sbar, da y € My nur in Spezialfillen gilt. An ihre Stelle
tritt das im allgemeinen Fall nichtlineare Gleichungssystem (G2), das eine Projektion
der Aufgabe auf die Menge My darstellt. Mit der Losung von (G2) wird das Element
aus My bestimmt, das hinreichend nahe an der tatséichlichen Losung y liegt, die im
allgemeinen Fall als Grenzwert der Folge {y;}2, nur in H liegen muss.

Definition 7.9 Die Funktionen e; heiffen Ansatzfunktionen, die v; heiffen Testfunk-
tionen.

Bemerkung 7.5 Der Operator A muss fiir die obige Herleitung keine besonderen zu-
sdtzlichen Voraussetzungen erfiillen.

Bemerkung 7.6 v; £ ¢; : Galerkin-Petrov- Verfahren, eher ungebrdiuchlich
V; =€ Galerkin-Verfahren

Ist A ein linearer Operator, so kann (G2) in ein lineares Gleichungssystem umgewandelt
werden:

N
(AZO@@,@) = (f.e)) i=12,..N ~
=1

N
Zai(Aei,ej) = (f,¢j) ji=12,..,.N
1

(Ael, 61) s <A6N7 el)_ aq (f: 61)
: : : = | : (G3)
(Aer,en) -+ (Aen,en) an (f,en)

ANa = fN
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7.4.1 Beispielaufgabe vom Typ (D4)
Die Randwertaufgabe
Ay=—y"=90"=f,  y(-1)=y(1)=0 (D41)

besitzt die Losung

y=1-—2".

0
Der Operator A ist linear, positiv definit und selbstadjungiert in H = Hi(—1,1).

(s. Kapitel 1.1.2)
Verallgemeinerte Formulierung, Festlegung der Rdume/Skalarprodukte:

0
(Ayw) = (fi0)  Wue HY(-1,1)
1 1
o) = [ o=y, - [ v

1 -1

1 0
= / yv'de Vv € Hy(—1,1)

1

Ansatzfunktionen, Testfunktionen:
Wir wihlen gerade Ansatzfunktionen, weil die Losung eine gerade Funktion ist:

2

eqr = 1—=x
e = 1—2a
e3 = 1—128

Es soll mit dem Galerkinverfahren gearbeitet werden, also
Vi = €; Vi.

Da A = AT gilt, entsteht eine symmetrische Matrix.

Berechnung der Ndherungen 1, 9o, ...:
Fiir y; ergibt sich aus dem Ansatz

Y = agl)el

155
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die Gleichung
(A€1>€1>'04§1) = (f,e1)
1 1 g 1! g
(Aer,e1) = /6/16/16156:2/(—2:5)2@: lgx?’} =3

- 0

1 0

(f.e1) = /_1 902%(1 — 2*)dx = 180 /ol(ac8 — 2'%dx

1

11 40
- 1 e B
50 (9 11) 11

@ _ 40 3 15

A 11 8 11
Wir erhalten: 15
Y1 = 04961 =11 (1—2?

Fiir y, ergibt sich aus dem Ansatz

Yo = a§2)61 + 0552)62

das Gleichungssystem

(Aer,e1) (Aer,er) 0452) 8 2 a§2) 4
(Aeg,e1) (Aez,e2) af? L al? 5

Yo ~ —1.57(1 — %) + 2.44(1 — 2*)
Fiir y5 ergibt sich aus dem Ansatz

(5) (5) (5) (5) (5)

UYs =y €1 + 05 €a+ Q3’3+ gy €4 + Q5 €5
das Gleichungssystem

8 16 24 32 40 oz55) 40
3 5 7 9 11 11
16 32 16 64 80 o 80
5 7 3 11 13 2 13
24 16 T2 9 G) | _

7 3 o1 o133 O Q3 - 8
32 64 96 128 160 (5) 160
9 11 13 15 17 Qy 17
40 80 ¢ 160 200 (5) 200

17 19 Qg 19
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Da die 5. Spalte von A; mit der rechten Seite des Gleichungssystems iibereinstimmt,
gilt
a = (0,0,0,0,1)"

Ys = es =1 — 2.

vergleicht man die Losungen, ergibt sich folgendes Bild:

Dabei fallen y4 (rot) und die exakte Losung (magenta) fast zusammen, y; (schwarz),
y2 (blau) und ys (griin) sind jedoch noch keine guten Niherungen.

|z [ 00 | £02 | £04 | £06 | +0.8 | +£1.0]
yi [ 1.363 ] 1.309 | 1.145 | 0.872 [ 0.490 | 0.0
y» [ 08741 0.933 | 1.063 | 1.123 [ 0.878 | 0.0
ys [ 1.027 ] 1.003 | 0.972 | 0.993 [ 0.914 | 0.0
ys  [0.997 [ 1.0009 | 1.0019 | 0.9914 [ 0.8943 [ 0.0

| ys =yo || 1.000 | 0.999 [ 0.9998 [ 0.9939 | 0.8926 | 0.0 |

Bemerkung 7.7 Mit wenigen, gut gewdhlten Ansatzfunktionen kann eine hohe Ge-
nauigkeit erzielt werden. Der Rechenaufwand ist jedoch hoch (Integration/Skalarprodukte,
vollbesetztes Gleichungssystem,).

Bemerkung 7.8 Bei linearer Unabhingigkeit der {e;}., kann die Lisbarkeit des li-
nearen Gleichungssystems allgemein bewiesen werden.

Bemerkung 7.9 FEs ist kaum mdaglich, globale, gut angepasste Ansatzfunktionen zu
finden, wenn man die Losung nicht kennt.
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7.5 Finite-Element-Methode (FEM)

Die Finite-Element-Methode bietet einen allgemein gangbaren Ausweg aus dem Prob-
lem, globale, gut angepasste Ansatzfunktionen zu finden. Sie ist urspriinglich aus dem
Ritzverfahren entstanden, das hier nicht betrachtet werden soll. Allgemein betrachtet
ist sie jedoch auch ein spezielles Projektionsverfahren und damit fiir wesentlich grofiere
Aufgabenklassen anwendbar.

7.5.1 Das Prinzip der FEM

Ausgangspunkt ist also eine Aufgabenstellung in verallgemeinerter Form, die entspre-
chend Kapitel 7.2 fiir lineare Aufgaben als Projektionsmethode aufbereitet wurde. Das
Losungsgebiet wird in eine Menge von Teilgebieten (finite Elemente) so zerlegt, dass
sich die Teilgebiete beziiglich einer Integration iiber das gesamte Losungsgebiet nur auf
einer Menge vom Mafle Null iiberlappen und in der Vereinigung das Ursprungsgebiet
ergeben bzw. als Folge von Zerlegungen in der Vereinigung gegen das Ursprungsge-
biet konvergieren. Die Ansatztfunktionen sind iiber dem Gesamtgebiet definiert, aber
nur auf der Vereinigung einiger weniger Elemente von Null verschieden. Zur Automa-
tisierung des Verfahrens werden noch Formfunktionen eingefiihrt, die nur auf einem
Element definiert sind. Die Ansatzfunktionen werden dann als Linearkombination ver-
schiedener Formfunktionen definiert.

Im rdumlich eindimensionalen Fall sind lineare Ansatzfunktionen die einfachste Mog-
lichkeit:

Hut- oder Dachfunktionen:

Das Intervall [z,,z.] wird in N Teilintevalle zerlegt mit x, = 2o und z. = xy. Die
Unterteilung muss nicht dquidistant sein, wird aber der Einfachheit halber so gew#hlt.
Der Diskretisierungsparameter ist die Intervalllinge h:

Jedem Unterteilungspunkt z; (Knoten) wird eine Ansatzfunktion zugewiesen, die in
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den beiden benachbarten Teilintervallen von Null verschieden und linear ist:

r1—T s
=z fur xg<zx<x
€y =
0 fur r1<z<zy
0 fur wo <wx<wi; wipg <z <N
G e
= fur x; <z <xi
0 fur zo <z <aN_1
ey =
TN fir ayo <o <ay
e a

Die Ansatzfunktionen haben die Interpolationseigenschaft:
o 1 fur i=y
el(xj)_%_{ 0 fir i#j
Aufgrund der Linearitit der Ansatzfunktionen in den einzelnen Teilintervallen ergibt

der Ansatz fiir yy = S, ciei(z) einen Polygonzug iiber [z4,.], fiir den wegen der
Interpolationseigenschaft der Ansatzfunktionen gilt:

N N
yn(z) = aiei(r) = idy; = ay.
=0 =0

D.h. der Vektor a = (a, ..., an)? enthélt die Werte der Niherungslésung in den Kno-
ten. Fiir die Skalarprodukte aus der Systemmatrix Ay gilt wegen der beschrinkten
Triger der Ansatzfunktionen

(Aejej) =0 fur |i—j|> 1.
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Die Systemmatrix Ay ist folglich eine Tridiagonalmatrix, d.h. sie ist schwach besetzt.
Im allgemeinen Fall verwendet man als Ansatzfunktionen stiickweise Polynome nied-
rigen Grades, so dass dann fiir Ay eine Bandmatrix mit geringer Bandbreite entsteht.
Die Berechnung der Skalarprodukte kann iiber Formeln der numerischen Integration
erfolgen und automatisiert werden. Im Gegensatz zu den globalen, gut angepassten
Ansatzfunktionen muss bei der FEM die Anzahl N der Ansatzfunktionen grof§ gew:ihlt
werden, um eine verniinftige Approximation der Losung zu erhalten.

7.5.2 FEM-Diskretisierung fiir die Demonstrationsaufgabe D1, D2
mit homogenen RW

Zu losen ist das Problem

—k(@)y"(z) +q(x)y(z) = flz) Vzel (DI)
y(za) = ylze) =0 (D2)*

mit k(x) > k > 0 und ¢(x) > 0. Nach Multiplikation mit einer beliebigen Funktion
0
v(z) € Hi (14, 1) gilt:
—k(z)y" (z)v(z) + q(2)y(z)o(x) = f(z)v(z).

Partielle Integration iiber [x,, z.] unter Beachtung der Werte von v(z) am Rand fiihrt
Al

/ @)y (00 (@) + g@y@e@lde = [ fayla)de.
(Ayv) = (fiv)  bew.
a(y,0) = bv)

Der Operator A ist positiv definit:
(Ay,y) = /w [k (2)(y'(2))? + () (y(x))*|dw
> b [P

= k|y(@)|3,
2
s

> kg [l

A ist symmetrisch:

(Ay,v) = /I [k(z)y'(2)v"(z) + g(@)y(z)o(z)]de = (y, Av).

= =
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Wir iiberziehen das Intervall [ mit dem Gitter
whp = {x; =ih+ x4 i =0,..N; h= 22} und verwenden als Ansatzfunktionen
e; die Hut- oder Dachfunktionen von oben. Dann ergibt sich mit dem Losungsansatz

yn(z) = Zaiei(x) (A1)

und den Randbedingungen (D2)*
N
yn(Ta) = Zaiei(ﬂﬁo) =a =0
i=0

N
yN(xe) = Zaiei(xN) =ay=0 sowie
=0

N
un(z) = ) auei(a;) = ay
=0

D.h. die Koeffizienten «; stellen die Nidherungslosung in den jeweiligen Gitterpunkten
dar. Wegen (Ae;, e;) = 0 fiir |¢ — j| > 1 sind in jeder Zeile der Systemmatrix hochstens
drei Elemente von Null verschieden:

aii-1 = (Aei, ei-1), ai = (Aeg, e;) und a1 = (Aey, €i41). Es gilt:

a1 = (Ae;eiq)
— [ @@ @) + i @l
= [ M@l 1 (0) + alo)l)ens(o)ds
= (Z;l—l, €i> = Qj—1,-
Damit ist die entstehende Systemmatrix Ay symmetrisch. Weiter gilt:
a; = (Ae;,e;)
= /: [k()(€;(2))* + q()(ei())?]dx

= [ k@) + ale)ea)da
fi = /xiﬂf(l’)ei(x)dz'

Insgesamt ist folglich das lineare Gleichungssystem

ANa:f
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in der Form
Aji—106G—1 + a0 + Qi +100641 = fz 1 = 1, ceey N -1

zu losen. Wir konnen also feststellen, dass bei Anwendung der FEM die Symmetrie des
Operators erhalten bleibt, d.h. aus dem symmetrischen Differentialoperator A entsteht
ein diskreter symmetrischer Matrizenoperator Ay .

Im Folgenden werden zur Vermeidung von Verwechslungen. diskrete Grofien, wie z.B.
Ay oder yy mit dem Index ,,h” an Stelle des Index ,N” versehen.

Zum Vergleich mit den Projektionsmethoden wird die Beispielaufgabe (D4.1)

Ay =—y"=90a" = f(z), y(-1)=y(1)=0  (D41)

nun auch mit der FEM gelost. Das Gitter lautet dann im konkreten Fall:

2

und es gilt k(x) =1, ¢(z) =0. Nach den obigen Formeln gilt dann:

Tit1 1
Q;; = (Aei,ei):/zil k(x)ﬁdx
1 2
— 2 _ = -
th h

Giin = (Aenes ) — / | k(@)el(x)el (x)de

_ /“l N L
Y S N e R

fi = /IH1 f(z)e;(z)dx = /IM 902%¢;(z)dx

Ti—1 Ti—1
Ty . Tit+1 . —
- / 905 + / 9025 L L
i1 h x; h
90 [ o 8 o 8_ .9
= 5 (2" — z;q2%)dx + (xip12° — 2°)dx
Ti—1 z
90

14ih —1+(i+1)h
_ [/ (mg—xg(—1+(z'—1)h))da:+/ (2% (=14 (i + 1)) — 2°)dz | ,

h 1+(i—1)h —14ih
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und es entsteht das folgende lineare tridiagonale Gleichungssystem:

—_

Ay, — —
Wh =3

0

-1 0
2 -1
0 -1

0

2 -1
-1 2
0 O

Yo
n
Y2

YN-2
YN-1
YN

0

S
fa

frs
s

0
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Nach exakter Berechnung der Integrale, analytischer Auflosung des entstehenden Glei-
chungssystems und linearer Interpolation der Werte der Niherungslosung entsprechend
des Ansatzes (A1) mit MATLAB an den Stellen, an denen die Losung mit dem Ritz-
verfahren bestimmt wurde, ergibt sich folgendes Bild:

1.2 T T T I
3 Punkte
L 5 Punkte
9 Punkte
038 11 Punkte -
exakte Losung
0.6 -
04 -
0.2 -
0 1 L
0 0.2 0.4
|« | 00 [ £02 | +04 | 0.6 | £0.8 [ £1.0 |
N =2 | 1.0000 | 0.8000 | 0.6000 | 0.4000 | 0.2000 | 0.0000
N =4 [ 1.0000 | 0.9996 | 0.9992 | 0.7992 | 0.3996 | 0.0000
N =6 [ 1.0000 | 1.0000 | 0.9965 | 0.9861 | 0.5896 | 0.0000
N =8 [ 1.0000 | 1.0000 [ 0.9994 | 0.9769 | 0.7549 | 0.0000
N =10 ]| 1.0000 [ 1.0000 | 0.9999 | 0.9940 | 0.8926 [ 0.0000

[y ] 1.0000 [ 1.0000 | 0.9999 | 0.9940 | 0.8926 | 0.0000 |

Bereits mit 11 Stiitzstellen erhalten wir in diesem einfachen Fall auch mit der FEM
wieder die exakten Werte an den ausgewdhlten z-Koordinaten. Im allgemeinen Fall
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wird man allerdings N wesentlich grofler wihlen miissen. Auflerdem ist zu beachten,
dass die Niherungslosung ein Polygonzug ist, d.h. zwischen den Knoten entsprechend
der Ordnung der Ansatzfunktionen interpoliert wird. In Gebieten grofiler Gradienten
der Losung ist folglich eine hohe Knotendichte sinnvoll, um insgesamt eine gute Ge-
nauigkeit zu verzeichnen.

Zusammenfassung

1. Zerlege das Gebiet G = [z,,x.] in N finite Elemente
[z, i) | Uij\i’ol [;, x;11]) = G, zwei unterschiedliche finite Elemente haben
hochsten einen gemeinsamen Punkt

2. Ordne den finiten Elementen [x;,x;,1] sogenannte Formfunktionen (Polynome
1., 2., 3. ...Grades) zu sowie dem Gesamtintervall Ansatzfunktionen e;(x), die
einen lokal begrenzten Triiger haben, etwa supp e;(z) = [z;_1, xi11], so dass gilt:

e ¢;(x) ist lokal ein Polynom k-ten Grades
e ¢;(x) ist sonst Null
o ¢i(x;) = i
3. Benutze den Ansatz yy(z) = S, aiei() (A1)
Dann gilt fiir die Niherungslosung die Interpolationseigenschaft:

yn(z;) = SN cuei(x;) = a;, d.h. die Koeffizienten a; haben die Bedeutung von
Néherungswerten y;.

4. Aufstellen und Losen des linearen Gleichungssystems Ay, = f5, wobei gilt
Ap = (ai; = (Aei,¢5)); i0..n = (fi=(f¢)) 0.~

5. Oft wird das Tripel (finites Element, Formfunktion iiber dem Element, Raum der
erzeugbaren Funktionen) auch als Finites Element bezeichnet.

Beispiel 7.6 Formfunktionen im eindimensionalen Fall

A A

"r],

linear quadratisch
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Satz 7.2 Satz von CEA /1, S. 154}/

FEs seia(.,.) eine stetige, positiv definite Bilinearform, d.h. es gilt |a(u,v)| < M ||u|| ||v||
und a(u,u) > v |lull> Yu,v€ H, M,~yeR*

Dann sind fiir jedes (f,v) = f*, f* € H* Yv € H die Aufgaben

I a(u,v) = (f,v) Yve H bzw.
IT) a(up,vy) = (f,on) VYo,€ H, CH

eindeutig losbar. Fir die zugehorigen Losungen v € H bzw. uy € Hy gilt die Abschit-
zung

M
Ju—upl| < — inf [lu—wvpl.
Y vhE€Hp

Werden die Réume H;, C H so gewiihlt, dass gilt Hj, — H (asymptotisch dicht), so

ldsst sich z € H beliebig gut durch v, € Hj, approximieren, falls h > 0 hinreichend

klein ist. Dann folgt aus dem Satz von CEA die Konvergenz: Der Term inlf{ lu — v |
vpEHp,

bestimmt die Approximationsordnung. Diese iibertrigt sich bis auf die Konstante %
auf die Konvergenzordnung, d.h. in den Term |ju — || .

Bemerkung 7.10 In jedem FElement wird fiir die gesuchte Funktion ein problemge-
rechter Ansatz gesucht, d.h. die Ansatzfunktionen miissen bei Ubergang von einem
Element in das benachbarte ganz bestimmite Stetigkeitsforderungen erfiillen, die aus
physikalische Griinden gelten miissen. Elemente, die diesen Stetigkeitsforderungen ge-
niigen, heiffen (dem Problem) konform.

Beispiel 7.7 Gesucht sei u(x), die Verschiebung des Mediums in z-Richtung.

o u(x) muss wenigstens stetig sein, um die Kontinuitat des Mediums zu gewdhr-
leisten.

e Sofern bei der Aufgabe die Biegung eine Rolle spielt, muss u(x) einmal stetig
differenzierbar sein.

Damit fithren unterschiedliche Glattheitsforderungen aufgrund des physikalischen Pro-
blems zu unterschiedlichen finiten Elementen. Vom mathematischen Standpunkt aus
sind nur konforme Elemente zuléssig. Im Formelsatz macht sich das bei der Auswer-
tung der Skalarprodukte bemerkbar. Entsprechend der Ordnung der zugrunde liegen-
den Differentialgleichungen muss entweder einmal (bei 2. Ordnung) oder zweimal (bei
4. Ordnung, Balkenbiegung) partiell integriert werden. Die Ansatzfunktionen bzw. die



166 KAPITEL 7. DISKRETISIERUNGSKONZEPTE FUR RANDWERTAUFGABEN

Losung sind dementsprechend aus dem Raum Hi oder H3 , d.h. die erste oder zwei-
te Ableitung existiert nur als verallgemeinerte Ableitung. Hier werden nur Elemente
und Ansatzfunktionen aus Hj behandelt, die fiir Differentialgleichungen 2. Ordnung
konform sind. Die Existenz der 2. verallgemeinerten Ableitung im Fall von Differential-
gleichungen 4. Ordnung zieht die Existenz einer stetigen ersten (klassischen) Ableitung
nach sich. Das zu erfiillen, macht bei der Konstruktion der Ansatzfunktionen speziell
im rdumlich mehrdimensionalen Fall grole Schwierigkeiten und fiihrt zu komplizierten
und umfangreichen Rechnungen. In der Praxis wird deshalb im Allgemeinen mit den
Elementen aus Hj gearbeitet und zusitzlich zu den Gleichungen noch die Giiltigkeit
von physikalischen Erhaltungsséitzen in sogenannten Patchtests abgepriift. Dieses Vor-
gehen kann zwar die konformen Elemente nicht vollstéindig ersetzen, liefert aber in den
meisten Fillen gute Resultate.

7.5.3 Technische Herangehensweise

Wir betrachten Zug-/Druckstéibe, d.h. Verdrehungen des Stabes sind nicht zugelas-
sen. Zug-/Druckstéibe konnen in der Berechnung auf eine Raumdimension reduziert
werden, und es existiert dafiir ein einfacher Berechnungsalgorithmus. Mit den Zug-
/Druckstidben konnen leicht Gitterkonstruktionen und Fachwerke berechnet werden.

1. Schritt: Elemente mit einem Freiheitsgrad
Es sei
E: der Elastizitdtsmodul
A: die Querschnittsfléiche des Stabes
[: die Lénge des Stabes
u: die Verformung/Verschiebung
f: die auf den Stab wirkende Kraft.
Zuniichst sind nur Krifte und Verformungen in Stabrichtung zugelassen:

v

In Analogie zur Feder wird die Kraft als f = k - u angesetzt, wobei an Stelle der
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Federsteifigkeit £ die sogenannte Steifigkeit des Stabes benutzt wird: k£ =

Insgesamt ergibt sich:

167
EA
.

EA

f=k-u=—-u

l

2. Schritt: Elemente mit 2 Freiheitsgraden

Da keine Verdrehungen zugelassen werden, liegen die Kréfte und Verschiebun-
gen stets in Stabrichtung, so dass der Stab in einer Ebene betrachtet werden
kann. Die Stdbe selbst sind jedoch im Allgemeinen nicht parallel zur x— bzw.
y—Achse. Deshalb werden u und f in achsenparallele Komponenten zerlegt, so
dass pro Knotenpunkt zwei Freiheitsgrade entstehen. Wegen

2
Uy

U

U2

Uz + U2

U U-
LUy + 220,

Uy Uy

sina - Uy + cosa - Us
U2 4+ U?

U. U.
—Us +—U,
Uo U9

sina - Us 4+ cosa - Uy
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gilt
Ui
_ up \ ([ sina cosa 0 0 U |
v = (UQ)_< 0 0 sina Cosa) Us =TU
Uy
F sin « 0
_ F, | | cosa 0 i\ 1
Fo= Fy | 0 sina (fg)_Tf'
F 0 cos «

Insgesamt ergibt sich

_ f - o Uy
f_(f;)_ku_k-(uz),

EFA 1 -1
k:T<—1 1>

die Steifigkeitsmatrix des Stabes ist.
Diese wird erhalten, wenn man den Stab parallel zur x— Achse ausrichtet, so dass

nur Kriifte f; und f, auftreten, die ebenfalls in z—Richtung wirken und den Stab
im Falle u; > us zusammendriicken.

wobel

Uy U,
—» —»
— e o——»
f, f,
Dann gilt:
fl = k(ul — UQ).

Aus der Gleichgewichtsbedingung f; 4+ fo = 0 folgt dann

fo=—fi= k(UZ - U1)7

so dass sich insgesamt ergibt:

() = el ) ()
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Durch Riickfithrung auf die Zerlegungskomponenten erhalten wir:

f = k-TU
TTf = TT'kTU
F = K.-U

mit der Elementsteifigkeitsmatrix

sin? o sin o cos o —sin?« — 8in o cos &
T EA sin a cos o cos? o —sinacosa —cos? o
Ke — T kT - 92 . <92 .
[ —sina —sinacosa sin? v sin «v cos o
—sinacosa  —cos?a sin a cos « cos? o

Das stellt eine koppelbare Struktur dar, die man abspeichern kann.

3. Schritt: In Analogie zu 2. kann der Zug-/Druckstab im R3 behandelt werden.

Beispiel 7.8

y 1 3
[ .
Element 1

/]ig
2000

Nummer und Richtung
der Freiheitsgrade

v

X
Gegeben:
E = 200000N/mm?
A; = 100mm?

Ay = 307.87mm?
a1 = 0°
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Qg = 30°

f = 10000N

Gesucht: Us, Uy

Es gibt insgesamt 6 Fretheitsgrade. Die Kopplung der beiden Stabelemente erfolgt tiber
die Freiheitsgrade 3 und 4. Das Verfahren rechnet fiir die U;. Folglich wird ein 2x2-
Gleichungssystem zu l0sen sein. Aus den gegebene Stiicken kann man ablesen:

0 ()
0 ?)
? 104
e
0 ()
0 ?)

Fiir die Steifigkeitsmatrizen muss eine lokale und globale Numerierung der Freiheits-
grade vorgenommen werden. Die globale Nummerierung entspricht der aus der obigen
Zeichnung, die lokale erfolgt fiir jedes Element einzeln in der Rethenfolge links vertkal,
links horizontal, rechts vertikal, rechts horizontal. Damit ergeben sich die Einzelsteifig-
keitsmatrizen der Elemente:

0 0 0 0
P 200000N -100mm2 [ 0 1 0 —1
el mm?2 - 2000mm 0 0 0 0
0 -1 0 1
« 200000N - 307.87mm?2 | 0433  0.75 —0.433 —0.75
e2 -

—-0.25 —-0.433 0.25 0.433
—-0433 —-0.75 0.433 0.75

0.25 0.433 —0.25 —0.433
mm?2 - 2309mm
Nl

0.667 1.155 —0.667 —1.155
N 1.155 2 —1.155 -2
mm? | —0.667 —1.155 0.667 1.155

~1.155 -2 1.155 2

= 10

Da das Problem linear ist werden diese einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen zur Ge-
samitsteifigkeitsmatriz tberlagert. Zu einer Addition der Matrizelemente kommt es nur
beir den Kopplungsstellen, den globalen Freiheitsgraden 3 und 4, nichtbeteiligte Matrix-
elemente werden mit Null aufgefiillt:
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0.000 0.000  0.000 0.000

0.000 1 0.000 -1

0.000 0.000 0+0.667 0+1.155 —0.667 —1.155

0.000 -1 041155 1+2 —-115 -2
—-0.667  —1.155  0.667  1.155

K =10*

—1.155 —2 1.155 2
Es ergibt sich das Gleichungssystem
F = K-U
Fy 0.000 0.000  0.000 0.000
Fy 0.000 1 0.000 -1
—10* B 1O4i 0.000 0.000 0-+0.667 0+ 1.155 —0.667 —1.155
0 B mm | 0.000 -1 0+1.155 1+2 —1155 -2
Fy —0.667 —1.155  0.667 1.155
E —1.155 —2 1.155 2
bzw. N
—10* Y\ 10° 0.667 1.155 Us
0 N 1.155 3 Uy
>

Us = —4.5mm; U, = 1.73mm.

Anschliefiend konnen die noch fehlenden Krifte berechnet werden:

Fi, = Ka- U
00 0 O 0 0
a0 1 0 -1 0 | —17300
=100 0 0 o0 45 |V 7 0 N
0 -10 1 1.73 17300
Fo = Keo-U
0.667 1.155 —0.667 —1.155 Us =0
_oqpr| w52 -1155 0 2 Us=0 |y
- —0.667 —1.155 0.667 1.155 Us = —4.5
1155 -2 1155 2 Uy = 1.73
F 10000
| E | | 17300
= | r |7 | w000 |V

Fy —17300

171
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Danach kann mit den berechneten Werten eine Probe durchgefiihrt werden

o) 0 0 0
7, —17300 0 —17300
B 0 10000 | —10ev
7l oo VYT oo M| oo v |
P 0 10000 104

F 0 17300 17300

Die Praktiker bezeichnen die Forderungen in den Knotenpunkten als Freiheitsgrade.

Beispiel 7.9 Zug-/Druckstab in 3 Dimensionen: 3 Verschiebungen/Knotenpunkt =
3 Freiheitsgrade/Knotenpunkt

Balkenelement in 8 Dimensionen: zusdtzlich 3 Rotationen/Knotenpunkt = 6 Freiheits-
grade/Knotenpunkt (Die 2.Ableitungen sind tiber die Krimmung mit dem Biegeelement
verbunden, dort treten bei der Berechnung die Rotationen auf.)

7.5.4 Zusammenfassung

In der Praxis treten zusammengesetzte Probleme mit komplizierter Geometrie auf.
Diese versucht man in der mathematischen wie auch in der technischen Herangehens-
weise zu losen, indem die Elemente an die Geometrie angepasst und untereinander
gekoppelt werden. Zu verbindende Elemente miissen dabei an den Knoten die gleichen
Freiheitsgrade besitzen. Dann kann die Losung von linearen Problemen durch additives
Zusammensetzen von Einzelbausteinen erfogen:

e automatisierte numerische Berechnung der benéstigten Skalarprodukte (Integrale)
in Standardelementen,

e automatisierte Transformationen zwischen realen Elementen und Standardele-
menten,

e automatisierte Losung des entstehenden Gleichungssystems und

e weitere Auswertung der Losung.

Unter der Voraussetzung der Existenz der Losung des Ausgangsproblems und der Kon-
vergenz der Niherungslosung gegen diese exakte Losung ist der gesamte Prozess fiir
bestimmte Aufgabenklassen damit weitgehend automatisierbar. In den Programmsys-
temen spiegelt sich das reale Problem dann nur noch wieder in

e der Auswahl der Elemente

e der Angabe von rechter Seite und Randwerten,
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e der Angabe von Materialkonstanten sowie in

e der Verkniipfung der Elemente

7.6 FEM fiir partielle Differentialgleichungen

7.6.1 Zerlegung des mehrdimensionalen Gebietes G in finite
Elemente

Definition 7.10 Die Zerlegung {T;}"_, eines polygonal berandeten Gebietes G C R3
heifst zuldssig, wenn gilt

L UT=a

2. TiNT; =0 fur i+#j oderT; und T; besitzen einen nichtleeren Durchschnitt
vom Mafle Null bzgl. der Integration tiber diese Teilgebiete.
3. T; st ebenfalls polygonal berandet.

Beispiel 7.10 Madgliche Zelegungen eines zweidimensionalen Gebietes

A A

y y

‘\§ G

v
v

v
v
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Bemerkung 7.11 Wenn der Durchschnitt zweier Teilgebiete nichtleer ist, konnen bei-

de
o im R? einen gemeinsamen Knotenpunkt oder eine gemeinsame Kante besitzen

o im R3einen gemeinsamen Knotenpunkt, eine gemeinsame Kante oder eine ge-
meinsame Fldiche besitzen.

Bei nicht polygonal berandeten Gebieten verwendet man entweder teilweise krumm-
linig berandete Elemente oder das Gebiet wird mit einer polygonalen Zerlegung ange-
nihert. Nicht zuléssig sind in allen Féllen die Kombination von Elementen, bei denen
Knoten des einen Elementes an Nichtknotenstellen des anderen Elementes antreffen
(Unvertréglichkeit der Freiheitsgrade), z.B.

N\

Bemerkung 7.12 Sehr spitze oder sehr stumpfe Winkel sollten vermieden werden, um
keine numerischen Schwierigkeiten zu provozieren. (Mazimal 2 Knoten eines Elementes
sollten auf dem Rand liegen.)

Diese Art der Diskretisierung ist sehr flexibel bzgl. der Gebietsformen. Eine Verfeine-
rung des Gitters ist unkompliziert durch lokale Hinzunahme von Knoten oder Ele-
menten an den kritischen Stellen. Im dreidimensionalen Fall werden hiufig Tetraedee-
relemente, Quaderelemente oder problemangepasste krummfléchig berandete Elemente
benutzt. Zur besseren Automatisierbarkeit des Verfahrens sollte man moglichst regel-
miiffige Netze wiihlen. Es besteht in den Programmsystemen die Moglichkeit der auto-
matischen Netzgenerierung mit manueller Nachbesserung.

7.6.2 Beispiel fiir eine ebene Dreieckszerlegung
In Weiterfithrung der Beispiels (D4) aus einer Raumdimension betrachten wir

Au = —Au=f idiber G=(0,1)
’LL|3G = 0
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und benutzen zur Losung eine regelméfige Dreiecksvernetzung: h = ;41 —2; = y;41—Y;

A

=1
v, IVELE
T T
T
Y1

Yo=%=0 X, X, X~=1

mit vier inneren Punkten. Die Variablen in den Knotenpunkten werden mit zwei Indi-
ces versehen, der erste steht fiir die x—Richtung und der zweite fiir die y—Richtung.
Als Ansatzfunktionen wiihlen wir in Analogie zum eindimensionalen Fall Pyramiden
iiber einer sechsseitigen Grundfléiche. Sie erfiillen wieder die Interpolationseigenschaft
und werden nach den Indices des Spitzenpunktes nummeriert.

(14— )/h in T,
1—(x—xz)/h+(y—y;)/h in Ty

O L T R
14+ (x—a)/h+(y—y;)/h in Ts
[ 1+ (z —23)/h in Tg

Die Ansatzfunktionen sind in jedem Teildreieck der Grundfliche linear in = bzw. y.
Der Gesamtansatz fiir u ist dann die Linearkombination aller e;;(x) : u(x) =
Zij:o uij€ij(X).

In jedem Dreieck der Zerlegung ist also die Gesamtansatzfunktion eine Linearkombina-
tion der drei zu diesem Dreieck gehorenden e;;(x) und damit auch wieder eine lineare
Funktion in z bzw. y, d.h. eine Ebene, die durch die Werte der gesuchten Funktion
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in den drei Knotenpunkten eindeutig bestimmt ist. Folglich setzt sich die Losung aus
Dreiecken zusammen, die iiber den Dreiecken der Zerlegung definiert sind, und die an
den Kanten stetig ineinander iibergehen. Auf dem Rand gilt wegen der homogenen
Randbedingungen: u;; = 0 fir i =0Vi=3Vj =0V j= 3. Diese Groflen gehoren
zwar formal mit in das Gleichungssystem zur Bestimmung der Losung hinein, werden
aber, da sie bekannt sind, in die Gleichungen fiir die restlichen w;; eingesetzt. Fiir die
inneren Punkte reduziert sich das Gleichungssystem damit auf:

2 2

ZZ(Ae”,epq)uw (fiepg) pyg=1,2

i=1 j=1

(Aejj, epy) = // <86” : ae”q a;;j : 8§§q> dG.

Zur Integration wird der Tréger der im Integral auftretenden Ansatzfunktionen in die
Teilgebiete T; bis Tg (s. oben) aufgespalten. Fiir p = ¢ und ¢ = j ergibt sich z.B.

(Aej,e) = Z//Kae”) (%)2

[(0+1%) 4+ ((-1)*+1*) + ((-1)* 4+ 0) + (0+ (=1)*) + (1* + (=1)*) + (1* + 0)] %

dT;

1
n2
4.
Analog erhélt man

(Aeij, eiv1j) = (Aeij,einy) = ((Aeij, eiji1) = (Aeij, ei5-1)
— 1

und damit
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1 Uoo
1 Up1

1 Up2

1 Uo3

1 U10

0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 U11
o 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 U12
1 U3

1 U20

o -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 U21

o 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 U929

1 U23

1 Uso

1 U3y

1 U32
1 Uus3

o O OO

(f7 611)
(fse)
0

(f,e1)

(f,eq0)

o O OO
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Bei Reduktion des Gleichungssystems auf die 4 tatséchlich unbekannten Grofien ergibt

sich:

4 -1 -1 0 U1 (f,e1n)
-1 4 0 -1 U2 _ (f,elg)
-1 0 4 -1 U1 (fsea)

0 -1 -1 4 U (f,e2)

d.h. eine fiinfdiagonale Systemmatrix.

Durch die Zusammensetzung der Ansatzfunktionen aus linearen Funktionen iiber den
Teildreiecken muss das Integrationsgebiet unterteilt werden. Infolge dessen ist die Ein-
fithrung von Formfunktionen im Mehrdimensionalen fast zwingend. In Analogie zum
eindimensionalen Fall werden iiber jedem Dreieck der Zerlegung drei normierte lineare
Funktionen definiert, die jeweils in einem Dreieckspunkt 1 und in den beiden anderen

0 sind.

Im mehrdimensionalen Fall ist die Integration iiber beliebig in der Ebene oder im Raum
liegende Gebiete aber ziemlich aufwendig und stark abhéngig von der Lage der Gebiete.
Fiir die Automatisierung dieses Prozesses wird deshalb jedes Element mit einer Koor-

dinatentransformation auf das Standardelement
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A

n
1\pP,

P, 1

CA CA

1 I

C r

1 -

Folglich kann jede Ansatzfunktion (A2) als Linearkombination von 6 Formfunktionen
aufgefasst werden. Die Integration ergibt sich damit ganz natiirlich als Summe iiber die
Integrale der Formfunktionen, d.h. die Berechnung der Koeffizienten des Gleichungs-
systems kann auf die Formfunktionen zuriickgefiihrt werden, die sich mathematisch
leichter vereinheitlichen lassen.

Im Folgenden sollen einige gebriuchliche Elemente mit ihren Ansatz- und Formfunk-
tionen vorgestellt werden.

7.6.3 Ansatz- und Formfunktionen

Um die Handhabung der Ansatzfunktionen zu verbessern, werden sie iiber nur ei-
nem Teilgebiet als Linearkombination entsprechend vieler Formfunktionen definiert.
Die Ansatzfunktionen verlieren damit die Interpolationseigenschaft, die aber von den
Formfunktionenen als kleinsten Bausteinen des Gesamtansatzes iibernommen werden.
Mit diesem Konzept lassen sich die Transformationen auf das Standardelement gut
automatisieren und die Eigenschaften der Gesamtansatzfunktion leichter bestimmen
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Linearer Ansatz im Dreieck
Elementform:

Ansatzfunktion innerhalb des Elementes:
eij(@,y) = 1+ o + 3y

Auflerhalb des Elementes ist die Ansatzfunktion Null. Durch Vorgabe der Funktions-
werte in den drei Eckpunkten/Knoten ist diese Funktion eindeutig bestimmt, d.h. dieses
Element hat drei Freiheitsgrade. Es gilt:

e ¢;;(z,y) sind lineare Funktionen in x bzw. y;;

e Die Funktionen e;;(z;,y;) haben einen beschrénkten Triger

e Das Aneinanderfiigen zweier Dreieckelemente an einer Kante fiihrt iiber dieser
Kante zu einer eindeutig bestimmten linearen Funktion, die die beiden Funktions-
werte in den Knoten verbindet, d.h., das Zusammensetzen der Ansatzfunktionen
ergibt eine stetige Funktion.

Durch die Vorgabe der Funktionswerte wird iiber dem Element ein ebenes Dreieck
aufgespannt, das den Funktionsverlauf iiber diesem Element darstellt. Die Gesamt-
funktion als Linearkombination der Ansatzfunktionen setzt sich somit aus ebenen, an
den Kanten stetig ineinander iibergehenden Dreiecksfliichen zusammen. Die Ansatz-
funktion kann man als Linearkombination von Formfunktionen darstellen, die iiber
einem Einheitsdreieck in der £ — n—Ebene definiert werden. Fiir den Fall des linearen
Ansatzes im Dreieck gibt es die folgenden drei Formfunktionen:
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C A

1 -

A
-

e /

&G=n

CA

1+

CA

1 -

Das Einheitsdreieck der £ — n—FEbene wird iiber eine eineindeutige lineare Transforma-
tion auf die Originalelemente aus der x — y—Ebene abgebildet:

X=X+ (X - X)& + (X3 - XN

Y=Y+ (Y- Y)E+ (Ya- Y

v
X

In den Programmsystemen erfolgt die Herleitung aller Formeln und deren Abspeiche-
rung fiir das Einheitsdreieck Tj. Anschlieflend werden sie auf die realen Verhiiltnisse
der jeweiligen Aufgabe transformiert.
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Quadratischer Ansatz im Dreieck
Elementform:

(Die drei Zusatzpunkte liegen auf den Seitenmitten.)
Ansatzfunktion innerhalb des Elementes:

eij(x,y) = c1 + cox + c3y + cs®® + ey + coy?

Auflerhalb des Elementes ist die Ansatzfunktion Null. Durch Vorgabe der Funktions-
werte in den sechs Knoten ist diese Funktion eindeutig bestimmt, d.h. dieses Element
hat sechs Freiheitsgrade. Das Aneinanderfiigen zweier Dreieckelemente an einer Kante
fithrt iiber dieser Kante zu einer eindeutig bestimmten quadratischen Funktion, die
die drei Funktionswerte auf dieser Kante verbindet. D.h., das Zusammensetzen der
Ansatzfunktionen ergibt eine stetige Funktion. Es gilt in Analogie zu oben:

e ¢;;(z,y) sind quadratische Funktionen in x bzw. y

e Die Funktionen e;;(z;,7y;) haben einen beschriankten Tréiger.

Das weitere Vorgehen erfolgt analog zum linearen Ansatz im Dreieck. Entsprechend
den 6 Knoten pro Element gibt es diesmal sechs Formfunktionen iiber dem Einheits-
dreieck, die sich mit Hilfe der linearen Formfunktionen darstellen lassen, z.B. durch:

Ns(E, n) = 4¢, G
n

N, (& n) = (28, - 1)

> £ ] - g
P, P,

Die weitere Vorgehensweise zielt in verschiedene Richtungen. Einerseits wird der Grad
der Ansatzfunktionen weiter erhcht, und wir kommen zu quadratischen Ansétzen der
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Serendipity-Klasse, zu kubischen Ansiitzen....Andererseits werden alle diese Ansatz-
funktionen auf Viereckelemente iibertragen oder auf krummlinig berandete Elemente.
Analoge Elemente findet man dann auch im dreidimensionalen Fall. Hier sollen exem-
plarisch kurz noch einige der genannten Elemente vorgestellt werden.
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Bilinearer Ansatz im Parallelogramm
Elementform:

Ansatzfunktion innerhalb des Elementes:
eij(x,y) = 1 + o + c3y + cazy

Auflerhalb des Elementes ist die Ansatzfunktion Null. Durch Vorgabe der Funktions-
werte in den vier Eckpunkten/Knoten ist diese Funktion eindeutig bestimmt, d.h. dieses
Element hat vier Freiheitsgrade. Es gilt analog zu oben:

o ¢;;(z,y) sind lineare Funktionen
e Die Funktionen e;;(z;,y;) haben einen beschrénkten Triger

e Das Aneinanderfiigen zweier Parallelogrammelemente an einer Kante fiihrt iiber
dieser Kante zu einer eindeutig bestimmten linearen Funktion, die die beiden
Funktionswerte in den Knoten verbindet, d.h., das Zusammensetzen der Ansatz-
funktionen ergibt eine stetige Funktion.

Aufgrund der gleichen linearen Funktion wie iiber einer Kante eines Dreieickelementes
mit linearem Ansatz und den gleichen Freiheitsgraden kann es problemlos mit einem
solchen kombiniert werden. Die Einfiihrung der Formfunktionen erfolgt analog zu oben
iiber dem Einheitsquadrat der £ — n—Ebene.

Beispiel 7.11
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Analog zum linearen Ansatz erfolgt auch die Transformation zwischem Einheitsqua-
drat und beliebigen Elementen:

n y
1 P4 P X=X+ (X - X)& + (X, - X P,
T Y=Y+ (Y- Y)E+ (Ys- YN g
0
Pl P2
» E_, | X

1

Quadratischer Ansatz der Serendipityklasse im Parallelogramm

Zu dem oben genannten linearen Ansatz im Parallelogramm sind nur die Knotenver-
teilung und die Ansatz-/Formfunktionen unterschiedlich:

P,

P,

Die 4 zusitzlichen Knotenpunkte liegen auf den Seitenmitten. Es handelt sich um ein
Element mit 8 Freiheitsgraden, das auf Ergatonis, Irons und Zienkiewicz zuriickgeht.
Die Ansatzfunktionen sind unvollstéindige Polynome 3. Grades:

eij(T,y) = c1 + ez + 3y + e’ + sy + ey’ + crr’y + ez’

Durch die lineare Transformation zwischen x — y—Ebene und £ — n—Ebene bleibt die
Struktur der Ansatzfunktionen unter dieser Transformation erhalten:

€i;(&§,m) = a1 + ax€ + azn+ Oé4£2 + asén + a6772 + a7£277 + agan.

Fiir einen festen Wert der einen Variablen ergibt sich somit eine quadratische Funktion
in der anderen. Folglich ist auf jeder Seite des Einheitsquadrates die Ansatzfunktion
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A
y P
: X9+ 18+ YN +7E2 +1EN Hyen?
< > 1
p Ps y=9,+ 06,5+ 0;m+ 06,82 +98,En + 6gn?
6
P, P,
P, 3

v
x
.
ol

Abbildung 7.1:

eine quadratische Funktion der Bogenlénge. Damit ist die Kombinierbarkeit dieser Ele-
mente mit Dreieck- oder Parallelogrammelementen mit quadratischem Ansatz gewéhr-
leistet. In jedem Fall ergibt sich an der Stoflkante eine stetige Funktion. Die Elemente
wurden nach einem Werk von Horace Walpole ,.Die 3 Prinzen von Serendip(= Ceylon,
heute Sri Lanka))” benannt, weil dort das Wort Serendipity fiir einen gliicklichen Fund
steht.

Krummlinig berandete Dreieckelemente

Sie wurden speziell fiir hohergradige Ansatzfunktionen entwickelt, die zur Erzielung
derselben Genauigkeit eine Einteilung des Gebietes in groflere Elemente zulassen. In
diesen Fillen ist es erforderlich, den Rand ebenfalls genauer zu approximieren. Die
wichtigste Gruppe sind dabei die isoparametrischen Dreieckelemente. Dabei erfolgt
die Transformation der krummlinig berandeten Dreiecke auf das Einheitsdreieck mit-
tels einer Transformation, die dem Ansatz fiir die gesuchte Funktion entspricht:Die

Bestimmung der Koeffizienten §; und +, erfolgt koordinatenweise aus den Uberfiih-
rungsgleichungen P, — P, ...P; — Pg. Die Zwischenpunkte sind dabei weitgehend frei
wihlbar! Sie haben Einfluss auf den Verlauf der Randkuren. Die Transformation muss
eineindeutig sein und soll die Orientierung des Dreiecks erhalten. (Funktionaldetermi-
nante > 0 priifen!)

Kubischer Ansatz im Dreieck

Elementform:
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P,

Ansatzfunktion innerhalb des Elementes:
o 2 2 3 2 2 3
i (T, y) = c1 + 2T + c3y + cax” + c5xy + cyY” + crx” + csT7Y + CoTY” + 10y

Kubischer Ansatz der Serendipity-Klasse im Parallelogramm
Elementform:

Ansatzfunktion innerhalb des Elementes:

eij(x,y) = + o4 3yt car +esxy+ gy’ + cra® +esx?y+eory? oy’ + e Py +eroxy®
Genauere Beschreibungen und viele weitere Elemente sind z.B. zu finden in Zienkiewicz:
Methode der finite Elemente, Fachbuchverlag Leipzig, 1983.

Die bisher vorgestellten Elemente garantieren die Stetigkeit der gesuchten Funktionen

und fithren in den Raum H. Sie sind deshalb geeignet, wenn das zu minimierende
Funktional hochstens 1. Ableitungen enthiilt. Anwendungsfiille sind z. B.

e Wirmeleitung
e clektrische und magnetische Potentiale
e Stromungsprobleme

e cbener und rdumlicher Spannungszustand.
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Wenn hshere Ableitungen im Funktional auftreten, miissten kompatible Elemente ge-
wihlt werden, d.h. solche Elemente, die mindestens die Stetigkeit der ersten Ablei-
tung garantieren bzw. die Stetigkeit noch hoherer Ableitungen. Das ist in mehreren
Raumdimensionen sehr schwierig und nur mit enormen Aufwand zu bewiltigen. (s.
z.B. Bell-Element, Argyris-Element als C'— Elemente, /1/) Zudem sind die damit
erzielten Ergebnisse nicht dem Aufwand entsprechend. Andererseits sind Berechnun-
gen mit nicht kompatiblen Elementen i. Allg. erfolgreich, wenn sie einen sogenannten
Patch-Test bestehen. Die Ergebnisse liegen dann in dhnlicher Giite wie bei kompatiblen
Elementen. Notig ist da z.B. bei der

e Deformation von Platten
e Biegung von Balken

e Berechnung von schalenférmig anzunihernden Objekten.
Der Patch-Test bei mechanischen Aufgaben besteht in Folgendem:

1. Betrachte untereinander verbundene Elemente: die Patches

2. Gib die einem konstanten Verzerrungszustand zugeordneten Knotenverschiebun-
gen fiir beliebige Patches vor.

3. Wenn dabei an den Knoten Gleichgewicht besteht, ohne dass duflere Knotenkréfte
erforderlich sind, und wenn ein konstanter Spannungszustand erhalten wird, dann
liefern die Elemente, die dem Test geniigen, konvergierende Losungen. (d.h. an
keiner Stelle der Niherungslosung geht duflere Arbeit verloren.)

Damit ist der Patch-Test die diskrete Nachstellung eines physikalischen Erhaltungssat-
zes! Als zusitzliche Bedingung fiir die Anwendbarkeit und die Auswahl eines Diskreti-
sierungsverfahrens ist das richtungsweisend. In der Entwicklung der Verfahren hat sich
allerdings gezeigt, dass Patch-Test der einfachsten Form nicht in jedem Fall sicher sind.
Deshalb ist in der Anwendung auf Patch-Tests moderenen Typus Wert zu legen.
Sofern im zu minimierenden Funktional Ableitungen m-ter Ordnung auftreten, miissen
die lokal verwendeten Polynome in den Ansatz- bzw. Testfunktionen wenigstens vom
Grade p > m sein. Dann hat der Approximationsfehler die Ordnung O(hP*1).

Der Nachweis der Konvergenz des Verfahrens nach dem Satz von CEA ist unabhiingig
von der betrachteten Raumdimension und damit auch hier giiltig
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7.6.4 Aufstellen und Loésen des linearen Gleichungssystems
Apyn =1

Durch die Verwendung der Koordinatentransformation auf die Standardelemente ist
die Berechnung der Skalarprodukte aus der Matrix A; automatisierbar. Anschlieflend
kann ein Programmsystem selbsttétig bis zur Losung weiterarbeiten. Stellvertretend fiir
hiufig auftretende Bestandteile der Skalarprodukte soll im Folgenden die Berechnung

der Integrale
/ / udxdy
T;
/ / u?dzdy
T;
//(ui + v))dxdy
T;

unter der Transformation fiir lineare Dreieck- bzw. Parallelogrammelemente untersucht
werden:

r = x4+ (rg —x1)E + (23 — 21)7
= yi+ W —y)é+ (s —yin

J = | Te Y :‘ (@2 —21) (2 — 1)
Ty Yy (I3 - xl) (y3 - yl)
= (va—21)(y3 —y1) — (w3 — 21)(y2 — 1)
dedy = Jd&dn

Damit gestaltet sich die Berechnung des ersten und zweiten Integrals recht einfach,
denn J ist nur eine Konstante:

// vdrdy = J// ud&dn
Ti To
//quxdy = J// u?dédn.
T; To

Fiir das dritte Integral miissen zunéchst die Ableitungen transformiert werden:
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Up = U, + UpT), Uy = u§£y + uyn,
Mit u = x bzw. u = y erhélt man durch Einsetzen in diese Gleichungen:
Uy = 1= (12 — 1), + (13 — 717, ty =0 = (13 — Il)’fy + (w3 — 9131)%
Uy =0=(y2 —y1)&e + (Y3 —y)n,  uy=1= (2 —v1)§, + (y3 — y1)m,

Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach den Unbekannten ,,7,,&,,n, ergibt
dann:

— (s—y1) — _(y2my)
= Y3—y1 n, = — y2Jy1

gy — _ (z3—m) n, = (r2;11)
womit folgt:

/ / (2 +ud)dedy = J / / (e, + uymy)? + (g€, + uyn,)?] dédn
T;

- // dgdn+2b//u5und§dn+0// uydédn

a = Wi [(953 - 351) (y3 — y1)2

}
p o _ll($3—$1)+( ylﬂ
|

J(@2—z1)  (2—wm
¢ = %[(952—961) (2 — 1)

Die Koeffizienten sind also konstant und nur von der Geometrie abhéingig. Damit kann
eine Reduktion auf folgende Standardintegrale vorgenommen werden. Beim linearen
Ansatz im Dreieck gilt in T} : © = ¢; 4+ cox + c3y und nach der linearen Variablensub-
stitution in Tp : u = ay + axé + azn

nA
1
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// ugdfdn = // aadédn = a3 - // ldédn = %ag
Ty To To
I, = 2// ugundédn = ag - a3
To
Is = //uidﬁdn = lag
2
To

I, = //udﬁdn = // (o + a2€ + asn) dédn
TO TO

= —Oél+ Oég—i- Oé3

Iy = / / w2dédn = / / (o + o + asn)? dédn

24 Loian+ a2t Losastta
:—CV [ 518 A1 Ao .
213123131221223123

Setzt man fiir v die Formfunktionen ein (mathematischer Zugang), so gilt
a; =1, +=1,2,3, und man kann alle Integrale berechnen.

und damit

~
i

2

Beispiel 7.12 Betrachten wir z.B. die Berechnung des Skalarproduktes

861 661“ 2
(Aeij,e5) = Z// ( J) (a;) dT;
aus Kapitel 1.5.2 und das Teildreieck T5 mit den Eckpunkten
(1 (1 ( 2/3 1
Pl—(2/3)7 Pg—(l), P3—<2/3> undh—3
A A T]
y
1 0N
n=1-¢
2/3; T,
S,
" &
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Die Koordinatentransformation auf das Standarddreieck lautet dann:

r = 21+ (g —x)l+(x3—x1)n=1—hn
y = y1+(y2—y1)§+(y3—y1)77=§+h§
J = (w2 —21)(ys —y) — (z3 — 1) (2 — 1) = 0 — (—=h)h = h?

Damit ergibt sich unter Verwendung der entsprechenden Formfunktion (5 =1

// [(8@,”) (agz;,z'j>2 dTy = //€3§dfd77+2b//C3§C3nd§dn+c/ ¢2, dédn
= a-0+2b- 0—|—c//1d§dn

1 1
= 0+ hY 5 =3

Dieser Wert stimmt, wie man leicht vergleichen kann, mit dem tberein, der bei der
Berechnung im Originaldreieck fiir dieses Integral ermittelt wurde. Er geht, weil er in
der Berechnung des Skalarproduktes (Ae;j, e;5) auftrat, in den Koeffizienten fir u;; auf
der Hauptdiagonale des linearen Gleichungssystems additiv ein.

Charakteristisch ist, dass jedes Element aufgrund der Interpolationseigenschaft der
Formfunktionen nur an den Kreuzungspunkten der Zeilen k,l,m mit den Spalten
k,l,m von Null verschiedenene Anteile ausweist, wenn das Element die Eckpunkte
P, B, P,, besitzt:

ak,’k ) akl ) a/km
alk DY all PR alm
Qmik Qmi Qmm

Die Gesamtmatrix ergibt sich aus der Addition der einzelnen Elementanteile, unter
der Voraussetzung, dass Gewichtsfunktionen, die in den Integralen auftreten kénnen,
wie z.B. g(z) und k(z), als konstant iiber den einzelnen Elementen betrachtet werden
konnen.
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Auf analogem Weg erfolgt die Berechnung der Komponenten der rechten Seite. Sollten
die auftretenden Integrale nicht analytisch losbar sein, so werden sie numerisch be-
rechnet. Anschlielend werden die Randbedingungen eingearbeitet. Randbedingungen
1. Art sind wesentliche Randbedingungen, die durch Vorgabe auf dem Rand in das Glei-
chungssystem einzubringen sind. RB 2. und 3. Art verursachen in den Skalarprodukten
(Ae;, e;) und (f, e;) entsprechend Bemerkung 1.2 aus Kapitel 1.1 zuséitzliche Terme, die
natiirlich ebenfalls mit bei der Erstellung der Systemmatrix zu beriicksichtigen sind.
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7.6.5 Beispiel fiir den mathematischen Zugang

Gesucht ist die Losung folgenden Problems: /7/

A M

B e L
Au =-20 in G
U =0 auf AB
D —0 auf BD, DE, EF, LM, MA

F %49y =0  auf FL (Halbkreis)
D E
Gebiet G

Die Aufgabe, die stationiire Temperaturverteilung in diesem Beispiels zu bestimmen,
wird fiir konkrete Abmessungen fiir G bei verschiedenen Elementeinteilungen und An-
sitzen behandelt (s. /7/).

Das Grundgebiet wird zunichst mit geradlinigen Elementen approximiert, wobei die
Eckpunkte der Elemente auf dem Halbkreis dquidistant verteilt werden. Damit wird
die Fliche des approximierten Gebietes grofler als diejenige des gegebenen Gebietes G.
Die Diskretisation von G erfolgt in drei Stufen.

Im Fall a) der grobsten Elementeinteilung werden nur Dreiecke verwendet, withrend in
den Fiillen b) und c¢) das Gebiet soweit als moglich regelméfig mit Quadraten iiber-
deckt wird und Dreieckelemente nur in der Nidhe des krummlinigen Randes verwendet
werden.

Fiir die drei Elementeinteilungen gelangen in /7/ quadratische und kubische Ansétze
zur Anwendung, so dass 6 verschiedene Rechnungen entstehen. Als kubisches Dreieck-
element wird dasjenige von Zienkiewicz (vgl. Abschn. 2.3.4) verwendet, so dass fiir das
Quadrat der unvollstéindige kubische Ansatz der Serendipity-Klasse mit 12 Knotenva-
riablen angepasst ist, damit die beiden Elemente kombinierbar sind. In Analogie dazu
wird der quadratische Ansatz der Serendipity-Klasse in den Quadraten mit Element-
matrizen der Ordnung 8 verwendet.

Die Werte der resultierenden Temperaturen in einzelnen ausgewihlten Punkten (s./7/)
demonstrieren die Konvergenz auf Grund der Verfeinerung der Diskretisation und des
Ansatzes. Die Temperaturwerte zeigen dabei fast durchweg die Tendenz, bei Verfeine-
rung der Elementeinteilung abzunehmen.

Das kann teilweise dadurch begriindet werden, dass die Fliche des approximierenden
Grundgebietes abnimmt und damit auch die in G produzierte Warmemenge, da ganz
G mit einer Warmequelle belegt ist.



194KAPITEL 7. DISKRETISIERUNGSKONZEPTE FUR RANDWERTAUFGABEN

Diese Erklarung wird tatséchlich durch eine Rechnung bestitigt, der eine Diskretisa-
tion des Grundgebietes mit teilweise krummlinigen Dreieckelementen zugrundeliegt.
Werden lings des Halbkreises krummlinige Dreieckelemente mit der Eigenschaft ver-
wendet, dass die Mittelpunkte der krummlinigen Randstiicke auch auf dem Halbkreis
liegen, so resultiert eine sehr gute Approximation des Grundgebietes. Die fiir diese Ele-
menteinteilungen resultierenden Temperaturwerte in den ausgewiihlten Punkten sind
in der Tat kleiner als die entsprechenden Zahlwerte, die sich fiir die feinen Einteilungen
ohne krummlinige Elemente ergeben.

7.6.6 Verbindung zum technischen Zugang

In der Technik wurde die Finite-Element-Methode zuerst fiir mechanische Problem-
stellungen iiber Energiebetrachtungen eingefiihrt, die in folgendem Zusammenhang zu
Randwertproblemen stehen.

Es seien

Q C R3?, 9Q der Rand von , n der Vektor der #uBeren Einheitsnormale

u : das Verschiebungsfeld,

o : der Spannungstensor

f : Volumenkriifte

g1 : Randverschiebungen

g : Oberflichenkrifte

ey Ae ¢ die Laméschen Elastizitédtskonstanten

E \ - Ev
2(1+v)" ¢ (1+v)(1-2v)

He =

mit dem Elastizititsmodul £ und der Poissonschen Querkontraktionszahl v.
Wird ein Korper €) vorgegebenen Kriiften ausgesetzt, so kann man die Verschiebungen
u entsprechend den folgenden Gleichungen bestimmen:

82U1 82u1 82u1 8 aul aUQ au?,
~He <8x% + (9x% * 837% > - ()\e +'ue)8x1 <8x1 + 81’2 + 8133)

0
e (D) = O+ ) (9 W) =
—uewus)—uem)a%(v-u) -
u|r1 = &

o-nlp, = g
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Mit Au = (Aug, Aug, Auz)? ergibt sich die Kurzschreibweise des Differentialglei-
chungssystems der linearen Elastizitdtstheorie:

_:ueAu - ()‘e + Me)v (v ' u) = f
u|1“1 = 2
o n|r2 = 82

Dabei gelten folgende Gesetze zwischen Verschiebungen u, Spannungen o und Verzer-
rungen € :

+

ij T A ) .7':17273
0= 9\ ox, 8@-) "

0ii = Ac(€11 + €22 + £33) + Q’U.egii. i,j7=1,2,3 (Hooksches Gesetz)
Oij = 0ji = 2[1,E4 fiir i # j
Zur Herleitung der verallgemeinerten Formulierung benutzen wir Testfunktionen

veVy={ve [H(D]’ | v =0}

Multiplikation mit v?" und Integration iiber € fiihrt zu

/VdeG = —/VT(,ueAu—()\e—f-ue)V(V-u))dG
Q Q
_ —MG/VT(AHv(v-u))dG—Ae/vva.u)dG
Q Q
= L+

vi(Au+ vV (V- u))dG

L& P az?’:aui

v +—
1 J j
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Partielle Integration ergibt

3
3 i
= 2/~Le/ Z gij(u Ui dG — 2/%/ Z gij(w)vn;dsS.

2,5=1 i,7=1

Wegen

calv) = 1 avi_l_@vi ov; J
" 2\ 9, Oxy ox; un

(%j . 1 81%' 1 81%'
€j ( )axz - 28Z]<U)a$j + 2€JZ<U)8$J'
1 8vj 1 (%j

+§€ji(u)a_l'i + §€ij(u) axz

B 15 (u) 8v,~+8v] +1€ (u) 3v,~+8vj
9T Or; Oz, 7 Or; Oz,

= W)y (v) + i) (v)

gilt

L=1= 2,ue/ Z gij(u)e;;(v)dG — 2/%/ Z gij(w)vn;ds.

2,j=1 89131

Analog zu /4, S.160/ erhilt man

L = - / (9 - u)dG
Q
= Ae/(v-v)(v-u)dG—)\e/(v-u)vT-ndS
“ 09
. . . auj L 1 .
Auf dem Rand Iy gilt v = 0. Weiter gilt: ¢;;(u) = 2. Damit kénnen die Integrale
J

iiber 0F2 aus I; und I, umgeformt werden zu

/ ( 21, Z eij(W)vin; — A (V -u)v’ - n) as

a0 =1
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3 3 3
= —/Z (Z Q,Uef‘:ij('U.)nj + /\e (Z 5jj(ll)> sz> ?jzdS
i=1 \j=1 j=1

= /Z (Z oij(u ) v;dS  (nach dem Hookschen Gesetz)

Fzzl

- — / ngds (RB!)
r =1

= —/VT-deS

1)

Insgesamt ergibt sich die verallgemeinerte Formulierung fiir die lineare Elastizitéts-
theorie:
Gesucht ist u e V3 ={v e [HYQ]? | v, = g1} so dass gilt

/(2%2% w)ei; (v) + Ae(V )(v-u)>dG: /QvadG+/vT-g2ds

i,5=1 Ty
a(u,v) = b(v)
Bilinear form = Linear form

Es gilt a(u,v) = a(v,u) und a(v,v) > 2u,C||v|* mit C > 0 fiir alle u € [H}(Q)]*
/4,5.170/. Wegen der Giiltigkeit des Satzes von Lax-Milgram fiir dieses Problem besitzt
es eine eindeutige Losung. Unter der Voraussetzung, dass af(., .) symmetrisch und positiv
definit ist, kann man die Aquivalenz zu folgendem Variationsproblem beweisen:
Gesucht ist u € V; so dass gilt

Flu] = inf Flw]

weVy1

mit dem Ritzschen Energiefunktional

1
Flw] = §a(w, w) — b(w)
= innere Energie — aulere Energie

Gesamtenergie

Bewezs:
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Wir betrachten die 1. Variation von Flw], t € R, v € Vp:
1
Flu+tv] = §a(u +tv,u+tv) —b(u+tv)

1 1 1,
= §a(u, u) + §t[a(u, v) +a(v,u)] + 5t a(v,v) — b(u)—tb(v)

= Flu]+t(a(u,v) —b(v)) + %t%(v, V)

Ist u Losung der verallgemeinerten Aufgabenstellung, so gilt a(u,v) = b(v), und mit
t =1 ergibt sich

1
Flu+tv] = Flu] + §t2a(v,v) > Flu] Ywvelp

Damit ist u eindeutiger Minimalpunkt von F. Ist u Minimalpunkt von F, dann muss

dF

—| =a(u,v)=>b(v)=0 VYvelyv#0
dat |,_,

gelten. |

7.6.7 Beispiel fiir den technischen Zugang

In der Technik geht man meist vom Energieerhaltungssatz aus, nutzt die Aquivalenz
zur verallgemeinerten Formulierung, ohne sie direkt zu benutzen und kommt auf die
sogenannten Elementsteifigkeitsmatrizen, die zur Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammen-
gesetzt werden

Wir betrachten nun den ebenen Spannungszustand in der x — y—Ebene. Er kann vor-
ausgesetzt werden, wenn das Bauteil in einer Koordinatenrichtung (z3) eine konstante
Dicke besitzt, die klein ist im Vergleich mit den beiden anderen Ausdehnungen. Zug-
und Druckkriifte liegen parallel zur Oberfliche. Es treten keine Belastungen senkrecht
zur Oberfliche auf. Damit gilt

. Bul . 8'&2

Uy =YY= ——=—
8353 8x3

und folglich

033 =013=012 =0, e33=¢e13=¢12=0.

Weiter ist
B Ev

A= AT a =)

Zur besseren Ubersicht vereinbaren wir folgende Bezeichnungen:
t : Dicke des Materials,
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0y = 011, 0y = 092 : Normalspannungen || Oberfléiche in x- und y-Achsenrichtung,

T = Ty = 012 : Schubspannung in x-y-Ebene,

u,v : Verschiebung in x— bzw. y—Richtung, u = Z ,

€y = €11, &y = €22 : Dehnung in x— bzw. y—Richtung,

v = 2¢19 : Winkelédnderung.

Unter Berticksichtigung der obigen Gleichungen fiir den dreidimensionalen Fall gelten
folgende Beziehungen:

ou v ou Ov
J— + - ,
or

Ex = %7 gy_a_yv fy:ay
e = B-u (52)

Weiter setzen wir kleine Verformungen und linear-elastisches isotropes Material voraus,
d.h. mit dem Elastizititsmodul £ und der Querkontraktionszahl v gilt

1
Er = E(ax—uay)

1
Cy = E(Uy_ygx)

T E
T 21+ v)

Insgesamt koénnen wir damit das Hooksche Gesetz formulieren:

o R
o = o, | =E-¢
T
1 v O €
E T
= 7|7 10 Ey (53).
“PNo 0 )y

Im ersten Schritt werden die Elementsteifigkeitsmatrizen zur Berechnung der Verschie-
bungen u und v auf folgender Basis aufgestellt:

e benutze einen linearen Verschiebungsansatz F =k -u (S1), d.h. € und o werden
in den Elementen als konstant vorausgesetzt,

e die Kraftiibertragung erfolgt nur iiber die Knotenpunkte,

e Die Arbeit, die von diesen Knotenkriften in das Element geleitet wird, wird als
elastische Energie im Element gespeichert.
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Die spezifische innere Arbeit wird wie folgt berechnet

t
W; = 3 //(Ux&“x + oyey + TY)dady
T;

t t
= 5//0'T‘€dxdy:§//eT-adxdy
Ti Ti

Sie ist gleich der dufleren Arbeit, die iiber die Knotenkriifte eingeleitet wird:

1 1
W, = 5F(@)T ‘u= EuT.F(e)
L
— ZuT . k.
Su u
= M/’L"

Damit ergibt sich

1
§uT-k-u = %//sT-adxdy

Nach Vereinfachung erhilt man
k=Art-BT-E-B (S1.1).

In der Berechnung ist also die Verschiebung u die grundlegende Gréfle. Nach der Be-
stimmung von k entsprechend (S1.1) wird im ersten Schritt das Gleichungssystems

F = k-u (51) gelost. Danach erfolgt die Bestimmung der Verzerrungen € = B -
u  (52) und anschlieBend die Berechnung der Spannungen o = E- & (93). Das Pro-
blem in dieser Berechnungskette ist die Bestimmung von B. Diese Matrix ist abhiingig
von den gewihlten Ansatzfunktionen, da sie deren Ableitungen nach = und y enthiilt.
Betrachten wir z. B. das Dreieckelement mit linearem Verschiebungsansatz
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A

w(z,y) = o1+ ax + azy
v(x,y) = B+ Bz + Pay

Nach Einfithrung der Formfunktionen (;(z,y) gilt

w(x,y) = Gui+ Cua + (3us
v(z,y) = (1 + Cua + (3us.

Damit ergibt sich
u - ¢, Co Cs

€ = - =5 U+ U2+ U3

or  Ox oz ox
v 8C1 8C2 8(3

€y = [- =7 U1+ 7 U2+ U3

oy Oy dy dy
ou  ov 0 Cy 3 ¢, d(y (5

v= a_y—i_%:8_yu1+8_yu2+8_yu3+%1}1+%1}2+%v3
Uy
‘s G 0 G 0 G 0\ [
gy | =10 Gy 0 Gy 0 Gy e Bu.
Y Cly <1$ <2y C2x CBy C3.23 U
3
U3

Da die Formfunktionen linear sind, enthélt B nur Konstanten.

Beispiel 7.13 Wir betrachten als Beispiel fiir den ebenen Spannungszustand ein recht-
eckiges Blech unter konstanter Zugspannung in y-Richtung.
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1. Suche Symmetrielinien, um die Gesamtsteifigkeitsmatriz zu verkleinern: Fs ist
ausreichend, das rechte obere Rechteck (blau) zu betrachten.

2. Wegen der konstanten Zugspannung verwenden wir den linearen Ansatz. Die
kleinstmégliche Elementezahl ist 2. Die Ziffern geben die globale Nummerierung
der Knoten an.

Element 1

Element 2

3. An den Schnittrindern gelten die Lagerbedingungen.:

Uy = U4:O

U3 = Ug = 07
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gesucht sind die Groflen us,ve,uy,v1. bezogen auf die globale Nummerierung.

4. Die auf die obere Kante verteilte Last muss auf die beiden Knoten auf dieser
Kante umgelegt werden. Das geschieht zu gleichen Teilen, weil die Last konstant
15t.

1

5. Elementlogik:

VAR
2(2) 1(2)
(2)
Element 1
Element 2
3)|4 3(3)= x
1)

Die lokale elementbezogene Nummerierung erfolgt dabei in Klammern in der Far-
be des Elementes. Zu beachten ist der mathematisch positive Umlaufsinn bei der
Nummerierung der Knoten in den einzelnen Elementen, damit bei der automa-
tisierten Berechnung der Fliche ein positiver Wert entsteht. Element 1 wird aus
den Knoten 1, 2, 3 sowohl in globaler als auch in lokaler Nummerierung gebildet.
Element 2 besteht in globaler Nummerierung aus den Knoten 3, 2, 4, die in die-
ser Reihenfolge den lokalen Knoten 1, 2, 3 entsprechen. Wir arbeiten damit mit
folgenden Vektoren

u (1, V1, U, Vg, U3, Vs, Uy, Vg)"
= (ug,v1,0,v2,u3,0,0,0)"

F = (Fu,Fp, Fu, Fyp, Fus, Fys, Fog, Fyu)"
= (0,Q, F2,Q.,0, Fy3, Foa, Fyy)"

Bei der Losung des Gleichungssystems F =k - u ist k dann eine 8 x 8— Matriz,
i der sich die beiden Elementsteifigkeitsmatrizen wie folgt tiberlagern:
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1 2 3 4
1 00
00
2
3
00
41,00

Auflen befindet sich dabei die globale Knotennummerierung. Anschlieffend erfolgt
eine Reduktion auf ein Gleichungssystem der Gréfie 4 x 4 fiir die gesuchten Werte
U1, V1, U2, us.

Im Rechner erfogt dabei die Realisierung durch Umordnung der Matriz, Aus-
nutzung der Symmetrie und positiven Definitheit, soweit vorhanden. Nach der
Lésung des Gleichungssystems werden die unbekannten Krifte und weitere Gro-
fSen berechnet .



