Wichtige Eigenschaften der Matrizenoperationen

Kommutativgesetze

A+B=B+A i.Allg. A-B#B-A
Assoziativgesetze
(A+B)+C=A+(B+0C) (A-B)-C=A-(B-C)
Distributivgesetze

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

Nullelement O
A+0=0+A A-0=0-A=0

Einselement F
A - E=FE- A=A

Multiplikation mit Zahlen aus o, 5 € C

(a+B)A=ad+ A (af)A = a(B4) = faA)
a(A+ B) =aA+aB a(A-B) = (aA)B = A(aB)

Transponierte Matrizen

(A+B)T = AT + BT (A-B)T =BT . AT
(@A) =a- AT
(AT)T = 4
Adjungierte Matrizen
(A+B)* = A*+ B* (A-B)*=B*- A*
(A=A
Inverse Matrizen

(A-B)y"'=B"1.4"1



Kurvendiskussion / Arbeitsanleitung

. Definitionsgebiet:

Welche Werte = € R miissen ausgeschlossen werden? Gib Dy als Vereinigung von
Intervallen oder als Punktmenge an.

. Symmetrie, Periodizitét:

e Priife: f(—x) = f(x): gerade Funktion, symmetrisch zur y-Achse.

e Priife: f(—z) = —f(x): ungerade Funktion, punktsymmetrisch zum Ur-
sprung.

e Angabe der kleinsten Periode T, so dass gilt:  f(z +kT) = f(z) Vz eR.

. Verhalten an den Randpunkten des Definitionsgebietes:

e Bestimme lim, o f(z) und lim,,_ f(z), falls f(z) in ganz R definiert
ist.

o Bestimme die einseitigen Grenzwerte an den Stellen, bei denen Dy im End-
lichen unterbrochen ist (z.B. an Nennernullstellen).

. Achsenschnittpunkte:

e Nullstellen: f(z) =0 = z1,...,2k
e Priife, ob x;, i =1,...,k und £ = 0 zum Definitionsbereich gehoren.

e Schnittpunkt mit der y-Achse: Berechne f(0).

. Unstetigkeitsstellen:

Untersuche die Stellen, die unter 1. als isolierte Punkte aus R ausgeschlossen
wurden auf Polstelle, Liicke oder Sprungstelle endlicher Hthe.

. Extremwerte:

o Suche extremwertverdéichtige Stellen mittels f/'(z) =0 = x1,..., 2.

e Teste diese auf Vorlage eines Extremums mit Hilfe des Satzes:
f sei in U(x;) stetig differenzierbar bis zur n-ten Ableitung, n > 2.
) (x) sei die erste von Null verschiedene Ableitung in z;.
Ist n gerade, so gilt: f (™) (z;) < 0 = relatives Maximum bei z;
f ™ (z;) > 0 = relatives Minimum bei x;
Ist n ungerade, so liegt bei zy ein Wendepunkt vor.

e Berechne die Funktionswerte f(z;) fiir die gefundenen Extrema.

7. Wendepunkte:

e Suche wendepunktverdichtige Stellen mittels f/(x) =0 = z1,...,2.

e Teste diese auf Vorlage eines Wendepunktes mit Hilfe des Satzes aus Punkt
6.

e Berechne die Funktionswerte f(z;) fiir die gefundenen Wendepunkte.



8. Skizze:

Leite aus den vorher bestimmten Angaben und evtl. einigen wenigen zusétzlich
be-stimmten Punkten das Bild der Funktion ab. Kontrolliere, falls méglich, mit
dem Taschenrechner.

9. Wertevorrat: Leite aus den vorhergehenden Punkten, speziell der Skizze, ab:

e Welche Werte aus R miissen als Funktionswerte ausgeschlossen werden?

e Angabe von Wy als Vereinigung von Intervallen oder als Punktmenge.

Geometrische und technische Anwendungen der Integralrechnung (eindimensional)

1. Fliche zwischen der Kurve y = f(z) und der x-Achse im Intervall [a, b], wobei
die stetige Funktion f(z) in diesem Intervall die Nullstellen z1, xo, ..., ,, besitzt:

/axl f(z)dx /:2 f(z)dz /g:} f(z)dz

2. Fliche zwischen den Kurven y; = f(z) und y2 = g(x) im Intervall [a,b], wo-
bei sich die stetigen Funktion f(z) und g(x) in diesem Intervall an den Stellen
1,3, ..., Ly schneiden:

F= + F o F

N F = + +...+

b
/ (f(2) — g(x))de

/ P (@) - gla))da

Z2

/ " (F(@) - glw))dn

3. Linge s der Kurve K:

e im R? bei expliziter Darstellung y = f(z), z € [a,b]: s = f: 14 (f'(2))? dx
e im R? bei Parameterdarstellung = = z(t), y=y(t), tE€ [t1,ta]:

s= [ VEDTED
e im R’jlbei Parameterdarstellung x; = z;(t), ¢ € [t1,t2]; i=1,..,n:
o= [ VTR @
t
e im R? 1bei Polarkoordinatendarstellung r = r(¢), ¢ € [¢1, Ps]:

o2}
5= /¢ JED TG db

4. Volumen und Mantelfliche des Korpers, der bei Rotation der Fliche zwischen
der stetigen Funktion f(z) und der x-Achse um die x-Achse im Intervall [a,b]
entsteht:

b b
V, = / Pa)de; M, =2n / f@) VI (@) da.

Wird die Fliache durch die Kurven f(z) und g(z) berandet, so ist zur Flichenbe-
stimmung entsprechend Punkt 2 zu verfahren.



10.

11.

. Volumen und Mantelfliche des Korpers, der bei Rotation der Fliche zwischen

der im Intervall [a, b] eineindeutigen stetigen Funktion y = f(z) und der y-Achse
um die y-Achse entsteht:

f(®) b
VyZﬂ'/f 22 (y)dy; My:27r/ x-/ 14 (f'(x))dx.

(a)

. Der Gleichrichtwert einer Wechselstromgrofie f(x) ist der lineare Mittelwert

dieser Grofie:

_q T
f=z | raas

Der Effektivwert einer Wechselstromgrofle f(z) ist der quadratische Mittelwert

dieser Grofe:
1 [T
Jers = T/t f2(x)dx

12
Welz/ w1 dt

ty

. Elektrische Arbeit:

. Koordinaten (z,ys) des Schwerpunktes einer homogenen Fliche mit dem Fli-

cheninhalt F' unter der stetigen Kurve y = f(x) :

a3yt

My Jpwyde M,
F f;yd:r

TP e T

Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen:

Sei f(z) auf beliebigen Intervallen [a, b] integrierbar.

0o b
&) [ f(@)de = lim [ fx)dr
b b
b) [ f@)do= lm_ [ f()do

oo

¢) [ flx)dz = agglooff(:p)dx—l—blinolojf(w)dx; ceR

Uneigentliche Integrale mit nichtbeschrinkten Funktionen:

Sei lim, .. f(z) = 00, a < ¢ <b. (Eventuell werden nur einseitige Grenzwerte
benotigt!)

a) ff(x)dx: lim Cfsf(ac)dx

=040 3

b b
b) Eff(w)da: = aﬂo“iocfs f(z)dx
b c—e b
c) aff(ﬂ:)d:c = lim f f(w)d:c+§g5rioc_+f§ f(z)dx



Fourierreihenentwicklung, komplexe Form

Periode 27 Periode T'

00 " 00 o2x
fr 30 e’ [~ 3 et T
k=—o0 k=—o0

f(x) weder gerade noch ungerade

27 T
co =5 [ flz)dx co == [ flz)dx
0 0
_ 1 [2r —ikx _ 1 (T —ik2Z
Ch = 5= fo f(x)e dx Cp = Tfo f(x)e *T2dy
ap =cg+c_p, k>1
apg = 260
bk = i(Ck - C_k), k Z 1
f(z) gerade: f(—z) = f(x)
™ Z
co=12[f(z)dz co=7% [ fz)dx
0 0
™ Z
cr =1 [ f(z) cos(kx)dx =% [ f(z)cos(kZEa)da
0 0
ap = 201437 Yk
b = 0, Vk
f(z) ungerade: f(—z)=—f(x)
Co — 0 Cy — 0
™ Z
cp = —% [ f(x)sin(kz)dx ar =—2 [ f(z)sin(kZz)dx
0 0
ap = 0, Vk
bk = —%Ck, Vk
trigonometrische Form der Fourierreihe
[ee] (oo}
[~ %4 3 [ag cos(kx) 4 by sin(kx)] f~% 4+ 3 [ag cos(kZEx) + by sin(k2Ez)]
k=1 k=1




Rechengesetze der Fouriertransformation

Es sei F(iw) = FT(f()); G(iw) = FT(g(t))

. Additionssatz:

FT(af(t) + bg(t)) = aF (iw) + bG (iw); a,beC

. Verschiebungssatz:

FT(f(at +b)) = e F(&);  a#0, a,beR

. Dampfungssatz:

FT(e® f(at)) = 1F(2=b); a>0,aeR beC

. Faltungssatz:

3 1F@d, [T @A [T lg)ldt, [T la(t)Pdt

= = [ ft=7)g(r)dr : Faltung, FT(a(t)) = F(iw)-G(iw)
. Integrationssatz:

Ji(: dt_0:>]-'T(f f(r ):%F(m)

. Differentiationssatz:

Ist (") (t) fouriertransformierbar, n € N,
iy too f(E) =0, ooy limyqoo D) = 0= FT(f(t)) = (iw)"F(iw)

. Multiplikationssatz:

Ist f(t) fouriertransformierbar, n € N = FT(t"f(t)) = i"F " (iw)

. Parsevalscher Satz:

I Nf@)lde, [T Nf@)Pd = [T If@)Pdt =2 [7|F(iw)|?dw

. Interpretation in Elektrotechnik / Elektronik:

[ |f(t)[?dt ist die Energie, die ein Signal f(t) in einem Widerstand der Grofie
1 Q in Wirme umsetzt.



Bekannte Fouriertransformierte

Zeitbereich : f(t) Spektrum : F(iw)
Riicktrans formation : Hintrans formation :
f(t) =5 [ F(iw)e™tdw Fliw) = [ f(t)e~“tdt

A £,(t)
Yo
> Fy(iw) = UpTsi(<L)
T T t
2 2
Up  fiir —F<t< 3
fit) =
0 sonst
At
1

FQ(iCLJ) = L

o+iw
S
7
t
fo(t)=e"" fir t>0, (0 sonst)
A (1)
Uo
T T )
T T F3(iw) = 223 (1 — coswT)
Lot + Uy fiir ~-T<t<0
fs(t) =8 Lot 4+ U, fir 0<t<T
0 sonst



Zugeordnete Rechenoperationen bei der Laplacetransformation

Nr. | Originalbereich | t — Bereich Bildbereich | s — Bereich
S NIONI0 F(p) = [~ f(H)e"dt, G(p)
| as)+8) aF(p) + BG(p)
F® () PPE(p) = 0" fo — P2 fo — = pf TR = £
insbesondere gilt mit fé”) = }i_r)%f(") t), v=0,1,...,k—1
3 ,
f(®) PE(®) — fo
F(t) P*F(p) = pfo — fo
0 PPF(p) = p*fo — pfo — fo
4 ¢ 1
Jf(r)dr = F(p)
0
> | gt = i £ - gl | F)-G)
O | ft=r), txr>0 e F(p)
0 F(p+a)
8 | flat), a>0 TR(2)
9 th- f(t) (=1)FF®)(p)
10 | () (—DF el F(p) = p™ fo — o = pfs™ 2 = £ Y]
insbesondere gilt fur k> m
k. p£(m)
) (—1) s [ F(p)
. Q pb
1L g(t) = { ?”(at -b) Z;Zstt b %6_7 F(Q)




Bekannte Laplacetransformierte

(verbesserter Auszug aus Greuel: Mathematische Ergénzungen)

Nr. | Originalbereich Bildbereich
1 5(¢) 1
1
2 1 —
p
1
3 t F
" n!
4 t" p_"+1
5 1 1
Vit VP
1
6 2\/2 _
™ p\/z_)
. eat 1
firRep > Rea p—a
8 Le—t/a L
@ ap+1
1
9 Ligat _q
A o)
10 | L(e® —at—1) !
e p*(p—a)
1
11 tedt
(p—a)?
1
12 | gt
? (p—a)?
1
13 | 1—et/e
plap+1)

Nr. | Originalbereich Bildbereich
14 L(e®(at — 1)+ 1) ! 5
e p(p —a)
15 aet/v 4+t —q !
p*(ap+1)
1
be® —aeb?
10wl b a)pb)
_ _ 1
17 be /b _ge~t/a
SN plap +1)(bp + 1)
a
1 3] t -
8 sin(at) i
1/ ,at —at
(e —e _a
19 = sinh(at) p2 — a?
2
a
20 1 — cos(at —
( ) p(pg + CL2)
2a?
21 sin?(at —~
(at) p(p® + 4a?)
2
22 t — Lsin(at) = (pQULJr )
t a*
23 1 —cos(at) — & sin(at
cos(at) — % sin(at) P R
1
24 | Ltet/e
g (ap+ 1)
1
25 Fost?e /e e
_ 1
26 | 11— aHet/e




Nr. | Originalbereich Bildbereich
1
27 L (et — ebt) -
=3 CERIrED
28 _L_(e7t/a — =t/b) .t
a=b (ap+1)(bp + 1)
1
A —(a/2t g ir v = 12 —
29 Naie sinh(,/7t) pRp—— firy =30 - 3>0
1
1 —(a/2)t At fii =12_8<0
30 7=¢ sin(y/—t) Erop i D ir v = ya° — f8
1
31 | —=e
vt Vpta
p
32 s(at
cos(at) PR
33 (e 4 e7) > P 5
= cosh(at) pm—a
b
34 bcos(at) + < sin(at) ﬁ
, i bp+c
35 | =S4 (b4 S)e™
AR p(p—a)
p
36 1+ at)e*
( ) (p—a)?
37 t+ Lat?)e P
(t 430t (p—a)?
38 | [b+ (ab+ c)fent bp+c
(p—a)?
39 —L(ae™ — bet) P
ot (p—a)(p—b)
tos ap
40 §szn(at) m

10




Nr. | Originalbereich Bildbereich
__pte
— (o4 3 2
41 \/%76 (@/2 [(c — &) sinh(y/7t) + /7 cosh(y/7t)] p Tap j’f
firy=za*-38>0
__pte
, 2
12 | e (e~ §)sin(yE) + v cos(y/ )] pihaptp
fir y=1a> -8 <0
13 (b—c)e® + (c — a)eb + (a — b)et 1
(a—b)(a—c)(b—rc) (p—a)(p—"0)(p—rc)
“ a(b—c)e ™t +b(c —a)e t/ + c(a — b)e /¢ 1
(a—b)(a——c)(b—c) (ap+1)(bp + 1)(cp + 1)
v
—(a o 2+ ap+
45 % (1 — %e (/2 [ sinh(,/~t) + ﬁcosh(ﬁt)]) p(p a1p ) B)
firy=3a*=8>0
v
_ 2
46 % (1 - \/;__Ve—(aﬂ)t [% sin(y/=7t) + \/—_'ycos(\/—_vt)]) p(p* +ap + F)
ﬁirfy:ia275<0
47 a(b— c)e? + b(c — a)e + c(a — b)et P
(a—b)(a——c)(b—c) (p—a)(p—0)(p—rc)
48 (c—b)e ¥+ (a—c)e /" + (b—a)e /e D
(a—b)(a——c)(b—rc) (ap+1)(bp+1)(cp+1)
__pte
2
19 | 5 (1 e @D [(5 = Z)sinh(t) + T eos(yAt)| ) p(p* +ap+f)
fl‘irwzia2—ﬂ>0
__ptec
2
50 | (1 oo @2t [(5 — 2)sin(y=A1) + vV Teos(y 0] ) | PP er )
fir y=1a> =B <0
1 p?
51 | (1+2at+ 5a%t%)e* -
2 2
p° +2a
52 cos?(at) M
2
53 | 1+ 2sinat %
11 ap?
54 1 (sinat + at cos at) (CETDE
P’ +a
55 e (67 — cos bt + ¢ sin bt) !

(p+a)(p* +b?)




Anwendungen der Flichenintegrale

1. Volumen eines ,Zylinders” mit der Grundfliche B in der x-y-Ebene und der
Deckflache f(z,y):
V=//f(ﬂf,y)dB
B

Falls f(z,y) =1in B, so ergibt I = [[ f(z,y)dB = [[ 1dB den Zahlenwert des
B B

B://ldB;
B

2. Sei das Flichenstiick B mit einer Massenbelegung versehen. Dann kann jedem
Punkt
P = (x,y)T € B eine stetige Flichendichte p(x,y) zugeordnet werden. Fiir die
Masse des Flichenstiickes B gilt dann:

= [ o

3. Berechnung des Flichenschwerpunktes eines ebenen Bereiches B mit der Fli-

chendichte p(z,y) :
1
o 2 [t
m
B

%// yp(x,y)dB.

Mit p =1 erhilt man den geometrischen Schwerpunkt:

1 1
xOZE//de yozﬁ//ydB.
B B

4. Berechnung der Flichentrigheitsmomente eines ebenen Bereiches B mit der
Flachendichte p(x,y) :
a) beziiglich der z- bzw. y-Achse:

I, = //yQp(rc,y)dB
/ / a?p(x,y)dB

b) Polares Trigheitsmoment bzw. Trigheitsmoment bzgl. des Koordinatenur-

sprunges:
Iy = // rp(x,y)dB = //(x2 +y?)p(z,y)dB
B B

12

Flicheninhaltes von B:

Ys

I,




Anwendungen der Raumintegrale

V:/G//ldG

2. Masseberechnung fiir den Korper, der sich im Gebiet G erstreckt und die
Dichte p(z,y, z) besitzt:
= [[[ sta.v. 2146
G

3. Schwerpunkt des Korpers, der sich im Gebiet G erstreckt und die Dichte p(z, y, 2)
besitzt:

1. Volumenberechnung:

Ts = % fff .Tp(%y,z)dG, Ys = # fff ZJP(Q?,%Z)CZG, Zg = % fff zp(x7y,z)dG,
G G G

Ist die Dichte p = py = const., so kann in den obigen Formeln der Faktor %Ll = %

vor das Integral gezogen werden, und es entstehen die Formeln fiir den
geometrischen Schwerpunkt:

xozéféffxdG, yOZ%fc‘;ﬁde7 zozéfgfsz.

4. Tragheitsmoment des Korpers, der sich im Gebiet G erstreckt und die Dichte
p(x,y, z) besitzt:
a) Tragheitsmoment bzgl. eines Punktes P, :

Ip, = ///TZp(amy,z)dG,
G

wobei r der Abstand des Punktes P = (z,y,2)7 vom Punkt Py = (0,0, 20)"
ist.
b) axiales Triigheitsmoment bzgl. einer Achse a, die i.Allg. die Drehachse ist:

b= [ ot

wobei r der Abstand des Punktes P = (z,v,2)” von der Achse a ist. Damit ergibt

sich:
/G/ / (v + 2)pl,y, 2)AG

I, - /G//(x? + 22)p(a, y, 2)dC

L = /G/ / (42 + 2)p(, y, )dC.

13
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Beispiele fiir krummlinige Koordinatensysteme

1. Polarkoordinaten

v

Sie sind anwendbar im R?, wenn G ein Kreis oder ein Kreisausschnitt ist.

x = x(r,P) = rcos ¢;
y=y(r,¢) =rsing

o 0 < 7r <o 0<o<2rm
o r=/x%+y?; qb:arctang
x

cos¢ —rsing
sing rcos¢

Ty T¢ _
Yr Yo

=rcos?p+rsin?o=r

14



2. Zylinderkoordinaten

AR
J

Py

/\y y

P

»
»

-

) P = (x.y,2)"

Sie sind anwendbar im R3, wenn G ein kreiszylindrisches oder rotationssymme-
trisches Gebiet ist, z.B. ein Kreiszylinder oder ein Kreiskegel.

o x=ux(r,¢,z) =1Cosp;
y=1y(r,¢,z) =rsing;
z=2z(r,¢,2) =z
o )< r <oo; 0 < ¢ < 2m, —00 <z <00

o r = /2% +y?; gb:arctan%; 2=z

Dabei ist der Hauptwertbereich der arctan-Funktion zu beachten.

s Aoz | T T 2l CF’S;f "“Smf ’
= 90 6,0) =| Y Y Y. |=] sin T COS
s Zr 2y 2 0 0 1

=1-(rcos’¢+rsin¢) =r

15



3. Kugelkoordinaten

Sie sind anwendbar im R?, wenn G eine Kugel oder ein Kugelausschnitt ist.

o z=ux(r,¢,0) = rcos¢sinb;
y=1y(r,¢,0) = rsin¢psinb;
z = z(r,¢,0) = rcosf

o 0<r < oo 0< ¢ <2m; 0<o6<r

22 -2
o r=/12 +y2+ 22; ¢=arctang; QzarctannJ
T

z

Dabei ist der Hauptwertbereich der arctan-Funktion zu beachten.

° D:M=T2Sin9

a(r,,0)

Ubertragung von Mehrfachintegralen in ein anderes Koordinatensystem
Es sei G(z,y, z) die Beschreibung eines Normalbereiches im kartesischen Koordinaten-
system und G(r, ¢,0) die entsprechende Beschreibung in einem dem Problem besser

angepassten Koordinatensystem, D = M Dann gilt:
a(r,$,0)
[ 1w atstyaz = [[[ 1600:6.0).500.0),5(0,0,0)) - D araoay

G(z,y,2) G(r,¢,0)

16



Anwendungen der Kurvenintegrale 1. und 2. Art

1. Masse einer Kurve:
K sei eine Kurve mit Massenbelegung entsprechend der Dichte p(x)

m= /p(g)ds = /p(g(t)) :.62 Jrz;z +22dt (KI 1.Art)
K

t1

2. Kurvenschwerpunkt P, = (z,vs, 25)”

1
Ty = —/xpds;
mJK
1
Ys = — / ypds;
mJk
1 .
ze = — [ zpds; m, p(z), K siehe 1.
mJk

3. Arbeit in einem Kraftfeld lings einer Kurve K:

fi(z) dx
F(z,y,z) = | fa(z) | seieine Kraft auf der Kurve K; dr = | dy
f3(z) dz

Bei der Bewegung eines Massepunktes der Masse 1 entlang von K gilt

% :(/Ewg (KT 2. Art)
K

/K[fldl‘ + fady + f3dz]

/ [FL(@(6)2(t) + fa(z(6)5(t) + f3(2()2(t)]de
K

4. Spannung U zwischen zwei Punkten P; und P> eines elektrischen Feldes, die
durch die Kurve K miteinander verbunden werden (Beachte die Existenz von

Potentialen!):
U= / E-dr
K

5. Fliche unter einer Kurve y = f(z) und iiber der x-Achse im Intervall [a,b]:

A:/ﬂ@w

a
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