1 Integraltransformationen

1.1 Die Fouriertransformation

1.1.1 Einfiihrung

Fiir Akustikingenieure und auch in der Bildbearbeitung ist es ausgesprochen wichtig,
alle vorhandenen Signale analysieren, bearbeiten und filtern zu kénnen. Am besten
funktioniert das, wenn man die Zerlegung der Signale in ihre Frequenzbestandteile
kennt bzw. wenn man das gewiinschte Signal aus den gewiinschten Frequenzen zusam-
mensetzen kann.

In Mathematik 2 haben Sie kiirzlich in diesem Zusammenhang die Fourierreihenent-
wicklung kennengelernt. Sie ist aber nur fiir periodische Signale f(t) anwendbar:

t) = Z cpett = % + ; ay, cos(kwt) + by sin(kwt)]

k=—o00 1

Wir hatten festgestellt, dass die Koeffizienten ay, by und ¢, dariiber Auskunft geben,
wie grof der Anteil der Frequenz wy = kw in dem Signal ist. Zur Analyse reichen im
periodischen Fall die Grundfrequenz w, und deren Vielfache kw = wy; k € Z aus.

In der Praxis treten jedoch hiufig auch Einmalimpulse oder andere nichtperiodische
Signale auf. Dann reichen zur Beschreibung die Grundfrequenz und ihre Vielfache nicht
aus. Es miissen alle moglichen Frequenzen w € R zugelassen werden. Folglich muss die
Summation, die bisher nur iiber k£ € Z lief, dann iiber w € R erstreckt werden. Das
sind aber ,iiberabzihlbar” viele Frequenzen, wie der Mathematiker sagt. Eine Summe
reicht dann nicht mehr. Wir benétigen an ihrer Stelle ein Integral, und die Fourierreihe
geht in die Fouriertransformation iiber.

Die Fourierreihe ist demzufolge ein Spezialfall der Fouriertransformation fiir periodische
Originalfunktionen. Deshalb bleiben auch die Anwendungsgebiete der Fourierreihen
entwicklung bei der Fouriertransformation erhalten bzw. kénnen bei der Fouriertrans-
formation erweitert werden zu:

e Untersuchung von nichtperiodischen Signalen

e Dimensionierung von Filtern, z.B. von Bandpass-, Hochpass-, Tiefpassfiltern,
Mehrwegboxen, ...

e Hilfsmittel zur Losung von Differentialgleichungen und speziellen linearen Glei-
chungssystemen
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Wir werden zuniichst die analytische Definition der Fouriertransformation kennenler-
nen und einige einfache Beispiele rechnen, die sie dann in Tabellen wiederfinden werden.
Im Anschluss lernen Sie mit Hilfe einer kleinen solchen Tabelle, einfache Funktionen
analytisch zu transformieren, ohne Integration (Beleg Teil 3). Sie werden dabei erken-
nen, dass es leider nur wenige Funktionen gibt, bei denen das mit den Ihnen bekannten
Funktionen klappt. Da diese Fouriertransformation aber so eminent wichtig in Threm
Fachgebiet ist, werden wir Auswege aus dieser Situation suchen und sie einerseits in
einer neuen Funktionenklasse, den Distributionen®*), finden und andererseits in der
numerischen Durchfiihrung der Fouriertransformation, mittels Matlab (Beleg 2-2, 1
Aufgabe). Letzteres ist in der Praxis die Regel seit man eine schnelle Version der Fou-
riertransformation kennt und dazu auch noch schnelle Computer besitzt.

Die Fouriertransformation ist ein sehr wichtiges mathematisches Instrument, auch fiir
andere Studienrichtungen, wie z.B. Elektrotechnik und Maschinenbau, weil auch dort
nichtperiodische Signale in ihre Frequenzbausteine zerlegt und analysiert werden miis-
sen. Aber nur der Studiengang MG hat sie noch im Programm. In gewisser Weise sind
Sie also privilegiert! Vielleicht hilft Ihnen dieser Gedanke, wenn es einmal ein bisschen
knifflig wird.

1.1.2 Definition der Fouriertransformation (FT)

Ausgangspunkt ist die Entwicklung periodischer Funktionen in eine Fourierreihe. Das
ist aus Mathematik 2 bekannt. Die Frage ist nun, was passiert bei nichtperiodischen
Funktionen, z.B. bei einem einmaligen Rechteckimpuls?

Mathematiker sind in gewisser Weise ,faul”: Ehe sie eine neue Theorie aufstellen, wird
erst einmal versucht, Bekanntes weiterzuentwickeln: In unserem Fall konnte man ei-
ne nichtperiodische Funktion als periodisch mit unendlich grofler Periode betrachten
und einen Grenziibergang zu dieser unendlich grofien Periode suchen. Die folgende
Rechnung geht diesen Weg, um IThnen den Zugang zu der Definition zu ebnen. (Sie
ist jedoch als heuristisch einzustufen, nicht exakt mathematisch, was aber in diesem
Zusammenhang eher unbedeutend ist.)

Sei f(t) periodisch. Dann gilt:

f) = Z e’ H, Wk = —5- mit
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Fakultativer Abschnitt:
Sei f(t) nichtperiodisch. Es gilt:

2(k+1)m  2km

A = —_ = —_
w W1 — W T T
B 2k7r+27r 2k
T T T
B 2w
T

Aw ist also interessanterweise nicht von k abhingig. Umstellen nach dem Faktor %

T
der in Formel (o) auftritt, liefert
1 Aw

T or°

Das und (0) setzen wir nun nacheinander in die Formel fiir f(¢) ein und erhalten

fi) = Z cpe'“rt

k=—o0

_ 2i 3 / FE)eert ) cint g,

Nun fithren wir den Grenzprozess T"— oo aus und erhalten, dass Aw = 2% infinitesi-

mal klein wird, d.h.Aw — dw. Die betrachteten einzelnen Frequenzen wy, riicken damit
ganz eng zusammen, sie liegen dicht auf dem Zahlenstrahl: w;, — w. Aus der Summe
wird damit ein Integral und die Integralgrenzen streben ebenfalls gegen co. Es ergibt
sich damit:

] % oo | |
£(1) = 5 / Ft)etdt | et

Ende des fakultativen Abschnittes
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Fiir eine nichtperiodische Funktion gilt:

1) = % Fliw)edw  (+) mit
F(iw) = /f(t)e_i“tdt.

Man sagt, das diskrete Spektrum geht in ein kontinuierliches iiber, d.h. aus
den einzelnen diskreten ¢ (w) wird eine Funktion F'(iw).

Versténdnisaufgabe: Vergleichen Sie bitte mit den Formeln fiir die periodische Funk-
tion oben: An Stelle der ¢, die iiber den Index k£ von dem Argument kw abhingen,
steht nun eine Funktion F', die von einem komplexen Argument iw abhéingt. Das ist
etwas vollig Neues!

Nun fassen wir in den Definitionen und Bemerkungen unsere Erkenntnisse zusammen.

Definition 1.1 Sei f(t) definiert fiir —oo < t < co. Das Integral F'(iw) = [ f(t)e ™"dt

heifit Fouriertransformierte von f(t), sofern es existiert. Die Zuordnung von f(t) zu
F(iw) heifst Fouriertransformation: FT(f(t)) = F(iw).

Bemerkung 1.1 f(t) heifit Originalfunktion, F(iw) Bildfunktion. Die Menge der Ori-
ginalfunktionen bildet den Originalbereich (Zeitbereich), und die Menge der Bildfunk-
tionen den Bildbereich (Frequenzbereich).

Bemerkung 1.2 F(iw) ist i. Allg. eine komplexwertige Funktion. Um den Anteil der
einzelnen Frequenz w in dem Signal f(t) herauszubekommen, bendtigt man deshalb den
Betrag |F(iw)|.

Bemerkung 1.3 F(iw) stellt die Verallgemeinerung der Fourierkoeffizienten dar. Sie
enthdlt alle Information tiber die Ausgangsfunktion f(t).

Bemerkung 1.4 Die Integrale sind uneigentliche Integrale:

[e'S) B
/ ~ dt = lim (lim)/ ~ dt
oo A—oo \B—o0 _A
(Ihre Berechnung wird in dem Seminar Anwendungen der Integration, das diese Wo-
che als Ubungsvorlesung fiir Mathe 2 auf dem Laufwerk r eingestellt wird, ausfiihrlich

erliutert.) *)Falls das uneigentliche Integral nicht existiert, wird es als Cauchy’scher
Hauptwert, d.h. [72 ~dt =limu_ f_AA ~ dt, berechnet.
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Bemerkung 1.5 Es sind folgende Begriffsbildungen in der Technik tiblich:
F(iw) : kompleze Amplitudendichte, Spektraldichte

|F'(iw)| : Amplitudenspektrum

argF (iw) : Phasenspektrum.

Verstindnisaufgabe: Fertigen Sie eine Ubersicht iiber Formeln und Namen an, die
hier eingefiihrt wurden: Schreiben Sie links die Originalfunktion f(¢) auf, rechts die
Fouriertransformierte F'(iw) , dazwischen einen Pfeil mit der Berechnungsformel. Ord-
nen Sie nun die eingefiihrten Begriffe entweder auf die linke oder die rechte Seite ein.

Bemerkung 1.6 *(fakultativ!) Man kann aus der komplexen Amplitudendichte F(iw)
wieder die Ausgangsfunktion f(t) berechnen.Diese sogenannte Riicktransformation wird
durch die Formel (%) vermittelt:

FT Y F(iw)) = f(t). FT= wird als inverse Fouriertransformation bezeichnet.

Es besteht damit eine eineindeutige Abbildung zwischen der Originalfunktion f(t) und
der Bildfunktion F(iw). Diese Berechnung ist jedoch mit den vorhandenen Kenntnis-
sen zur Integration micht ausfihrbar, weil es sich um eine Integration beziiglich einer
komplexen Variablen handelt. Dazu werden Mittel der Funktionentheorie bendtigt, die
nicht tm Programm enthalten sind.

Zusammenfassung: Nichtperiodische Funktionen kénnen nicht aus harmonischen Funk-
tionen mit einer Grundfrequenz und deren Vielfachen (wy, = 2LT'€; k=0,+1,42,...)
zusammengesetzt werden. Es werden immer alle Frequenzen (—oo < w < 00) mit den
komplexen Amplituden 5-F'(iw) tiberlagert. Achtung! Die Zuordnung des Faktors

1

5- zu F(iw) ist willkiirlich und wird in der Literatur verschieden gehandhabt.

Wir werden nun 3 Beispiele rechnen. Das 1. Beispiel fiihrt uns zu einer speziellen neuen

Funktion, die alle von Thnen kennen sollten.Die Ergebnisse kommen in unsere kleine
Tabelle, mit der wir dann weiterarbeiten wollen. Diese Tabelle finden Sie fertig auf
Laufwerk r ... unter InfoSim\ Arbeitsmittel\Gesetze FT mit Tabelle.pdf

Beispiel 1.1 fiir die Berechnung einer Fouriertransformierten
4 f(t)

Uy




Die Funktion si(x)
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0L heift Spalt- oder Samplingfunktion:

Spaltfunktion si(x)

-40 -20 0 20 40 60

Upe ™ ™dt (TR oder Integraltabelle)

|
ol S~

Uy . ..ZL

—iwt |2

———¢€ 2r
2

(Grenzen einsetzen, erweitern mit 2)
1w

9 —iwT /2 _ JiwT/2
_2e ¢ (Formel fir den Sinus / Ma 2)

w 21
2U, T T
o2 (erweitern mit — )
w 2 2
T sin <L
2U0§ £2 (Definition der Spaltfunktion)
2
T
UoT'si(2)
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Beispiel 1.2 fiir die Berechnung einer Fouriertransformierten

f(t) fiir sigma=1 '

et 0<t 1.0
f(t) = 0 t<0 0.5
mat >0 00
1 2 3 4 5
t
FI(/(1) = —
o Fiw
fT(f(t)) / —ote—iwtdt _ /6—(U+iw)tdt
0 0
A
lim |— 1 ef(a'+iw)t
A—c0 o+ w 0
: 1 —(o+iw)A
lim — — (e 1)
A—oco 0 41w
1
o+ w

Beispiel 1.3 fiir die Berechnung einer Fouriertransformierten

f(0) 4
U,
Qt+lUy -T<t<0
f(t) =
—%2t + Uy 0<t<T >
-T T t
2U,
FT(f(t)) = T—wgu — coswT)
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Fakultativer Abschnitt:

An dieser Stelle gelingt nur eine aufwendige Rechnung. Unter Beachtung der Sym-
metrie der Funktion ergibt sich weiter hinten eine deutlich einfachere Rechnung zur
Bestimmung der Fouriertransformierten.

0 T T
FT(f(t) = / %temdwr / —%tede / Upe ™ ™“dt
-T 0 =T

_ X <|:—,—€_Mt —i—/.—e"“tdtl — {—.—e_m - ﬂe_ml ) + sinwT
T iw w o 1w 1w 0 w

U T 1 1 . T . 1 1
- 20 ({O 4+ —eT 4 — — —GWT} — {—.—e_wT + e T+ 0 - —})
i

T W w? w2 iw w? w?
20U,
+—O sin wT’
w
Uo 1 Uy T —iwT iwT Up 1 iwT —iwT 2Uo .
= e T ) gl e s
Ui 1 o2U 2U. —iwT _ jiwT 2U. wT —iwT
— 2—0—+—OSIHUJT+ 0(6 .6 )_ 0(6 +e )
T w? w w 21 Tw? 2
2U, 2U, 2U, 2
= T_wOQ + Tosian — Tosian — T—w(;cosz
2U,
= T—wOQ(l — coswT)

Ende des fakultativen Abschnittes

In allen 3 Beispielen war die Originalfunktion nur auf einem Teil der ¢—Achse von Null

verschieden. Dadurch wurde das Definitionsintegral fiir die FT deutlich leichter 1osbar.
Allgemein kann man feststellen, dass bei Originalfunktionen, deren Betrag mit t — oo
schnell abfillt, die F'T existiert und selbst wieder betragsmiflig gegen Null konvergiert
fiir |w| — oo.

Satz 1.1 Existiert [ |f(t)|dt, so existiert die Fouriertransformierte F(iw) fir alle

w € R. F(iw) ist dann beschrinkt und stetig; Es gilt lim,_.oc | F'(iw)| = 0.
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1.1.3 Rechengesetze und Eigenschaften der Fouriertransfor-
mation

Wenn die Originalfunktion eine Symmetrie beziiglich des Koordnatenursprunges be-
sitzt, kann diese wie bei den Fourierreihen ausgenutzt werden, und man erhélt verein-
fachte Formeln.

1. Sei f(t) fouriertransformierbar und gerade, d.h. f(t) = f(—t). Dann gilt:
=2 / f(t) coswtdt
0
2. Sei f(t) fouriertransformierbar und ungerade, d.h. f(t) = — f(—t). Dann gilt:

FT(f(1) = —2i / F(£) sin widL.

Beispiel 1.4 Nutzung von Nr. 1 zur Berechnung der Fouriertransformierten der ge-
raden Funktion von oben:

f(t) 4

Qt+lUy —-T<t<0

~Rt+Uy  0<t<T

T
FT(f(t)) = 2UO/ (1—= coswtdt (partielle Integration, TR oder Tabelle)

0
1 T
= [(1——)—smwt—ﬁcoswt}0

1
= 20U, 0——smO——(cosz—cosO)}

2U,
= 7 g[l—cosz]
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Rechengesetze der Fouriertransformation

Aufgrund der Eigenschaften von Integralen und Grenzwerten kann man viele inter-
essante Eigenschaften der FT finden. Von den folgenden werden bei uns insbesondere
der Additionssatz, der Verschiebungssatz und der Faltungssatz zur Losung der Aufga-

ben angewendet.
Es sei F(iw) = FT(f(t));  G(iw)=FT(g(t))

1. Additionssatz:

FT(af(t) +bg(t)) = aF(iw) + bG(iw); a,beC

Interpretation: Soll eine Linearkombination von Funktionen fouriertransformiert
werden, so kann jeder Summand einzeln transformiert werden. Konstante Fakto-
ren kénnen aus der Transformation herausgezogen werden.

2. Verschiebungssatz:

ibw

fT(f(at—l—b)):%eTF(%); a#0, a,beR

al

Den Verschiebungssatz werden wir speziell fiir den Fall a = 1 benutzen:
FT(f(t+0b)) =™ F(iw); beR

D.h. eine Verschiebung der Funktion im Originalbereich um b (nach links) ergibt
im Bildbereich die Multiplikation der FT mit e®v.

3. Dampfungsssatz*:

FT(ef(at)) = 1F(22L);  a>0,a€R, beC

a

4. Faltungssatz:

3N fOlat, [ @R, [T |g@)ldt, [T g(t)dt

= 3 a(t)= [ f(t=7)g(r)dr: Faltung,

FT(a(t)) = F(iw) - G(iw)

Produkte im Integranden sind i.Allg. nur iiber die Regel der partiellen Integration
auswertbar. Besonders schwierig wird es, wenn ein Faktor dabei noch ein verscho-
benes Argument enthélt. Die Transformation des Faltungsintegrals miisste also
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sehr kompliziert sein. Der Faltungssatz sagt das Gegenteil: Es ist ,nur” das Pro-
dukt der beiden entsprechenden Fouriertransformierten aus dem Integranden.
Das Faltungsintegral wird in der Akustik gebraucht, wenn es um die digitalen
Erzeugung von Hall und Echos geht sowie zur Anpassung von Klangeigenschaf-
ten. Dazu wird die Impulsantwort des Raumes, dessen Klangcharakteristik man
iibernehmen moéchte, mit dem Signal, das man beeinflussen mochte, gefaltet.

5. Integrationssatz*:

S f@dt =0 — FT([' f(r)dr) = £F(iw)

6. Differentiationssatz*:

Ist f(™(t) fouriertransformierbar, n € N,
limyioo (1) =0, ..., limy_ioo fFPD() =0
= FT(™(1) = (iw)" F(iw)

7. Multiplikationssatz*:

Ist f(t) fouriertransformierbar, n € N =  FT(t"f(t)) = i"F™ (iw)

8. Parsevalscher Satz*:

ANt [T fOPd = [T @)1= 5 [T 1F (iw)]dw

9. Interpretation in Elektrotechnik / Elektronik:

[ 1f()]2dt ist die Energie, die ein Signal f(t) in einem Widerstand der GroSe
1 © in Wirme umsetzt.

Tabellen fiir die Fouriertransformation sind z.B. zu finden in Minél / 10, in Bronstein:
Taschenbuch der Mathematik, in Oberhettinger "Tabellen zur Fouriertransformation".
Dabei ist zu beachten, dass in der Literatur die Darstellung der Fouriertransformation
mit anderen Vorfaktoren als in der Vorlesung erfolgen kann!

Setzen Sie nun Thr Studium fort mit dem A-Teil der zugehorigen Ubung zur Fourier-
transformation. Die Videos der Ubungsvorlesung zur Fouriertransformation kommen
néichste Woche. Dort wird erklirt, wie wir mit Hilfe der Liste der 3 FT und den Re-
chenregeln die belegrelevanten Aufgaben losen kénnen.
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1.1.4 Anwendung der Fouriertransformation

Die Anwendungen der Fouriertransformation sind sehr vielfiiltig in Naturwissenschaft,
Technik und Mathematik, so dass zu den Einzelheiten auf die speziellen Fachgebiete
verwiesen werden muss. Es seien stellvertretend genannt:

e Analyse und Synthese von Signalen

e Untersuchungen von linearen Systemen, z.B. zur Dimensionierung von Filtern....
e Losung von partiellen Differentialgleichungen mit Anfangs- oder Randwerten

e schnelle Losung spezieller linearer Gleichungssysteme

e Berechnung von uneigentlichen Integralen

e digitale Bildverarbeitung

e Datenkompression: (Anhand der letzten beiden Punkte kénnen Sie sehen, dass ge-
rade in der heutigen Zeit die Anwendung der Fouriertransformation noch einmal
stark an Bedeutung hinzugewonnen hat - und ein Ende ist bisher nicht absehbar!)

e Beweis des Abtasttheorems:

Satz 1.2 Es sei f(t) eine mit 0 bandbegrenzte, d.h. F(iw) = 0 fir |w| > §, stetige,
stiickweise glatte, absolut integrierbare Funktion. Gilt weiter [°°_|tf(t)|dt < co und

At =T = F, so ldsst sich f(t) darstellen mit

f6) =3 faD)siQ —nT) = f(n%)si((lt—nﬂ)); teR.

n=—oo n=—oo

Die auftretende Reihe heif3t Kardinalreihe. Das Besondere in diesem Fall ist, dass hier
tatséchlich ein ,,=" in der Formel steht, also tatsichlich die Funktion exakt durch
die Kardinalreihe dargestellt wird! Die Bedingung F'(iw) = 0 fiir |w| > €2 ist in der
Technik erfiillt: Signale mit unendlich grofien Frequenzen gibt es nur in der Theorie. Die
Ingenieure sprechen von einem frequenzbandbegrenzten Spektrum. Damit ist gesichert,
dass sich das Signal aus den abgetasteten Werten f(nT) = f(nAt) zusammensetzen
léisst. Die sogenannte Abtastperiode ist dann T =

Fakultativer Abschnitt:

Da mein Fachgebiet die Mathematik ist, lassen Sie mich ein mathematisches Beispiel
einfiigen.

i
Q-
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Beispiel 1.5 Berechnung von uneigentlichen Integralen™)
Wir benutzen

1 -T<t<T N
ro(t) = { 0 sonst mit der FT F(iw) = 2Tsi(Tw).

mit T' =1 und die Rechenregel Nr. 8, den Satz von Parseval:

/°° |f®))Pdt = /_ 1dt =2 (rp(t) einsetzen)

—00 1
1 oo
= — |F(iw)|?’dw (RR Nr. 8)

2m J_
- Ly,
21 J_o w

woraus folgt

oo 1.2
/ sin (w)dw:m

w2

—00

Diese Integral ist nach Definition der uneigentlichen Integrale sehr schwierig zu berech-
nen. Hier fdllt es als ,,Abfallprodukt” einfach so mit an...
Ende des fakultativen Abschnittes

Ist die Fouriertransformation ausfiihrbar fiir eine bestimmte Funktion, so existiert eine
eineindeutige Abbildung zwischen der Originalfunktion und der Bildfunk-
tion. Somit spielt es keine Rolle, ob man mit der Originalfunktion oder der Fourier-
transformierten arbeitet. Daraus ergibt sich ein Vorteil: Berechnungen, die in einem der
beiden Bereiche schwierig sind, kénnen in den jeweils anderen Bereich verlegt werden.
Damit tritt i.Allg. eine Vereinfachung der Rechnung ein.

Das nutzt man z.B. bei der Filterung. Im Zeitbereich ist es vollig unklar, wie Teile des
Signals ausgeschlossen werden sollen, da die Signale aus der Uberlagerung vielen Teil-
signalen unterschiedlicher Frequenzen bestehen und sich die Realisierung des Signals
i.Allg. iiber die gesamte Zeitachse erstrecken. Jeder einzelne Punkt des Signals f(¢)
im Zeitbereich ist also eine Summe der Wirkungen der Einzelschwingungen. Wie soll
man dort einzelne Frequenzen ausschlielen?? - Im Frequenzbereich ist das hingegen
ganz einfach zu realisieren: Die Fouriertransformierte wird bei den auszuschlieffenden
Frequenzen einfach Null gesetzt. Dann sind diese Frequenzen nicht mehr im Signal
enthalten.

Beispiel 1.6 Ein ideales Tiefpassfilter lisst nur niedrige Frequenzen (,tiefe Téne”)
passieren, sperrt also Frequenzen mit |w| > Q. Im Frequenzbereich kann das leicht
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realisiert werden, indem man die Fouriertransformierte F (iw) des zu filternden Signales
f(t) mit der Funktion G(iw) multipliziert:

) 1 U <
Gliw) = m(w):{ " Jr lwslonst

gt) = FTHG(iw)) bzw. FT HG(iw)) = g(t)

mat

/\I‘Q(w )

-0 Q

FT-" wird als inverse Fouriertransformation bezeichnet und realisiert den Ubergang
vom Frequenzbereich in den Zeitbereich. Beim Tiefpassfilter wird also die Fouriertrans-
formierte des Signals aufSerhalb des Bereiches [—$2, )] ausgeblendet, weil dort der Fak-
tor rq(w) = 0 ist. Das gefilterte Signal f(t) im Zeitbereich erhdlt man dann durch die
inverse Fouriertransformation von F(iw) - G(iw) = F(iw) - rq(w). Fine direkte Be-
rechnung der inversen Fouriertransformation ist fiir uns nicht maoglich, da die dazu
notwendige Mathematik nicht vermittelt wurde. Aber wir kénnen Tabellen und Rechen-
gesetze in der entgegengesetzten Richtung dafiir benutzen. Fiir die Riicktransformation
verwendet man hier nun den Faltungssatz:

FT(a(t)) = Fliw)- - G(iw)
a(t) = FT Y F(iw) - G(iw)) mit

oty = [ 1t

D.h. um das gefilterte Signal a(t) im Zeitraum zu bestimmen, bendtigen wir die Funktion
g(t), von der bekannt ist

(
—7)g(r)dr = (f xg)(t):  Faltung, RR Nr. 4

FT(g(t)) = G(iw) = ra(w)

Fakultativer Abschnitt:

Bestimmung von g(t):
Wir kennen die Fouriertransformation der Funktion ro(t) aus unserer kleinen Tabelle
der Fouriertransformierten, Nr. 1 mit T = 2Q,Uy = 1:

FT(ra(t)) = 2Qsi(Qw), d.h. wegen der Linearitit des Integrals gilt

FT(sgralt) = i) = H()
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Aus der Definition der Fouriertransformation kann man die sogenannte ,Symmetrie-
regel” fiir H(t) ableiten:

FT(H{) = 21 h(—w) mit FT(h(t)) = H(w), d.h.

W) = %m@)

Da rq(w) eine gerade Funktion ist, gilt weiter

FT(si(Qt)) = FT(H())

fT(%sz’(Qt)) = ro(w)

Ende des fakultativen Abschnittes
Wair erhalten

o) = FIN(Glw)) -
= FT(raw)) = i)

~ Die Bestimmung des Ausgangssignals im Zeitbereich erfolgt dann entsprechend:
Q .
y(t) = x(t) x g(t) = z(t) x —si().
T

Wenn man mit der Faltung umgehen kann, ist es also moglich, das resultierende Zeit-
signal einer Tiefpassfilterung zu berechnen. Die Faltung kann aber nur in wenigen
einfachen Féllen analytisch berechnet werden. Deshalb wurden dafiir numerische Al-
gorithmen entwickelt, die heute einen vielfiltigen Einsatz in der Technik finden und
dort relativ einfach zu bedienen sind. Hinter Ihrem technischen Equipment im Studio
stecken also tiefliegende mathematische Erkenntnisse.

Zusammenfassend kann man sagen, das die Fouriertransformation interessante Anwen-
dungen besitzt, die aber etwas mathematisches Wissen voraussetzen, um sie richtig
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ausnutzen zu konnen. Insofern ist es notig, dass man auch moglichst viele Fourier-
transformierte kennt, die man dann in die Rechnung einbeziehen kann. Die Konver-
genzbedingung fiir die Existenz der Fouriertransformierten:

E / ()t

0 t<0
1 ¢>0

/\f(t)|dt:/1dt:”oo”.
—00 0

Diese Ergebnis ,,00” niitzt uns deshalb nichts, weil es fiir sehr viele Funktionen bei
der Fouriertransformation entsteht und damit die Eineindeutigkeit der Transformation
verloren geht. Man erhélt also keine Funktion F'(iw) und kann auch keine Riicktransfor-
mation ausfithren. Damit ist das Einsatzgebiet der Fouriertransformation leider stark
beschrinkt. Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Problem zu l6sen:

ist nun aber relativ streng. Bereits fiir f(t) = { ist sie nicht erfiillt, denn

es gilt:

1. die Erweiterung der Klasse der betrachteten Funktionen auf die Distributionen
und

2. die Veréinderung des Integranden, so dass das uneigentliche Integral fiir mehr
Funktionen der iiblichen Art konvergiert.

Variante 2 fithrt zur Laplacetransformation, die speziell in der Elektrotechnik eine brei-
te Anwendung findet. ( s. nichstes Kapitel, das aber komplett fakultativ ist)
Variante 1:

Ich mochte den folgenden Abschnitt nicht komplett als fakultativ bezeichnen, da ich
TIhnen in der Ubungsvorlesung einige wenige Beispiele dazu zeigen mochte. Es ist ein in-
formativer Abschnitt fiir Sie, d.h. bitte lesen, die Eckpunkte herausnehmen, auch wenn
die Rechnung manchmal nicht komplett verstanden wird, und fiir den , Aha-Effekt”
sorgen, wenn z.B. die d—Distribution einmal in einem anderen Modul auftaucht. Sie
wird benétigt, um konstante Funktionen fouriertransformieren zu kénnen. Das kommt
in der Praxis gar nicht so selten vor, da bei der Hohenverschiebung einer Funktion eine
Konstante addiert wird.

Die Distributionen sind verallgemeinerte Funktionen, deren exakte Definition iiber li-
neare Funktionale den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde. Der bekannteste
Vertreter der nichtreguliren Distributionen ist die Diracsche d—Distribution, in der
Technik oft auch ,,Dirac-Impuls” genannt.
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Fakultativer Abschnitt:

Sie dient z.B. zur korrekten Formulierung von kurzzeitig wirkenden Storfunktionen in
der Theorie der Differentialgleichungen und ist in der Physik und der Technik sehr
verbreitet. Wirkt der bekannte Gesamtimpuls ft t)dt in einer kurzen Zeitspanne
[to, t1 = to+¢] (z.B. bei Punktkriiften), kann man zu Beschrelbung eine Impulsfunktion
folgender Art verwenden

1/e fur to<t<ty+e
6<t_t0’6):{ é ’ sonsto

Konzentriert man den Impuls auf ¢t = ¢y, dann miisste

. ~ f lim.g1/e = 00" fir t=tg
Ot —to) = }:E% Ot —to,e) = { 0 sonst

eine Funktion definieren, was mathematisch keinen Sinn macht. Insofern wird die
0—Distribution hier durch ihre mathematischen Eigenschaften charakterisiert:
Ende des fakultativen Abschnittes

Es gilt mit
1/e fur to<t<tg+e
6(t_t0’6):{ (/) ! 0 sonsto
/ S(t)dt - / lim 6(1 — to. ) d
°1
= lim [ —dt
e—0 to €
= i ! 1, (%)
= g o=
und weiter

/oof(t)é(t)dt _ / £(8) - im 3(¢ — to.<) dt

=££%/f

~ lm-= (F(e) = F(to))

e—0 &

= flto) ()

In verschiedenen Biichern kénnen Sie andere Funktionen finden, die in der Definition
von 6(t — tg,e) auftreten. Das fiihrt aber zum selben Ergebnis, solange die Fliche
zwischen §(t — to, ) und der t—Achse den Wert 1 ergibt.
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Verstidndnisaufgabe: Zeichnen Sie die Funktion 6(¢t—to, €), schraffieren Sie die Fliche
unter der Funktion. Wie grof ist die Fliche dieses Rechtecks? Uberlegen Sie sich, wie
sich die Zeichnung verdndert, wenn ¢ kleiner wird, z.B. halbiert wird. Wie hoch ist
dann das Rechteck? Welchen Flicheninhalt hat es?

Es gilt zu beachten, dass die in der obigen Rechnung auftretenden Integrale ebenfalls
einer Erweiterung bediirfen, die hier nicht weiter verfolgt werden soll.

Die damit erreichten Ergebnisse (x) und (**) sind aber erstaunlich! Sie werden dadurch
erzielt, dass der Grenziibergang in einer ganz bestimmten Art und Weise durchgefiihrt
wird. Durch diese Eigenschaften der §—Distribution kénnen nun einige spezielle Funk-
tionen doch noch fouriertransformiert werden.

Beispiel 1.7 Fiir die 6— Distribution selbst gilt wegen (xx) an der Stelle to =0

FE() = [ 50t =0 =1

—00

und folglich

Beispiel 1.8 Damit ldsst sich nun auch die Funktion f(t) =1 fouriertransformieren.

5(t) = FT'(1) (Anwendung der Definition der inversen FT)

1
- 1- uutd
o € W

—00

Dieses Integral konnen wir eigentlich nicht ausrechnen, weil es beziiglich der komplexen

Variablen ausgefiihrt werden muss. Mit einem Trick gelingt es aber dann doch:
Fakultativer Abschnitt:

Mit der Variablensubstitution w' =t und t' = —w kann dieses Integral auf die Form
der Fouriertransformierten der Funktion f(t) = 1 umgeformt werden:

S(u) = % / 1+ exp(i(—t)w')(—dt')

1 o0
= —/l-exp(—it’w’)dt'
2m

1
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woraus durch Umstellen der Gleichung folgt:
Ende des fakultativen Abschnittes

FT(1) = 21 - §(w).

Diese beiden Ergebnisse bitte mit in Thre private Tabelle der Fouriertransformierten
aufnehmen, sind sehr wichtig fiir spétere Module, sind aber bei mir nicht priifungsre-
levant.

Beispiel 1.9 Das letzte Beispiel nutzt man nun zur Transformation von Sprungfunk-
tionen, beispielsweise fiir

0 sonst

s(t):{l fir 0<t<oo

Die Identitit s(t) = 0.5 + 0.5sgn(t) ist bis auf die Stelle t = 0 erfiillt, die aber bei
der Integration keine Wirkung hinterlisst, da das Integral tiber einen Punkt stets Null
ergibt. Damit ergibt sich: (Die Fouriertransformierte der Signumfunktion behandeln wir
der Ubung.)

FT(s(t)) = FT(0.5)+FT(0.5sgn(t))

2
= 0.5 270(w) + 0.5 —
iw
1
= 7 —.
md(w) + —

Fakultativer Abschnitt:

Diese neuen Moglichkeiten werden z.B fiir LTI-Systeme angewendet:

Als ein lineares zeitinvariantes System (LTI-System von linear time invariant system)
wird ein Modell fiir einen Teil aus Natur oder Technik bezeichnet, wenn die darin auf-
tretenden Abbildungen linear und unabhéingig von zeitlichen Verschiebungen sind. Es
besteht aus inneren Zustandsgrofien und einer Dynamik, die die zeitliche Entwicklung
dieser Zustandsgroflen beschreibt.

Mathematisch wird das durch eine lineare Transformation g zwischen den Eingangssi-
gnalen e;(t) und Ausgangssignalen a;(t) beschrieben:

g (Z %Bz‘(t)> = Z%(g(ei(t))) = Z%az‘(t)

g wird Ubertragungsfunktion des Systems genannt. D.h. die Superposition der Ein-
gangssignale fithrt im Ausgang zu einer Superposition der einzeln transformierten Ein-
gangssignale. Die Zeitinvarianz bedeutet in dieser Notation:

g(e(t —to)) = a(t —to)
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Das heif3t, auf ein verzogertes Eingangssignal liefert das System ein gleiches, entspre-
chend verzogertes Ausgangssignal. Einige LTI-Systeme lassen sich z.B. durch lineare
gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschreiben. Damit
sind diese Systeme aber der Systemanalyse leicht zugiinglich.

Viele technische Systeme in der Nachrichten- oder Regeltechnik, wie z.B. Ubertra-
gungssysteme, sind in guter Ndherung LTI-Systeme. Im Zusammenhang mit den Inte-
graltransformationen findet sich dort die Ubertragungsfunktion G’ im Spektralbereich
wieder, wie z.B. in bei der Modellierung eines elektrischen Schwingkreises mit der Span-
nung u(t) als Eingangsgroe und der Stromstérke i(¢) als Ausgang. Der Schwingkreis
selbst wird durch eine Funktion g(t) vertreten, die die Umwandlung des Eingangssi-
gnals in das Ausgangssignal ausfiihrt. Die Modellierung im Frequenzbereich ist dabei
giinstig, wenn man Systeme mit einem bestimmten Frequenzverhalten konstruieren
mochte:

t ino- i(t
u(_). Schwing i® > Originalraum
Kreis
I - Transform.
U(p) G I(p)=G(p)U(p) )
— (P) > Bildraum
Input Output
Lineares System

Es sei nun
e(t) = z(t)o—e X(iw),
(d.h. zu z(t) gehort die FT X (iw))
alt) = y(t)o—e Y(iw)
und

g(t) o—e G(iw)
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Mit Y (iw) = G(iw) X (iw) folgt dann aus dem Faltungssatz der Fouriertransformation
y(t) = FTHG(iw)X (iw))
= (gx2)(t)
- / g(r)a(t — 7)dr

—00

Nach der Anregung des Systems mit der Diracschen d—Distribution
e(t)=x(t) =0(t)o—e 1

folgt
y(t) = FT7H(G(iw) - 1) = g(t).
D.h., das Ausgangssignal, die Antwort des Systems im Zeitbereich, entspricht g(t). Des-
halb wird die Funktion ¢(t) wird als Impulsantwort bezeichnet.Ende des fakultativen Abschnittes

1.2 *Laplacetransformation(fakultativ)

Eine Wichtung des Integranden in der Fouriertransformation mit e 7" dampft das
Wachstum des Integranden bei ¢ > 0. Die Chance, dass das Integral existiert, wird
grofler:

[ee)

F,(iw) = /f(t)e_i‘“te_“tdt

[e o]

_ / f(t)e—(a-‘riw)tdt

Wir betrachten nun Funktionen u (¢) mit u(t) = 0, V¢t < 0 (Einschaltvorgéinge).
Damit geht F,(iw) mit p = 0 4 iw € C iiber in

oo

Fy(iw) — / u(t)e— @ gy
0
= /u(t)e_ptdt
0
U (p)

(p)-

U (p) ist im Allgemeinen eine komplexwertige Funktion, eine Abbildung von R* in C.



2 Ausgewihlte Probleme der
Numerik

Sehr geehrte Studierende, Sie kennen jetzt die grundlegenden Funktionen des Pro-
grammsystems Matlab. Zusétzlich dazu enthélt es eine Vielzahl von Toolboxen, die
sich mit speziellen Problemen der Mathematik und der Technik beschiftigen, wie z.B.
der Losung von Optimierungsproblemen, der Messwertaufnahme und -verarbeitung,
der Losung von Problemen der kiinstlichen Intelligenz, der Fouriertransformation und
vieler anderer mehr. Dazu werden Methoden der Numerik eingesetzt, d.h. die Proble-
me werden nicht exakt, nicht analytisch gelost, sondern mit Hilfe von Rechnungen mit
Zahlen. Daher der Name numerische Mathematik.

Nun ist die Zahldarstellung von reellen Zahlen im Computer immer ungenau, da reelle
Zahlen unendlich viele Nachkommastellen haben konnen, wie z.B. die Zahl 7, im Rech-
ner aber nur endlich viele Stellen zur Verfiigung stehen. Schon allein daraus resultieren
Fehler bei der numerischen Bearbeitung eines Problems. Durch die Aufbereitung der
mathematischen Probleme fiir die Numerik kommen weitere Fehlerquellen dazu.

Am Ende muss man sich eigentlich wundern, dass die Ergebnisse trotzdem mehrheitlich
brauchbar sind. Aber denken Sie bitte an den (ungeliebten) Aufwasch: mit schmutzigem
Geschirr, schmutzigem Wasser und schmutzigen Tiichern wird am Ende doch ausrei-
chend sauberes Geschirr hervorgebracht. - Man muss nur einige Regeln dabei beachten.
Ahnlich funktioniert es in der Numerik. Wenn Sie diese Regeln einhalten, werden Sie
erfolgreich sein. Man sollte aber trotzdem in der Numerik immer die Ergebnisse auf
Plausibilitét priifen und niemals in den Glauben verfallen, dass der Rechner wegen der
maschinellen Abarbeitung stets richtige Ergebnisse produziert.

In dem folgenden Kapitel mochte ich Sie auf die Stellen aufmerksam machen, an de-
nen es Probleme geben kann. Ich habe als Beispiele meist eine vierstellige Arithmetik
gewiihlt, damit die Effekte schneller zu sehen sind. Matlab rechnet mit 16 Stellen, ent-
sprechend spiter treten dann solche Erscheinungen auf. Aber ganz verhindern lassen sie
sich nicht. Hat man z.B. sehr grofie lineare Gleichungssysteme mit mehreren Millionen
Unbekannten, kann man niemals von einer ,exakten” numerischen Losung sprechen.
Vieles in diesem Kapitel ist fakultativ und dient der Begriindung der Effekte. Nehmen
Sie trotzdem ruhig manchmal Thren Taschenrechner hervor und probieren Sie die Bei-
spiele aus. Das iiberzeugt.

*) bezeichnet fakultative Abschnitte

31
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2.1 Grundlagen

In der Wissenschaft und der Technik gibt es zahlreiche Probleme, die exakt bzw. mit
analytischen Methoden nicht oder nur sehr aufwendig 16sen lassen. Als Beispiele seien
hier genannt:

e das Gauf’sche Fehlerintegral als ein bestimmtes Integral, fiir das keine analytische
Stammfunktion existiert,

die Losung nichtlinearer Gleichungen,

die Suche von Nullstellen hohergradiger Polynome,

die Losung sehr grofler linearer Gleichungssysteme oder

die Losung von Differentialgleichungen oder Differentialgleichungssystemen mit
Anfangs- und/oder Randwerten.

Das fiihrte zur Entwicklung von speziellen Verfahren, die die Losungen der Probleme
annghern. Fiir die Durchfithrung dieser Verfahren werden heute Computer eingesetzt.
Allerdings steht dort nur eine Zahldarstellung mit endlicher Stellenzahl zur Verfiigung,
was zu Rechenfehlern fiihrt.

Hauptgegenstand der Numerischen Mathematik:

1. Bereitstellung von Losungsalgorithmen fiir Probleme aus Algebra und Analysis
2. Untersuchung der Eigenschaften dieser Algorithmen

3. Umsetzung der Algorithmen auf dem Rechner
Die Algorithmen miissen dabei folgende Bedingungen erfiillen:

e Allgemeinheit fiir eine bestimmte Aufgabenklasse

e Determiniertheit: Schritte und Reihenfolge der rationalen Rechenoperationen sind
eindeutig bestimmt

e Endlichkeit: Nach einer bestimmten Anzahl von Schritten erreicht man eine
brauchbare Niherungslosung oder der Algorithmus bricht ab.

Es entwickelte sich im Laufe der Zeit eine enge Wechselbeziehung zwischen der Entwick-
lung der Numerik und der Rechentechnik, z.B. beziiglich der Sprachentwicklung, der
Speicherbereichsentwicklung, Geschwindigkeitsanforderungen, Visualisierung der Er-
gebnisse...
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2.2 Fehleranalyse

Fehler konnen an vielen Stellen des Losungsprozesses auftreten. Es ist wichtig, sie und
ihren Einfluss auf die Losung zu kennen (wichtig!)

techn. / 6konom. Vorgang

Abstraktion von

zufalligen EinﬂUssen\ Modellfehl
odellfehler,

z.B. durch Linearisierung,
Weglassen geringfligiger
EinflussgroRen

Modellvorgang

Aufstellen von
math. Gleichungen

Mathematisches Modell

Verfahrensfehler g, durch
Diskretisierung, Abbruch

Auswahl eines num. von lterationsverfahren,

Néherungssverfahrens allg. durch den Ersatz des
analyt. Problems durch
ein finites

Numerischer Algorithmus

Rechnungsfehler g
Computer ——  » durch endliche Zahl-
— darstellung

Programm

Eingangsdaten —— Eingangsfehler g, durch
4/ Zahlkonvertierung,
Messfehler, Parameter

Numerische Resultate

Interpretation Uberall méglich:
menschliche Fehler

Kritische Wertung

Es gelten dabei folgende Definitionen:

Definition 2.1 Verfahrensfehler = exakte Losung - Ndherungsldsung,

wobei duflere Einflisse, wie z.B. ungenaue Fingangsdaten oder die endliche Zahldar-
stellung aufSen vor bleiben.

Definition 2.2 |Gesamtfehler| = |exakte Losung - Naherungslosung| < ey +eg + €
(d.h. unter Beachtung aller Einflisse!)
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2.2.1 Definition von Fehlergrofien
Absoluter und relativer Fehler (bekannt aus Schule bzw. Semester 1)

Es sei a : die gesuchte Zahl, a* : ein Niherungswert dafiir.

wahrer Fehler von « : Na=a*—a
absoluter Fehler von a : |Aa| = |a* — al

Beide Groflen sind nicht exakt angebbar, da a i. Allg. nicht bekannt ist. Deshalb sucht
man dafiir Abschéitzungen oder obere Schranken:

la* —a| <K, <= K, <a*"—a< K,
—= d-K, < a <da+K,
K, heifit absoluter Hochstfehler. Zum Vergleich der Qualitét von Niherungsverfahren

benutzt man hiufig relative Fehler, um die Grofle des Fehlers besser einschétzen zu
konnen, z.B.

den relativen Fehler von a : Pa = o |_‘ il
a
den relativen Hochstfehler R, von a : o |_| il <R, R,>0
a
den prozentualen Hochstfehler von a : P, =100-R, - %

(wichtige Formeln, aber hoffentlich bekannt)

Beispiel 2.1 Man messe auf einen Millimeter genauw a; = 1m und ay = 10cm. Dann

qgilt:
|Aar] = 1mm = |Aas|, aber
A —
Lol _ 0507 2 0.1%
|ay |
JAN _
Aol 12119,
|a2|

Da a unbekannt ist, muss man aber bei der Abschiitzung des relativen Fehlers im
Nenner a* statt a verwenden.

Fakultativer Abschnitt:
Welche Auswirkungen hat das?*)

_ Aa Aa 2t 1
p = = - = Pq
a* Na+a fe g L+ p,
p, = Tpﬁ =7 (1 +7p+ 70'2 + ) (Summe geom. Reihe!)

= PP+
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Na
a*

Die Benutzung von p = an Stelle von p, = ‘%| ist damit erlaubt, wenn 7* und
Glieder noch hoherer Ordnung vernachléssigbar klein sind. Das ist dann der Fall, wenn
wir voraussetzen, dass gilt:

p:

Q

Pa:

Aa
? << 1 n P

Das Zeichen ,,<<” bedeutet ,klein gegeniiber”.
Ende des fakultativen Abschnittes

Beispiel 2.2 a =7m; o =3.14 ~ |Aa| =|3.14 — 7| <0.0016 = K,

Aa 0.0016

5 = < 2220 (.000509554 ~ 0.00051 = R, £ 0.051% = P,
a* 3.14
Aa| _ 0.0016 _

P, = 7“ < —— = 0000509296 ~ 0.00051 = 7

2.2.2 Rundungsfehler /Rechnungsfehler

Fakultativer Abschnitt:
*)YSeiaeR;, @;€N; 0<a;<9; i<n; a,#0.
Dann hat a folgende normalisierte Gleitpunktdarstellung:

a = F(a, 10"+ a,1-10""" + .+ an gy - 107 4a, - 10" 4 L)
= F0.a4,0p_1---Cp_t41Cn_¢.... * 10"t

Im Rechner steht nur eine endlichen Teilmenge der rationalen Zahlen zur Verfiigung
~ Rundung von a auf a* :

= 40.6p0n_1...0p_t41 - 10"

Damit hat a* t tragende Ziffern, d.h. a* ist t-stellig.
Ende des fakultativen Abschnittes

Es gilt folgende Rundungsvorschrift auf ¢ tragende Ziffern:

) Ista, ¢ <5 ~ a, 41 bleibt unveréindert
2) Ist Ap—t Z 5 N Ap—t+1 = Qp—t+1 +1
(wichtig, aber eigentlich bekannt)

Der absolute Fehler |a* —a| heifit Rundungsfehler von a. Es gilt |a* —a| < 0.5-10" 1,
Eine Ziffer heif3t sicher, wenn sie in der Gleitkommadarstellung der Zahl genau wie in
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der Originalzahl auftritt oder wenn bei der ersten verschiedenen Ziffer der Unterschied
im Dezimalsystem < 5 ist.

Fakultativer Abschnitt:

*) Setzt man voraus, dass die letzte tragende Ziffer sicher ist, ergibt sich bei ¢ tragenden
Ziffern fiir den relativen Fehler:

la* —a| _ maximaler absoluter Fehler 0.5 10" "

- =5-107".
la]  — Kkleinste darstellbare Zahl 0.1-10n+1

Beispiel 2.3 Rundung auft = 4 tragende Ziffern:
0.012358 = 0.01236 = 0.1236-10!

4.2354 = 4235 = 0.4235-10
4.2698 = 4270 = 0.4270-10
3.2355 = 3.236 = 0.3236-10"
42354 — 0.4235 - 10°
42698 - 0.4270 - 10°

Ende des fakultativen Abschnittes
Wichtig! Bei Differenzbildung geschieht nun beispielsweise Folgendes:

exakte Rechnung relativer Fehler Rechnung mit t = 4 tragenden Ziffern
42354 — 42698 = —344 0.4235 - 10° — 0.4270 - 10°
= —0.0035 - 10°> = —350
la* —a| | — 350 + 344
la| 344
= 3764 £1,74%
42354 — 42356 = —2 0.4235 - 10° — 0.4236 - 105 = —10
" —al _8 2 40
|al 2

Merke: Durch Anhdufung von Rundungsfehlern entstehen Rechnungsfehler.
Z.B. entfallen durch Stellenausloschung bei der Subtraktion sichere Ziffern. Eine genaue
Verifikation aller Rechenverfahren bringt aber keinen Erfolg, da die Abschitzungen im
Allgemeinen zu grob sind.

Gegenmafinahmen:

¢ Rechnen mit erhéhter Genauigkeit an kritischen Stellen (evtl. mit ver-
lingerter Mantisse)

e Verwendung von stabilen Algorithmen (s. Kapitel 1.2)
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2.2.3 Eingangsfehler und Kondition

Zu berechnen sei eine Grofle ¢ in Abhéingigkeit von den Eingangsdaten x4, s, ...z,

y = (21, 22, ...,) = @(z). (2.1)

Definition 2.3 wichtig!
Die Berechnung von y = ¢(z) heif§t korrekt gestelltes Problem, wenn

1. y eindeutig aus den Eingangsgrofien = (1, x9, ...x,,) berechenbar ist und, wenn

2. y stetig von den x;, ¢ = 1,2,...,n abhiingig ist, d.h., wenn kleine Anderungen
in den Eingangsdaten auch nur kleine Anderungen in y hervorrufen.

Beispiel 2.4 Die obige Differenzbildung zweier anndhernd gleich grofier Zahlen erfiillt
die zweite Bedingung nicht!

Beispiel 2.5 fiir ein lineares Gleichungssystem:

3x + 12y = 110 33.1z + 12y = 110
69r + 25y = 270 69 + 25y = 270
(X exakte [}
Losungen
r = 163.3 r = 980
y = —440 y = —2694

Obwohl der Fehler in den Eingangsdaten nur |33.1 — 33| = 0.1 betrdgt, entstehen zwei
vollig verschiedene Losungen. Testen Sie das am Taschenrechner, indem Sie die Losun-
gen einsetzen. Das Problem ist inkorrekt gestellt.

Die Korrektheit der Aufgabe ist aber eine unabdingbare Voraussetzung fiir die nume-
rische Losung des Problems. (Falls sie nicht vorhanden ist, kann man die Aufgabe u.U.
regularisieren. Das entspricht dem Ubergang zur benachbarten korrekten Aufgabe.)
Gegeben seien nun fehlerbehaftete Eingangsdaten z* = (x7, x3, ...z}) mit

Ax; = xf — x;, aus denen entsprechend (2.1) y* = ¢*(z*) berechnet wird.

Gesucht: |Ay| =|y* —y| <7 und % <7
Y
Aufspaltung von Ay ergibt:
Ay =¢"(z") —o(z") + ¢ (z") — ¢ (z) = Ayr+ Dyp

N 7 N "

-~ -~

Ayr Ayg
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Aygp — Fehler, der nur auf den Einfluss von Fehlern in den Eingangsdaten zuriickgeht,
unvermeidbarer Fehler, der in der Natur des zu l6senden Problems liegt;
einfach abschétzbar

Ayr — Rechenfehler bei der Funktionsauswertung mittels Gleitpunktoperationen,
Fehler, der durch den Algorithmus zur Funktionsauswertung bestimmt wird;
aufwendig abschétzbar

Fakultativer Abschnitt:

|A?JE|_

vl
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt:

*) Abschiitzung von |Ayg| und

Dysl = lo(@) —s@|~ |5 L) A,

i=1 0
|99 (z7)
< .
| Ayg| |09 (z7) z; | | Al
< ht
[/ — ; Or; y| |z

Definition 2.4 Die Zahlen ‘%’ heiffen absolute Konditionszahlen. Sie geben

an, mit welchem Faktor Ax; zur Anderung von |Ayg| beitrigt

Definition 2.5 Die Zahlen |24

heifien relative Konditionszahlen.

Beispiel 2.6 Es ist die Masse m eines Kegels mit dem Radius r, der Héhe h und der
konstanten Dichte p zu berechnen.

Gegeben: r* =r(1+¢eg); p*=p(l+e,); h*=h(l+ep)

Ar=r*—r; DAp=p"—p, Ah=h*—h

N ep st der relative Fehler von r, denn es gilt:

*

,
— = 1+4¢p
,
r* r*—r
gR = _— 1 —=
r r
Weiter gilt:
1
m= §7r7“2hp ; m* = —w(r*)*h*p*
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Gesucht:  |Am|=|m*—m| <7 und ‘—m‘g?
m

om om om
A < = |A —| |Ah|+ || |A
sl < |G| 1+ |G| 1000+ |G| 12

2 IR 1 *\2 * 1 *\2 7 %

= gm“hp |Ar| + gw(r)p |Ah| + gﬂ'(?")h |Ap|

A A Ah A
‘—m < 2|= +1‘ +1‘ Pl a2)e, ]+ 1en| + e,
m r* h* *

%m"*h*,o*, %71' (7"*)2 p*, und %w (7“*)2 h* sind absolute Konditionszahlen; 2, 1, und 1 sind
relative Konditionszahlen.

Eine andere Moglichkeit zur Abschitzung dieser Fehler besteht in der Untersuchung
des mittleren Fehlers des Resultats, wobei die absoluten Fehler als voneinander unab-
héingige Zufallsgroflen mit dem Erwartungswert Null betrachtet werden. Dann gilt fiir
die Standardabweichung o von ¢(z1, xa, .., Ty) :

n

o2 (%,

=1

z*)Q'U%

Diese stochastische Methode wird aber hier nicht weiter verfolgt.
Ende des fakultativen Abschnittes

Eingangsfehler der Grundrechenarten

1. Addition/Subtraktion: z = ¢ (x1,x2) = 21 £ X9

0o 0¢
ANzl < 5| |Azq|+ |z—| |A
82 < | 22| 1sa+ |52 160
= 1-|Azy|+1- DAz ~
Nz Ay Ay
z g s 8 i s 8
B 1 Axq T Axy
|ty a x| | 7

Im Falle x1 + 25 =~ 0 erfolgt eine Verstirkung des relativen Fehlers in z durch
Ausloschung gemeinsamer Ziffern in der Mantisse.
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2. Multiplikation: 2z = ¢ (x1,22) = 21 - 29

Fakultativer Abschnitt:
o ¢
AN < == |A — |A
84 < |32 16ai+ |52 162
= |w3] [Dzi| + [27] [Aze|  ~
Ende des fakultativen Abschnittes
& Axq YAV
z ] x5
3. Division: 2z =¢(z,y) = 7
o)
Fakultativer Abschnitt:
0 0
1 x]
= || |1Am|+ | —=5|lDz|  ~
2 (3)
Ende des fakultativen Abschnittes
g Axq Axy
z x] x5

Beispiel 2.7 sehr wichtig fiir die Ubung!
2z =0.1236 + 1.234 — 1.356 = 0.0016 = 0.1600 - 10™% (exakt)

in vierstelliger Gleitpunktarithmetik (t = 4) gilt jedoch:

Variante Rechnung Bemerkung
a) 0.1236 + 1.234 = 1.358 gerundet!
1.358 — 1.356 = 0.002 = 0.2000 - 10~2  fiihrende Ziffer falsch
b) 1.234 — 1.356 = —0.1220 exakt
0.1236 — 0.1220 = 0.1600 - 102 exakt

Damit ist die Reihenfolge der Additionen und Subtraktionen wichtig fiir den entstehen-
den Fehler!

Beispiel 2.8 sehr wichtig fiir die Ubung!

.2
sin® x
z=1—cosx = —  fir |z| = 2knw
1+ cosx
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Bei der Auswertung von 1 — cosx tritt fir |x| ~ 2km Ausloschung auf, die durch

Auswertung des dquivalenten Ausdruckes T oosa vermieden werden kann.
0S T

c
Abschdtzungen dieser Art sind i.Allg. grob, speziell bei vielen Operanden oder vielen
Rechenoperationen. Sie geben aber Hinweise auf kritische Stellen in der Aufgabe bzw.
dem Algorithmus.

Zusammenfassung:

Konditionszahlen geben an, wie stark sich der Eingangsfehler infolge der Berechnung
vergroflern kann. Sie stehen als Faktor vor dem Eingangsfehler, d.h. kleine Konditi-
onszahlen sind giinstig. Bei kleinen Konditionszahlen spricht man von einem gut kon-
ditionierten Problem (2.1), anderenfalls von einem schlecht konditionierten Problem.
(Betrachtet man den GauBalgorithmus in Matlab heifit grof etwa 10%6. das werden wir
im Praktikum ausprobieren.)

Merke:

e Subtraktion annihernd gleicher Zahlen vermeiden!

e Unvermeidbare Subtraktionen mdéglichst an den Anfang der Rechnung
legen!

e Das Assoziativgesetz gilt nicht, Reihenfolge beachten!

e Bei Multiplikation/Division ist der relative Fehler in z in der Gréflen-
ordnung der relativen Fehler in x; und z,! (Division durch Zahlen nahe Null
verursacht grofie Fehler.)

2.3 Stabilitét

Definition 2.6 wichtig!
Ein Algorithmus (numerisches Verfahren) heifst numerisch stabil gegeniiber Rundungs-
fehlern, wenn gilt

|Ayr| < C - |Ayg| C = const > 0, (2.2)
anderenfalls heif$t er numerisch instabil.

Bemerkung 2.1 Je kleiner die Konstante C', um so stabiler ist das numerische Ver-
fahren.

Bemerkung 2.2 Numerische Stabilitdt ist nicht identisch mit kleinen erzeugten Run-
dungsfehlern. Die Forderung (2.2) besagt, dass die Rundungsfehler gegeniiber den (un-
vermeidlichen) Eingangsfehlern nicht beliebig grofS werden diirfen.
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Beispiel 2.9 Zu berechnen sei die Zahlenfolge

Es gilt:

Weiter gilt

1
In:—/ x"edx  fur n=0,1,2,...,.N
€ Jo

I 1 1
e Jo e e
1 1
I, = = lx”ex — /nx"_lexdx] (partielle Integration!)
e 0

[

1
[e —0- n/ x”_lexd:r}
0

1 1
= 1-—n- —/ 2" retdr =1 —nl, ; (%)
€ Jo

0<TIyi<I; limI,=0

n—oo

Mit Hilfe der Rekursionsformel (x) kommt man im Vergleich zu den exakten Werten
zu folgender Tabelle:

n  In(exakt) I¥(numerisch, 2 Stellen nach Komma)

0 0.63 0.63

1 0.37 0.37

2 0.26 0.26

3 0.21 0.22

4 0.17 0.12

5 0.15 0.40 Rechenfehler,die

) 0.13 -1.40 sich aus den Run-

7 0.11 10.80 dungsfehlern im Ver-
8 0.10 -85.40 fahren summsieren

Dieses Beispiel ist offensichtlich instabil.

Verstindnisaufgabe: Testen Sie die Rechnung an IThrem Taschenrechner
oder in Matlab, auch mit mehr Iterationen und einer besseren Startlésung,
z.B. mit 0.6321.

Fakultativer Abschnitt:

*) Die Ursache dafiir liegt im Anwachsen des Rechenfehlers im Schritt n um den Faktor
n, denn es gilt:



2.3. STABILITAT 43

IL = Ih+e £<05-107°
I, = 1—nl, N

I —1,| = |nlyy—nli_|=n

[;zk—l - [n—l‘

Ende des fakultativen Abschnittes

Wichtig: Ein kleinerer Eingangsfehler ¢ kann damit die falschen Ergebnisse
der numerischen Rechnung zwar nach hinten verlagern, aber nicht beseiti-
gen. Das Verfahren ist unbrauchbar, weil instabil. Der Ausweg besteht in
der Konstruktion eines stabilen Verfahrens.

Fakultativer Abschnitt:

*) Im obigen Bespiel wird wegen lim I, = 0 gesetzt:
In=0 fur N>>1

Aus (%) : I, =1—nl,; folgt

1
I,y = —(1—-1,) und
n
I La-m
= —l- %
n—1 n n
1 1 1
QA—Q4|: I, — —I'| =~ |I* — L]
n n n

Ende des fakultativen Abschnittes
Folglich liefert die Verfahrensvorschrift

1
1=
n

In=0; I, (1-1,); n=N,N-1,..,1

ein stabiles Verfahren, da sich bis auf den letzten Schritt (n = 1) in jedem Schritt der
Fehler um den Faktor % < 1 verringert. Mit diesem verbesserten Algorithmus ergibt
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sich fiir das obige Beispiel

n I,(exakt) I*(numerisch, 2 Stellen nach Komma)

8 0.10 0 (wird gesetzt)
7 0.11 0.12

6 0.13 0.13

) 0.15 0.14

4 0.17 0.17

3 0.21 0.21

2 0.26 0.26

1 0.37 0.37

0 0.63 0.63

Bemerkung 2.3 Rekursionsformeln neigen zu instabilem Verhalten. Sie sollten vor
der numerischen Auswertung untersucht werden.

2.4 *) LANDAU-Symbole O und o Fakuitativer Abschnitt

Definition 2.7 Die Funktionen f (x) und g (z) seien in einer Umgebung von xq defi-
niert, dann schreibt man

f(x)=0(g(x)) bei x— xo, wenn gilt 'gég <M< oo VzeU(x)
Man schreibt
f(z)=o0(g(2)) bei x — xg, wenn gilt lim /() =0.
Beispiel 2.10
sine =0 (x) bei ©—0, denn hn(l)Slzx -1

1 1 , o
—=o|— bei x — 0, denn lim=* =limL =0

x x? mﬂo% z—0 7
x
1
1 1 . .32 D
— =o|- bet ¥ — oo, denn lim % = lim 5 =0
xQ x T—00 p xz—00T
. . —x
e =o0(x"?") bei v — oo, denn lim £ =
x
Tr—00
r=o(xlnz) bei x— oo, denn lim "~ =0
I*)OOm nx

Ende des fakultativen Abschnittes
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2.5 Diskrete Fourieranalysis

Die Formeln zur Berechnung der Fourierkoeffizienten oder der Fouriertransformier-
ten enthalten Integrale. Kennt man aber die zu transformierende Funktion f(¢) nur
aus Messungen, konnen die Integrale nicht analytisch berechnet werden. Es tritt auch
nicht selten der Fall ein, dass selbst bei bekannten Funktionen f(¢) die Integrale nicht
analytisch losbar sind. Dann muss die die Berechnung numerisch, d.h. nur mit den
gemessenen Werten ohne Benutzung der Integralrechnung erfolgen.

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns den Prozess der Diskretisierung dieser Inte-
gralberechnung fiir periodische Funktionen einmal genauer anschauen, damit wir die
Auswirkungen der Diskretisierung besser einschétzen kénnen und in der Praxis schon
bei der Messwertaufnahme mogliche Fehlerursachen vermeiden. Da es sich in unseren
Formeln um bestimmte Integrale handelt, starten wir mit der Definition des bestimmten
Integrals. Ich hoffe, Sie erinnern sich, dass wir die Definition aus der Flichenberechnung
abgeleitet hatten:

Gegeben war eine stetige Funktion f(x) > 0 iiber dem Intervall [a, b].

f(x)

b X

= X
X,= a X X N

Wir benutzten eine Zerlegung des Intervalls [a, b], auch Gitter oder Netz genannt,
w=A{x;|i=0,1,..,N; xo=a, zx =b; h =x; — x;_1},

die das Intervall [a,b] in Teilintervalle [x;_;, x;] aufteilt.

Mit m; = [min ]f(ac), M, = [max }f(ac)
TE|T;—1,T; TE|Ti—1,T;
wurde die Flache A zwischen der Kurve und der x-Achse

me < A < ZMh

zwischen Untersumme und Obersumme eingeschachtelt.

Anschlielende Verfeinerung der Zerlegung,mit 6 = max h; — 0. ergab
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N
lim Y f(&)hi = lim Zf Vhi=A= [ f(x

6—0 4 N—o0
i—

weil die Folgen der Unter- bzw. Obersummen eine konvergente Minorante bzw. Majo-
rante mit demselben Grenzwert darstellen. (Beweis: RIEMANN 1826-1866)

Den Grenzwert kann man mit dem Rechner schlecht nachstellen, die Summe jedoch sehr
gut. Sie stellt eine spezielle Quadraturformel dar, die sogenannte Rechteckregel, weil
letztlich das Integral als Summe der Flichen von vielen kleinen Rechtecken berechnet
wird. Die Genauigkeit ist nicht sehr hoch : O(max h;), aber ausreichend, wenn max hi

klein ist. Im Allgemeinen benutzt man in der Techmk beim Messen gleiche Abstande
h zwischen den Messstellen. Dann hat die Rechteckregel die Form

/ f(z)dx ~ hZf(xl)

In unserem Fall hingt nun der Integrand g von der unabhéingigen Variablen ¢ ab, und
der Abstand zwischen den Messwerten heifit At, nicht h, also

| ot o0yt

Der Summationsindex ¢ muss durch j ersetzt werden, da im Folgenden der Integrand
eine komplexwertige Funktion und folglich i als komplexe Einheit bereits belegt ist.
Damit gehen wir nun in die

2.5.1 Diskrete Fouriertransformation fiir periodische Funktio-
nen

Die Berechnung der Fourierreihe zum Basissystem der e-Funktionen fiir eine Funktion
mit der Periode 7' ist bekannt:

= /o f(t) exp(—ikt—)d (0)
f) = Z Cr exp(ikt%). (00)
k=—00

Ausgangspunkt fiir die Fouriertransformation ist in der Technik im Allgemeinen eine
Folge von N Messwerten iiber einer Periode T'. Miissen die Fourierkoeffizienten nume-
risch berechnet werden, so ergibt sich mit der Rechteckregel,
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T . . T .
At = % und den Messzeitpunkten t; = At - j = %7,

12

Ck

12

Ck

i

(1) exp(—ikt o)t

) exp(—ik

N-1

ft) =
k=0
N-1
Z cr exp(ik
k=0
N-1
™

k=0

Z,27T

or T
T N

(kiirzen)

k
k=0,..

k=0,.,N—1.

j=0,.,N—1.

N —1.

(Rechteckregel)

(Ersatz von At und t;)

v=F folgt weiter

()

()

51

Die Formel (*) heiit Diskrete Fouriertransformation (DFT), und (*x*) wird als Inverse
Diskrete Fouriertransformation (IDFT) bezeichnet. Sie gelten zunéchst nur fiir peri-
odische Funktionen. Eine kompakte Schreibweise erhilt man mit der Matrix Fy und

den Vektoren ¢ und f

1 1 1
1 v V2
2 4

I

—
. R

<

N =1
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in Gestalt der Matrizengleichung:

1
NFNi und i:FN'Q.

Q:

Achtung: in der Literatur wird der Faktor % manchmal auch auf beide Richtungen
gleichmiflig aufgeteilt oder der anderen Transformationsrichtung zugeteilt! Da es sich
um einen konstanten Faktor handelt, ist diese unterschiedliche Handhabung moglich
und muss bei der Anwendung von Formeln aus der Literatur oder Programmsystemen

berticksichtigt werden.

Beispiel 2.11 Die Diskrete Fouriertransformation fiir die periodische Funktion, deren
Periode aus 4 Werten ,1”7 und 4 Werten ,,0” besteht:

|

1 4
1 1— (V24 1)i
1 0
DFT 1 _ — 1) DFT
lautet: L = = L—(vV2-1)i : (i) = (a)
O | mrr 8| 0 IDFT
0 1+ (V2 -1)i
0 0
0 1+ (V2 +1)i

Testet man dieses Beispiel in MATLAB mit x=[1,1,1,1,0,0,0,0]; c={fft(x,8),f=ifft(c,8),
so erhdlt man co = 4 und nicht ¢co = 0.5 wie nach der Formel (x):

! 1 1
_0__ I
g y,e —8(1—|—l+1+1)—2.

Jj=0

1
Cozg

Daran ist zu erkennen, dass die Vorfaktoren in MATLAB anders verteilt sind!
In MATLAB ist ein Formelsatz realisiert ist, in dem der Vorfaktor % der IDF'T zuge-
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teilt wurde:

= fiv E=0,..,N—1. (+)

N-1
1 .

o= et j=0.LN-L (+4)
k=0

Dieser Formelsatz korrespondiert in der analytischen Form der Fouriertransformation
mat:

o — / (1) exp(—ikt ) #)
) = 33 aeslik) ##)
k=—o00

Diese Version wird in Ihrem Studiengang benutzt.

Im folgenden fakultativen Abschnitt wird eine analoge numerische Rechnung fiir nicht-
periodische Funktionen durchgefiihrt. Der Unterschied besteht hauptséichlich darin,
dass das Integrationsgebiet begrenzt werden muss, da eine Integration von —oo bis oo
praktisch nicht moglich ist. Prinzipiell fillt der neue Formelsatz mit dem fiir periodische
Funktionen zusammen. Er ist auflerdem fiir Hin- und Riicktransformation identisch bis
auf das Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion und bis auf den Vorfaktor.
Fakultativer Abschnitt:

2.5.2 Diskrete Fouriertransformation fiir nichtperiodische Funk-
tionen

Um zum Formelsatz fiir die Fouriertransformation fiir nichtperiodische Funktionen zu
gelangen, wird in der Ausgangsformel fiir die Fourierreihendarstellung der Grenziiber-
gang T' — oo ausgefiihrt. Mit der Kreisfrequenz w = 2% und wy = kw = /{:QT” gilt dann
Aw = wiy1 — wi = 2&. Unter der Voraussetzung [~ | f(¢)|dt < oo ergibt sich aus den

Formeln (0) und (00)

- 2T
ft) = Z ckexp(zkt?)

k=—o00
o)

> (% /O i f(t)exp(—ith%)dt) explikt )

© onx (1 [T

- Z 5 (T f(t) exp(—iwﬂ)dt) exp(iwyt)

k——o00 -T/2
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o 1 T/2 ' '
ft) = k_z_oo I ( o f(t) exp(—zwﬂ)dt) exp(iwgt) Aw

Bei T' — oo liegen dann die wy, dicht, und die duflere Summe geht in ein Integral iiber.
Teilt man den Faktor — gleichméflig auf, so erhélt man

1= [ (55 [ fepi-iand ) esplivns
Damit gilt
) = /_ ZF(iw)exp(iwt)dw
Fliw) — % /_ Z F(#) exp(—iwt)dt

Bei der Diskretisierung dieser Integrale im Intervall der Linge T ergibt sich aufgrund
der Symmetrie der komplexwertigen e-Funktionen

N-1
flty) = ZF(iwj) exp(iw;ty) Aw
=0
| V2
Fiw;) = Dy f(t) exp(—iw;t;) At.
1=0
Ineinander eingesetzt erhilt man unter Beriicksichtigung von At = %, Aw = 2%,

tj —jAt—]N sow1ew]—jAw—j undy—exp( )

N-1 1 N-1
ft) = Y (5 f(tl)exp(—iwjtl)At) exp(iw;ty) Aw
=0

| NoiN-1 e o
= o 2 ; f(t) eXp(_intl)N exp(z'wjtk)?
N—1N-1
1 2. T 20 T
= N2 f(t)) exp(— zj?lﬁ)exp(zj?k]v)
7=0 =0
N-1 N—1
1 T
- (ﬁ F(t) e w—l)) explij )
=0 1=0
N1/ Nl
7=0 (N =0



2.6. DIE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION (FFT) %)

Damit erhalten wir den Formelsatz der diskreten Fouriertransformation:

N-1

flty) = F(iwj)v’*  k=0,.,N—1
j=0
1 N-1
Fliwy) = + S w7t k=0,.,N—-1
j=0

Ende des fakultativen Abschnittes

2.6 Die schnelle Fouriertransformation (FFT)

Der Aufwand der DFT ohne Berechnung der Werte fiir v betrégt O(2N?) Gleitpunk-
toperationen wegen N Additionen und N Multiplikationen pro Schritt ohne Berech-
nung der v, die abgespeichert werden kénnen. In modernen Anwendungen werden aber
beispielsweise Datensitze der Linge N = 10° transformiert. Bei einer Dauer von 1
Microsekunde pro Paar von Addition und Multiplikation benttigt dann jedoch eine
DFT
1076

2 Operationen

= 2(10°)% « = 10%s &~ 11,5 Tage (!!).

Das ist inakzeptabel und wiirde den Einsatz der DF'T verhindern.

2.6.1 Formelsatz
Fakultativer Abschnitt:

Es sei nun N gerade. Dann kann man die Symmetrieeigenschaften der e-Funktionen
weiter ausnutzen und zu einer rekursiven Verfahrensvorschrift gelangen, indem man die
Gesamtsumme aufspaltet in eine Summe iiber alle geraden und eine iiber alle ungeraden
Indices:

1 &= 1« 2
N _j .
F,g ) = N 2 fiv ]k:N f]eXp(—Zﬁk‘j)
Jj=0 7=0
N/2-1 N/2—1
1 [ N/2 2w N/2 2m
= = | == j —l—= iy —k
N\ N2 ; Jaexp(=igmki) + 55 Z S exp(=igrp ki) exp(=iy
1 (N N o I . k1o
- < <5Fkuv/z>+y kEFk(N/2)> Lo g ol g,
Fy N/2) gind dabei die Koeffizienten einer DFT mit der halben Lénge % der Funktions-
o(N/2)

werte von f mit geraden Indices (e wie even) und F), sind dabei die Koeffizienten

)
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einer DFT mit der halben Linge % der Funktionswerte von f mit ungeraden Indices (o
wie odd). Gilt nun N = 2”7, so ben&tigt man p rekursive Durchfithrungen der FFT mit
jeweils der Hilfte der Summanden. Diese Wahl von N liefert das effektivste Verfahren.
Es sei z.B. N = 8 = 23. Betrachtet man nur die Reihenfolge, in der die Berechnung
ausgefiihrt wird, so ergibt sich:

F,§8) = Z a;fi + wy Z Bt

j:0727476 j:173,577
= Z ijj + Te—1 Z 0;f; + wg Z gifj + sk—1 Z gzﬁjfj)
Jj=0,4 Jj=2,6 j=1,5 j=3,7

= (tofo + pafa) + (pafo + pefe) + (i fr + psfs) + (s fs + prfr)

Am Ende dieses Prozesses steht eine Folge von FFTs fiir jeweils eine Variable f; in
der sogenannten bitreversiven Reihenfolge. (Dieser Fakt muss beriicksichtigt werden,
sobald Hin- und Riicktransformation einzeln berechnet werden. Bei paarweise ausge-
fithrten Transformationen ist die Bitreversion nicht nétig. Die 2. Transformation stellt
automatisch die urspriingliche Reihenfolge wieder her.) In Matlab wird das automatisch

ausgeglichen.
Ende des fakultativen Abschnittes

Zusammenfassung:
Bei der Wahl von N = 2P Messstellen (= Stiitzstellen) kann durch wiederholtes (p-
maliges) rekursives Ausfiihren von Fouriertransformationen der jeweils halben Lin-
ge und durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der Exponentialfunktion der
Prozess der FT extrem beschleunigt werden. Man erhilt letztlich einen neuen
Formelsatz in Gestalt einer Linearkombination der Funktionswerte. Im Fall N = 27

werden dann §N p= 5]\7 log, (N) komplexe Gleitpunktoperationen benétigt. Bei N =

108 ergibt sich damit fiir die nichstgelegene Zweierpotenz N = 220 = 1048567 und
log,(2%°) = 20
1 1076
p=tom0g, 105 s
2 2 Operationen

Diesem enormen Zeitgewinn verdankt diese Version der DFT ihren Namen: Schnelle
Fouriertransformation (Fast Fourier Transform = FFT). Sie wird dadurch zu einem
méchtigen Instrument der modernen Numerik.

2.6.2 Anwendung in der Signalanalyse

Bei periodischen Funktionen gilt das Abtasttheorem von SHANNON:

Satz 2.1 Gilt F(iw) =0 fir || >b = f()="20 Y f(nAt)Zndlnin)

Dabei ist At das Abtastintervall, b = X die Abschneidefrequenz (Nyquistfrequenz).
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Die auftretende Reihe heifit Kardinalreihe. Die Bedingung F'(iw) = 0 fiir |w| > b
ist in der Technik erfiillt (frequenzbandbegrenztes Spektrum). Damit ldsst sich das
Signal aus den abgetasteten Werten f(n/\t) zusammensetzen. Die zur Nyquistfrequenz
gehorige maximale Periodenlinge betrigt damit T° = 27” = 2?”At = 2At. Folglich
werden 2 Abtastungen pro Periode benotigt, um die Funktion erfolgreich rekonstruieren
zu konnen.
Im nichtperiodischen Fall wird eine Rekonstruktion mit allen moglichen Frequenzen
notig sein, nicht nur mit den Vielfachen der Grundfrequenz. Das Vorgehen ist analog
zu oben, auch eine Bandbegrenzung wird benétigt.
Bedingt durch den Dimpfungssatz der Fouriertransformation und die Heisenbergsche
Unschiirferelation sind einige Vorkehrungen nétig, um mit der FFT gute Ergebnisse zu
erzielen.
Aus dem Dampfungssatz

FT(f(at)) = ~FT(%

) fira>0
a a

folgt
FT(f(é)) = aFT(qiw) fur a>0.

Bei a < 1 folgt é > 1, d.h. f(é) entspricht einer Stauchung im Zeitbereich und
FT(aiw) entspricht einer Streckung im Frequenzbereich. Damit transformiert die Fou-
riertransformation kleine Details aus dem Zeitbereich, wie z.B. Spriinge, Extrema,...
in grofle Bereiche vom Frequenzbereich. Es kommt zu einer Verschmierung von schar-
fen Kanten oder einem Knall im Originalbereichs iiber grofle Intervalle im Bildbereich.
D.h. gut lokalisierte Objekte im Originalbereich setzen sich aus vielen verschiedenen
Frequenzen zusammen und anders herum: Eine einzelne Frequenz aus dem Bildbe-
reich liefert im Originalbereich eine periodische Funktion, die iiber der gesamten Achse
definiert ist. Es gibt dabei keine Kompromisse aufgrund der Heisenbergschen Unschér-
ferelation. Diese ist nicht nur eine Erscheinung in der Quantenphysik. Sie beruht auf
einer funktionalanalytischen Ungleichung, die Objekte des Originalbereiches der FT
mit Objekten des Bildbereichs verkniipft. In unserem Anwendungsfall heifit das:

1
||Breite des Signals im Zeitbereich|| || Breite des Spektrums|| > 3

Beides kann also nicht gleichermaflen klein werden.
Zusammenfassung /praktische Schlussfolgerungen:

1. Folglich wihle man den zu transformierenden Bereich so grof}, dass das Signal
darin abgeklungen ist. Es darf dann mit Nullen aufgefiillt werden. Ein vorheriges
scharfes Abschneiden wird als Sprung im Signal und damit als sehr kleines abzu-
bildendes Detail interpretiert, was zu falschen Frequenzwerten iiber der gesamten
Breite des Frequenzbereichs fiihrt.



o8 KAPITEL 2. AUSGEWAHLTE PROBLEME DER NUMERIK

2. Das Abtastintervall ist fein genug zu wihlen, so dass die Nyquistfrequenz b deut-
lich hoher ist als die zu erwartende maximale Frequenz.
Wird b zu klein geschiitzt und damit At zu grofl angesetzt, erscheinen hoher-
frequente Anteile des Signals frequenzverschoben (= Aliasing durch Undersamp-

ling).
Wird hingegen b iiberschiitzt, so kommt es bei der Berechnung der Kardinalreihe
zu einer Konvergenzbeschleunigung.

Beispiel 2.12
f(t) = exp(—0.1¢*)(2sint + cos 3t)

Damit ergibt sich fiir die beiden Komponenten des Signals

bSZTW bzw. bg%ﬂ d.h. b<2rm

und fiir die Abtastperiode
T
A< o= ==
~— b

Das Bild der Fouriertransformierten bestdtigt die Nyquistfrequenz:

lllustration zum Abtasttheorem - bandbegrenzte Funktion

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
W

Das Signal selbst ist bei [t| = 10 fast vollstindig abgeklungen (f(10) < 1.36 % 1074).
Folglich kann man im Intervall [—10,10] mit At = 0.5 diskretisieren und sinnvolle
Ergebnisse einer FFT und IFFT erwarten.

Die numerische Auswertung der Kardinalreihe bringt sehr kleine Fehler, die bei der
Abschneidekoordinate t = £10 am gréfsten sind, was die obigen Schlussfolgerungen be-
stitigt. :
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.10 Abweichung zu der rekonstruierten Funktion
57 | ' . ] '

i M

. . L . . ]
-156 -10 -5 ] 5 10 15
t

Beachten Sie bitte den Faktor 10™° an der y-Achse. Der Mazimalfehler liegt somit
etwa bei 4.5 -107°.

Um Frequenzen besser einem Abschnitt des Signals zuordnen zu konnen, verwendet
man gegebenenfalls Fensterfunktionen, die iiber die Funktion im Zeitbereich gelegt
werden. Sie miissen aus den oben genannten Griinden moglichst am Rand des Fenster
verschwinden. Es gibt sehr viele unterschiedliche praktisch genutzte Fensterfunktionen,
die je nach Ziel der Untersuchung ausgewihlt werden. Eine Verbesserung der Analy-
sefunktion kann man auch durch den Einsatz einer Wavelettransformation erreichen,
die keine Fenster benostigt, um die Auflssung fiir Teilbereiche des Signals zu erhhen,
dafiir aber einen Frequenz- und einen Verschiebungsparameter zur Lokalisation enthiilt
und trotzdem nicht langsamer als die FFT ist.

Sie alle kennen die Wirkung der FFT/Wavelettransformation aus dem téiglichen Le-
ben: Das Bildspeicherformat *.jpg basiert auf der FT und das Speicherformat *.jpg2000
auf der Wavelettransformation. In beiden Féllen werden nicht die Bildpunkte aus dem
Originalbereich gespeichert, sondern die der Transformation entsprechenden Koeffizi-
enten. Die Datenkompression wird dadurch erreicht, dass man sehr kleine Koeffizienten
vernachliissigen kann, ohne bei der Riicktransformation den Gesamteindruck zu zersto-
ren. Wiahlt man aber die Kompressionsrate zu hoch, werden auch Koeffizienten aus
der Rechnung geworfen, die einen wesentlichen Anteil der Information liefern, und das
Bild ist unbrauchbar. Schauen wir uns das etwas genauer an:

1. Datenkompression:
Reduktion der Datenmenge bei der Speicherung bzw. Ubertragung digitaler Si-
gnale { f} (z.B. fiir Bild oder Ton), z.B. durch Quantisierung des transformierten
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Signals und/oder durch Vernachlissigung kleinen Komponenten (Thresholding).

/&1 —  wird gespeichert bzw. iibertragen
> FFT
f= At —c={qy}

N @ — mit || < d wird vernachléssigt
v EET Ay (leicht gestortes Bild )

mit der Kompressionskonstante d.

Die Datenkompression ist dringend erforderlich zur Echtzeitiibertragung oder
Speicherung von Bild- oder Tonsignalen. Es werden deshalb sehr hohe Anforde-
rungen bzgl. Rechenzeit und Speicherplatz gestellt. Die Beurteilung der Verfahren
erfolgt anhand der Kompressionsrate k& :

Speicherbedarf des Originals

- Speicherbedarf der komprimierten Datei

Prinzip:
Transformation Quantisierung Entropie-
Codierung
. N\
f <— wr, Fr, P (Cyey B Drreversibler @ (¢,),.; ¢ Erzeugung
Cosinustransf. Informations- einer moglichst
verlust!! kurzen Bitfolge

Bei Fourier- und Cosinustransformation muss zur Auflosung von lokalen De-
tails das Bild vorher in Teilbilder zerlegt werden, da Sinus- und Cosinusfunk-
tionen einen unbeschriinkten Triger haben. Die Grenzen der Teilbilder bleiben
bei groflem k meist nach der Riicktransformation sichtbar.

. Digitales Filtern - Denoising - Rauschunterdriickung:

1) IFFT 1) )
Trennen der Signale e _ — f Nutzsignal
im Frequenzraum: ~
N\, @@ iy f®  — verrauschtes Signal

Analog zu oben wird stets Thresholding durchgefiihrt (Nullsetzen kleiner Fou-
rierkoeffizienten). Die Riicktransformation liefert dann das weniger verrauschte
Signal. Um gute Ergebnisse zu erzielen, miissen folgende Voraussetzungen erfiillt
sein:

e Der Rauschpegel Hfm“SChH ist klein im Verhéltnis zu H f“"“”’H .
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e Das wahre Signal lisst sich in der neuen Basis durch wenige Koeffizienten gut
darstellen und ist damit gut komprimierbar.

e Das Rauschen ist in dieser Basis nicht gut komprimierbar. (Weies Rauschen wird
durch keine Orthonormalbasis komprimiert.)

Im Wesentlichen gibt es 2 Varianten fiir das Thresholding:
1. ,Hard Thresholding”:
. _{ 0 fiir |ex| <7
T e sonst

2. ,Soft Thresholding”:

- 0 fiir |ex| <7
7 sgn(er)(|en] — 1) sonst

Fiir die Festlegung von 7 ist ein statistisches Modell fiir das Rauschen erforderlich, z.B.
wird weifles Rauschen mit der Standardabweichung o benutzt:

fe = f" + ogr, gr: Werte von N(0,1), k=0,.N —1.

Damit ergibt sich als Schéitzung fiir 7 und fiir o :

r = K /Z(N)o; k= O(1)

Median der Betrige der Fourierkoeffizienten
0.6745

Q

o

Die Anwendung des Denoising eignet sich u.a. zur:

e Nachbearbeitung von Bildern
e Klirung von Tonsignalen
e Spracherkennung

e Datenvorbereitung fiir inverse, schlecht konditionierte Probleme, z.B. bei der
Computertomografie oder bei Wirtschaftsdaten...
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